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VORWORT. 


Uas  Bedürfniss  einer  mögliclist  umfangreichen  Formeljiisammlung, 
welches  der  Verfasser  bei  seinen  praktischen  Arbeiten  empfand, 
war  die  Veranlassung  zu  der  Zusammenstellung  des  vorliegenden 
Werkes.  Es  wurden  alle  irgendwie  nur  praktisch  verwendbaren 
Formeln  aufgenommen,  von  den  rein  theoretischen  nur  so  viel, 
als  nothwendig  erschien.  Dass  diese  Sammlung  nicht  erschöpfend 
sein  kann,  braucht  wohl  nicht  speciell  gesagt  zu  werden.  Auch 
war  es  mir  nicht  möglich,  eine  jede  aufgenommene  Formel 
bezüglich  ihrer  Werthigkeit  zu  prüfen.  Es  wird  wohl  kein 
Mathematiker  an  eine  Formelnsammlung  diejenige  Forderung 
der  Genauigkeit  stellen,  wie  an  stereotypirte  Logarithmentafeln. 
Doch  ist  schon  Vorsorge  dafür  getroffen,  dass  die  etwaige  zweite 
Auflage  diesem  Ideale  möglichst  nahe  komme.  Das  wird  aber 
nur  durch  die  vereinigte  Arbeit  ^Mehrerer  geschehen  können. 

Was  die  Anordnung  und  Zusammenstellung  der  Formeln 
betrifft,  so  wurden  zunächst  die  wichtigsten  vorangestellt,  auf 
welclie  die  minder  wichtigen  je  nach  dem  Grade  der  Formver- 
wandtschaft folgen.  Durch  diese  Anordnung,  in  welche  man  sich 
bald  hineinlebt,  sowie  durch  die  Register  dürfte  die  Auffindung 
irgend  einer  Formel  so  leicht  sein,  als  es  überhaupt  in  einer  so 
ausführlichen  Formelnsammlung  angeht.  Ganz  besondere  Sorgfalt 
wurde  der  speciellen  astronomischen  Abtheilung  gewidmet,  die 
durch  mehrere,  eigens  für  dieses  Werk  bereclmete  Tafeln  be- 
reichert ist.  Die  Correctheit  der  Tafeln  dürfte  wenig  zu  wünschen 
übrig  lassen. 


VI  Vorwort. 

Durch  ihre  Fülle  des  Materials  ersetzt  die  vorliegende  Formeln- 
sammlung  nicht  nur  ein  Uebungsbuch  für  das  Studium  der  höheren 
Mathematik,  sondern  sie  eignet  sich  auch  dadurch,  dass  sie  das 
Wichtigste  an  die  Spitze  stellt,  vorzüglich  zur  Repetition.  Von 
diesem  Standpunkte  ausgehend,  wurden  vorzugsweise  jene  Partien 
bearbeitet,  welche  die  mathematische  Physik  umfassen.  Denn  für 
die  technischen  Anwendungen  derselben  haben  wir  zahlreiche  For- 
melnsammlungen in  speciellen  Ingenieur -Kalendern  und  Taschen- 
büchern. 

Obschon  ich  vollkommen  überzeugt  bin,  dass  ich  nur  ein 
Menschenwerk  geliefert  habe,  so  hoffe  ich  dennoch,  dass  diese 
Sammlung  sich  viele  Freunde  erwerben  wird. 

Prag,   im  Juli  1894. 

Der  Verfasser. 
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§.1. 

Cyklometrische  Functionen. 

NB.     Die  folgenden   Gleichungen  sind   wegen  ihrer    Vieldeutigkeit  vor- 
sichtig zu  gebrauchen. 


1)    co'C sin x=2 arc sin  V/^  —  -—yi—x'^  =  -^ arc sin 2 ^ Vi  —  x'^ 

.     =r  arc  cos  Vi  —  x-^=-^  —  arc  cos  x  =  arc  tgn    . 

^  1/1  —  ^2 

^        ^      1  — Vi  — r^       1        ,     2:rVl— ^2 
=r  2  arc  tgn =  -  arc  tgn    ^_^^, 

1  1 

=r:  arc  sec    ,—         — -  arc  cosec  — 
Vi  — ^2  X 


V\-l-x      1  

—^ — = -^  arc  cos  (2x'^—\)  =  arc  sin  V  i—x'^ 

=r:  —  —  arc  s«w  a;  =■  «rc  tgn  y  — - —  =  2  arc  tgn  y  - 

1  ^     2^Vl  — •«'  1  1 

=  —  arc  tgn       \ — =  arc  sec  —  =  arc  cosec  ^ 

2  "^       2;3;2— 1  X  yi ^2 

o^          ,             o        .      — l+Vl-h^2       1  2x 

3)    arc  tgn  x  =  2  arc  tgn =  —  arc  tgn 


X  2         ^    l  —  x-^ 


^  O  •     V  —  l-l-Vl+^2 

=:tz  arc  s?w -7=  =  2  arc  s?w  \/   ' 

Vl  +  ^'  2  1/1+^2 

1  .         2;r  1 

=  ~  arc  sin  ■- — -, — -  =  nrc  cos  —7=^ 

2  1+^-2  Vi +  ^2 

--  2  arc  cos  V  -—  =  —  arc  cos  —-, — : 

=  ~r  —  arc  cot  X  =  arc  cot  —  =  arc  sec  Vi  +  x'^ 
2  X  ' 

VTT^ 

=-  c'  rc  cosec ■ 


X 

4)    arc  sin  X  ±  arc  sin  y  =  arc  sin  [xVl  —  y^  ±  yYi  —  x'^] 

Laska,    matheni.  Formelusamniluiig.  \ 
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5)    arc cos  x  +  arc  cosy  =  arc  cos{xy  -\-  Vi  —  x'^yl 

IX  ~\~  if  1 


7)  arc  sin  X  +  arc  cosy  =  aresin  [xy  +  Vi  —  x'^  l/l  —  y^^\ 

—  arc  cos  {y  Vi  —  x^  1^  x  Vi  —  y'^] 

X  -\~  W  11  -P  X 

8)  arc  tan  x  4-  arc  cot  y  =  arc  tan  ,  -Z"       =  arc  cof  -^ — -,— r 
^  ./_  ^  ^^     i  j^  xy  ^y  jl  l 

9)  In  Bezug  auf  die  Vieldeutigkeit  merke  man: 
arc  sin  X  =  nn  -\-  { —  iy\arcsinx\ 

arc  cosx  ^=  2nTC  ^\  arc  cos  x  \ 
arc tgn x  ~-  nn  -\-  \ artgn x\ 
arc  cotyn  x  ^=  nn  -\-  \arc  cot(jnx\ 

10)  arc  sin  { —  x)  =  —  arc  sin  x 
arc  cos  ( —  x)  =  jr  —  arc  cos  x 
arc  tgn  { —  x)  =  —  arc  tgn  x 
arc  cotg  {—  x)  =^  —  arc  cotgn  x 


Zusatz  zu  §.  1. 

Bezüglich  der  Vieldeutigkeit  der  cyklometrischen  Functionen 
mögen  folgende  Andeutungen  genügen:  Sei  u  der  Bogen  des 
ersten  Quadranten,  x  sein  Sinus,  so  gelten  folgende  Gleichungen: 

8in  u  :=  X  u  ^=  arc  sin  x 

cosu  =  Vr^^^^  u  =  arc  cos  Vi  —  oc^ 

X  .  oc 

tgn  u  --r^  ^  . u  -^  arc  tgn 

^  Vi  —  x'^  1/1  —  ^' 

^  etc. 

Allgemein  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung 

sin  w  =  X 

in  der  Formel 


w  =  ^  ^^  (^  —  circ sin  x\  ±2z 

5.  =  0,  1,  2,  3,  .  .  . 
weil  die  Bögen 


Ti 
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alle  denselben  Sinus  haben.     Aus  demselben  Grunde  haben  wir 
allgemein 

arcsinx  -\-  arcsiny  =  — -  ip  |—  —  arcsinixVl  —  iß 

+  yV\  —  x'^\  ±  2%n 


zu  schreiben,  weil  der  Bogen  möglicherweise  über  den  Quadran- 
ten hinausgehen  kann.     Sei 

sinn  =  X    also     %i  ^rr  arcsinx 

sinv  ==  y  v  ^=  arcsiny^ 

so  wird  im  letzteren  Falle  cos(u  -)-  v)  negativ.     Nun  ist 

l-(x^-^y') 


cos  ni-[-  v)  =  Vi  —  x^  \/\  —  if^  —  xij  =  - , , 

wir  haben  demnach 


arc sin x  -\-  arc  sin  y  =  arc  sin  [xVl  —  y'^-{-yVl  —  x'^ 
wenn 


arc  sin  x  -f-  arc  sin  y  =  n  —  arc  sin  [xVl  —  y'^-\-yVl  —  x'^}-) 
wenn 

^^  +  !/^  >  1- 
Auf  gleiche  Weise  findet  man 

X    I    11 

arc  tgn  x  -\-  arc  tgn  y  ^=  arc  tgn  xy<C\ 

1      xy 

T     I     7/ 

arc  tgn  x  -\-  arc  tgn  y  =  ir  —  arc  tgn  ^ — ^-^    xy  >>  1. 

Ueberhaupt  hat  man  bei  jedem  Problem  alle  Umstände  sorg- 
fältig in  Betracht  zu  ziehen  und  zu  beachten,  dass  die  im  §.  1 
aufgestellten  Werthe  nur  für  die  Winkel  im  ersten  Quadranten 
gelten.  Wie  die  Formeln  zu  gebrauchen  sind,  mögen  folgende 
zwei  Beispiele  zeigen. 

I.    Man  beweise,  dass 


arcsm  y  — 1-  —  arc  smx 


2         '     2  --— 2" 

Setze 


-\/\  —  X  1 


arc  sin  y  — - —  =  p,     -^  arc  sm  ^  =  öi 
so  wird 

2>  +  3^2- 


1* 
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und  zugleich 

1  —  sin  2}}  -f-  2sin^q; 

diese    Gleichungen    müssen    zugleich    bestehen,    wenn  die  obige 
Relation  gültig  sein  soll.     Wir  haben: 

7t 

und  damit 

1  r=r  sinin  —  2q)  +  2sin^q 

1  =  cos  2q-\-  2  sm'^  q, 

d.  h. 

cos2q  =  l  —  2  sm^ g, 

dies  ist  aber  eine  bekannte  Relation. 

II.    Man  bestimme  x  aus 


Sei 
so  wird 
also 
oder 

woraus 
folgt. 


1  ^  l  n 


arc  tgn r  —  a,     arc  tgn  —r~T  '=^~  ß: 

X  —  1  X  —f-  i 


2 


,2  .        2         % 

a~~  ß^  arctgn  —  ^Y2, 


§.2. 
Näherungswerthe. 

1)     Bis  auf  die  3ten  Potenzen  von  a  ist: 
«  =  sin  oc  1/  sec  « 
sin  tt        nS/ w 


V 


cos  OL  =  COS  — ;= 


tgn  a  =  S  a  —  2  s??i  a 
tgncc 


,3/ 


=  3  — '  2  1/ cos  cc 


Nälierungswertlie. 
'^     '''  2  "  ^4_(i  _,)y ^  j(Com.Rena.l880,p.oü5) 


6  +  2x  1 


O  X 


-   0  <  9  <  A 


4)  ^— 6_4^  +  .t2"1 

5)  (1  +  -)"  =0 +  4(1 -;).-. (i-'O-^-  '<'<' 

60  —  7  ^2    ,         ,  ^  ^     ^    1 

6)  s^nrc  =  ^ (KT+TF^  "^  ^  0<C)-^jäöö 

7)  cosx  —    ir>~T ''^^   +  ^^^  0<(><4iö 

15  -I-  4;r2 

8)  arctgnx       —  :r   1    ,         ^  —  ()  j:;^  q<-^<^_. 

10)  ?og  («  +  -^^j  =  %  "  +  »  ~  2  (»  +  0  :r)^  0<Ö<1 

11)  Ist    9  <  2"  15,  so  kann  man  setzen: 

logsincp  =log^"  +  a-lclogcoscp  ^_ 7,^  1.^4^6855749 
%^^wg)  =Jog(p"  +  a  +  lclogcos(p  ^^^^^^  =5,3144251 
Iogcotgn(p  =  —  Jog(p"-\-h  —  lclogcos(p 

Hier  sind  die  Log.  die  gewölinliclien. 


§.3. 

Grenzwerthe. 

Sei  Um  (5  =  0,  lim  09=  00 ,  a  eine  reelle  Zahl ,   9  eine  be- 
liebige Function,  so  wird: 
1)    lim{uv)  =  Umu  limv 

2)  ^,,4«^  =  ;aüL' 

3)  ?mt*^  =r  (JimuY''''' 

4)  hm  - — =—^ ^=1  -\^m 


Grenzwerthe. 


5)     lim T —  =  %  ci 


/„...+."_, 


6)  lim  (1  +  ö)    =  lim  [Yzr^) 

„.     -,.     sin  ad      -,.    tgnaö       -,.     aresin  ad       ,.     arcü/nad 

7 )  hm  — ^^ —  ==  lim  -^^ —  -.=  lim r; =  lim "^^ =  a 

^00  ö  0 

8)  limML+^^,^ 

0 

9)  lim  dlogd  =  0 

10)  lim  — —  =  e 

11)  limL\a'^  -  l)|  =:loga 


12)  lim  ^-^  =  lim  {(p  («  -|-  1)  -^  cp  (C3)} 

13)  lim'^^^-^^^limi^icoyf 

cp  [CO)  "-^  ^    ^-' 

14)  Zm»|(v'a-l)-i(v'«_iy  +  i(y«_i)'-|_...j  =  ,o^„ 

15)  ,..„«- 4  («  +  &)-  +  -  [a  +  (a,-m^      fryT«>  +  l 

16)  limd{(p(a)  +  cp{a  +  d)-\-...    cp{b  -  ö)]  =    fcp  (x)  dx 

a 

IT)   Um  ~  { V^-~~~i  4-  i/7r-r^  -I-  V'^^'^Y^  -f  . . . j  =:  ^ 

Zusatz  zu  §.  3. 
Ein  Beispiel  über  die  Auswertlmng  der  Grenzwerthe:  Umd-—0. 


(4Ö       2d(e»<'+l)J         ""'4ö|        ??+l 

Seien  oj  und  ß  zwei  beliebige  positive  Grössen  und  ß  <  «. 
Setzt  man 


Grenz  wei'the. 


Sei  ferner 


o^y.+i  —  P>^+i  1  _ 

cc...  -ßr  -^'^' 

so  wird 

Cin—-ßn   =  (-^J    («  —  ß)  f  0  h--'  £n-l 

und 

lim  («„.  —  ßn)  =  0, 

d.  h.  die  Grössen  «„  und  ßn  convergiren  gegen  denselben  Wertli. 
das  sogenannte  arithmetisch   geometrische   Mittel  von   «  und  ß 
welches  man  mit  31  (aß)  zu  bezeichnen  pflegt. 
Vergl.  Gauss,  Gesamm.  Werke  II. 

§.4. 
Die  Mittelwerthe. 

^  n 

so  ist 

a 


2)  W,  xP  =-- ; — -     p  positiv  und  ganz. 

^  iJ+  1 

r/^  —  1 

3)  mci;^ 


xlo(ja 

4)     "m  sin  X  =  — -^^:^  m  sin^'X  --=  ] 


1  —  cos  X  ,,,,    .  „ ..        1        ,    1  —  cos2x 


/oryfl  4-  x) 


da^w  j; 


\V  1  —  x-J        X 


Mittelwerthe. 


9)     (cc  —  ß)  VI  [f{x)]  --=  /  fix)  dx   a  und /3  können  variabel  sein. 


Tlieilt  man  die  Fläche   U  m  n  Rechtecke  Ax,  Ay,  so  ist 

U  =  n  Ax  Ay 

Umf(xy)  =JJf{xy)dxdy 

Die  Integrationsgrenzen  sind  durch  die  Begrenzung  des  für 
x  und  y  gegebenen  Spielraumes  bestimmt.. 

Vergleiche:  Schlömilch,  Handbuch  der  algebr.  Analysis 
und  Uebungsbuch  zum  Studium  der  höheren  Analysis,  S.  260. 


§.5. 
Functionen  complexer  Variabelen. 

NB.     Die  in  [  ]  stehenden  Ausdrücke  sind  mehrdeutig. 

m\ 

1)     [a^]  =  a^  [P]  =  e^t^ff"^     n  \  eine  beliebige  -f-  ganze  Zahl. 

1  -¥i 


2)     p    ^^"^.2»^  i^y__i    Y±:i — 

3)  1^'     =:   e-2n^a; 

4)  ^*     =  e  i-^   =  e 

5)  e-       =  {cos  ntp  :\z  i  sin  n  q))  =  (cos  cp  4:  i  sin  g^)" 

6)  X/cosci  -f  isina  =  cos  —  (a  -\-  kjc)  -^  isin  —  (a  4-  Icic), 

1/  1  ™  6'08 h  ^  8tn 

^  n  n 

w 2h +1        ...     27c  4-  1 

]/ —  l  =  cos ■ —  71  -\-  tsin ■ — Tt 

^  n  '  n 

— — .  4:1  A-  \        ,    .    .    4/c  4-  1 

1/  -h  ^  =  cos  — 71  -^r  i  sin  — ^ tt,. 

^   ~  2n  ~  2n 

vr=  +  1,-1  y~^^=  +  i  -  i 

_fj_  -  +  1.    -  I  +  i«_l/3,  -  i  -JiVs 
^— 1=  -  1,    l  +  iil/3,    |-i»l/3 
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1/T  .-  4-  1,   -  1,  +  ^,   -  i 


n=  +  i. 


—  1+1/5  4-  iVlO  -  21/5 


1  4-  i/5  -  iVlO  —  21/5 


1  _  i/5  +  ^^/lO  —  21/5 


-  1  —  1/5  -  iVlO  -  21/5 


t^~irT  =.  _  1      1  +  1/5  -^iVlO  -  2  1/5 


1  +  1/5  —  ^•l/lO  -  2  1/5 


1  __|/5  +,•  1/10  —  21/5 


1  _  y5  -  ^Vio  -  21/5 


Die  Gleichung 


x^n  _  2a;"coS9?  +  1  =r  0 


hat  die  Wurzeln 

2]v7l  -\~   CD     .      .     .      2lC7C    -\-    w 

X  =  cos  —  -f-  ^  sm • 

n  —  n 

7)  Jo(j  P    =  2  {n  X  +  ^>0  TT  i 

8)  P  .  1^/    =  cos  2  (;h  X  -\-  ny)7C  -\-  i  sin  2  (>Ji  cZ;  -|-  J^  ^)  n; 

9)  ;r  =  2  -4-  =  —  ?ory  — -^ — . 

10)    sin  cp  =:  ~  [ev^  —  e^'P']     cos  (p  —.  —  [c'p^  -\-  e-'P'} 

1  e^'pi  _  1 

7t       ,       1 

"2    '   7 

;^2  >  1  3=  _  -J  _  1  ?o/y  iVx^  -  1  -  ^) 


11)     «rcsm^r  =  ^  -)-  -  7or/  (^  4-  V^-^—  l)     Vergl.  §.  1,  9. 
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^ 


?■        \—ix         i  -.     i-\-  X         l  -,     l-\-ix 

^^^^^^^^  ==  2  ^'^r+T^  ==  2  ^'^ ^:^^  ==  ¥^  ^'^ r=7^ 

1    -,     ^  ,     .    •      N        i  ,      1  —  itgncp 

12)  cp  =  -^  log(coscp  +  ismcp)^-^loo  ^  ^  .^^^^^ 

13)  log  1+^  =  1  /o^  ^-^-^2  +  i  {arc  tgnm  -  arc^r/^y^} 

14)  arc  sin  xi  = rlog  (Vi  +  ^'-^  +  ^) 

==r  i  log  (VT+l^^  -  a.)  ^'  <  1 

i 

15)  «rc  cos  xi  :==■-  ^  +  -rlogi  VT+  x^  +  x) 

^^^  llog  (Vi  +  x^  -  ^)  a;2  <  1 

16)  ««¥»^»  =  -^i%H^  =  ;Ji%l^  ^'<' 


:7r    I     1    7„  .  1-4  .r         JT         1   7      1  —  .'C 

-|-  X 


arccotgnxi  =  -^  +  Yi  ^'^  T^~c  ^  ^~2^-  ^'^  1 
2^     '^::c—  1  2i     ^;2;+l 


x'-<  1 


1  / )        arc  cot  (x  t)  z=  -  —  -^  log  (^^  __  ^J 


X'  <  1 


1    +    ^\2 


18)  e*  +  ^'y  1=  e^  cos  y  -{-  iC"  sin  y 

10)  a^-  +  'y  =  id^  cos  (y  log  a)  -f-  i  cf"  sin (y  log  a) 

20)  log(x  +  iy)  -  log  Vx^^-y'^+tarctgn^J^-^^^^,^^^^.^  ^_ 

,     ,    .  ,       cy  +  e-y    .        ,    .cy  —  c-y 

21)  sin  {x  -\-  %y)^ ^~ sm  x  +  i ^ cos  x 

22)  cos{x  -}-  iy)  =  — ^^ cosx  —  i ^ sinx 

^^,  ,      ,      ,     .   ,        2sin2x  4-  i  (e^y  —  e-^y) 

23)  tgn(x+iy)=     ^.y  j^  e-^y  +  2cos  Ix 


24)  ä(jn{x  -\-  iy) 
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_  2sin2x  —  He^y  —  c^y) 
""    ^2.'/  -^  e-^y  —  2  cos  2x 


,      ,     .   .        ^  (ey  4-  e-y)cosx  +  He'-^  —  e-y)sinx 
20)     secix  +  ^y)  =  •2^- ,./+,-.„ +  2  cos  2^- 

20)   cosccix  +  iy)  =  2  C^'-' +  .-^nx  -  »(ev  -  .->)cos^ 
/  \     \     jj  e^y  -^  e~^y  —  2  cos  2x 

27)  Sei  

2 s  =  V(i_+xi+jf  +  V(i  -  xy  4- iß 
2T=V(i  +f)M-j/2  -  V(i  —  xy  4-  2/' 

i^  =  >s  +  V^-^  -  1, 

so  wird: 

arc  sm  (x  -|-  ^  2/)  =  <^^c  s?^^  T  4"  ^  ^og  R 

arc  cos  (x  -\-  iy)  =z  \rc  cos  T  —  i log  11   Vergl.  §.  1,  9. 

28)  Sei 

p_  2x  x^  +  (l  +  yy 

^  -    o;^  +  ^2  -  1.  ^       x-^  +  (1  -  2/)'^' 

so  wird: 

1  i 

arc  ^^n  (.i;  ~\-iy)    =  -^  arc  tgn  P  -^  -j  log  Q  x^ 4'  2/'"'  <^  1 

=  1  {;r  —  arc  tgn  {—  P)]  +jlogQ  x^+y'^>l 

arc  ctgn  (x  -\-iy)  =  —  Iti  —  arc  cfgri  (-\--pj\—-7logQx'^4-y^<:^\ 

1  1  i 

z=  -  arc  ctgn  —  -p  —  j  log  Q  x^-\-y''->l 


Zusatz  zu  §.  5. 

War  bei  den  cyklometrischen  Functionen  eine  grosse  Vor- 
sicht notliig,  so  ist  liier  die  allergrösste  am  Platze.  Es  dürfte 
sich  bei^  einem  ieden  Problem  die  Untersuchung  auf  dem  'Wcs'q 
der  Fun^^Sntheorie  empfehlen,  wozu  sich  in  derFunctionentheorio 
das  Nöthige  findet. 

Wohin  der  unvorsichtige  Gebrauch  führen  kann,   zeigt   fol- 
gendes Beispiel. 
Es  ist 

folglich  auch 

Wir  haben  also 
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Da  nun  ei+4«^»  ebenfalls   gleich  e  ist,   so  würde  daraus   das 
absurde  Resultat 

g— 4n27r2  __    j 

folgen,  welches  für  jedes  ganze  n  gelten  müsste. 

Beispiel:        '     '     ■-  wird  für  x  ^  \  scheinbar  imaginär,  wel-. 
Vi  ^ —  x^ 

ches  ist  der  reelle  Werth?    Wir  haben 

arccosx  1  f       1  ,      /      ,    w— rxl \_ 

also: 

üTC  cos  X         loa  (x  4-  Vx'^  —  l)  ^     , 

,  =     ^  ^     ,J ^=^ ^,  wenn  ^  >  1. 

Vi  —  ^'^  V^2  _   1 

Insbesondere  ist  das   über  die   cyklometrischen   P\inctionen 
(gesagte  hier  zu  beherzigen. 

§.  6. 
Hyperbolische  Functionen. 

1)  sin  hjp  gp  — _r  —  sin  cp  i  cos  liyp  q)  ^=  cos  cp  i 

2)  arc sinhyi)  (p  z=log{(p  -\-V(p'^  -\-  l)  =    /  ^—= 

J    Kl  +  9)2 

3)  arc  cosJiypcp  ^=  log  (cp  -f-  V^-  —  l)  ==    /  ^     - 

J   Vgp^  —  1 

4)  arc^^;^ hyp (p  =  jloy  ^  _  ^  =    A  ^^   , 

5)  arc  sec  /^^/i^  9^  =  ^oai kl/--  —  l)  =  —   / ^ 


6)  arccosec 


7)  ßi*^  =  coshypfp  +  sinhypip 

8)  sinhypcp  =  J  (e'/'  -|-  e-'/')        coshijpcp  =  ^  {e'P  —  e-'/'). 
Vergleiche:     Gudermann,  Cr  eile's  Journal,  Bd.  6,  7,  8,  9. 

Günther,  Lehre  von  den  Hyperbelfunctionen. 


Faeultäten. 


§.7. 
Die  Faeultäten. 


1)     Wir  bezeichnen  mit 


a«/^  rrr  a(a  +  d)  (a  +  2d)  -\ (a  +  n  —  Id) 

die   Facultät   mit   der    Basis   a,   dem  Exponenten   w  und   dem 
Augment  d. 

Ist  a  =  1,  so  wird 

1«/^  =  1  .  2  .  3  .  .  .  0^  —  1) 
eine  Factorielle  genannt. 

2)  «"l-'^  =  a  (a  —  d)  {a  —  2d)  .  .  .  fa  —  n  —  1  d). 

3)  a«lo  =  a«       a-«'^  =-  —        a^^^  ^  1. 

4)  a-«l'i  r=r    __-^^-p-^   rrr   ^^^   _   ^^^    ^^^    _    2  d)   ...   (^  —  fu/) 


»nl  »I  »n— »I . 

-k  -k  /  2)     X-^r' 


6)        V«"!''   =  a"'l 


8)    a-^""- ^ 


Vergleiche:  Oettinger,  Crelle's  Journ.,  Bd.  33,  wo  die  Facul- 
tcäten  -  Theorie  sehr  ausführlich  vorgetragen  ist,  S.  1,  117,  226,  329. 
Weierstrass,  Abhandlungen  zur  Functionentheorie. 
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Facultäten. 


11)     Einige  Facultäten: 


0!=- 

2!  = 
3!== 


4!  =  24 


5!  =  120 
6!  =:  720 
7!  =  5040 
8!  =  40320 
9!  r=  362880 


10! 
11! 
12! 
13! 
14! 


3628800 

39916800 

479001600 

6227020800 

87178291200. 


§.  s. 
Identitäten  und  Binomialcoefficienten. 

A.     Identitäten. 

1)  (^a c  —  b dy -^(a d -{-h ey  =  {a  c-\-h d^-j- (a d  —  h cy 

2)  (aa  +  hßy  +  {aß  —  hay  =  (a^ -\- b'')  (a^ -\- ß^) 

3)  (aa  +  b ß  +  cyy  +  (a ß  —  b ocy  +(ay  —  c ay-i-(by  -  c ßy 

=  (a2  -)-  b''  +  c2)  («2  -{-ß^  +  y^y 

Sei 

Ä:=aa-\-by-\-cß 

B  ^-  aß  -\~ba^  cy 

C  =  ay  -\-  b  ß  -\-  ccc^ 
so  wird: 

4)  {a  +  b  +  c)(a  +  ß  +  r)  =  Ä  +  B+C 

5)  [a^-^b^-^c^—(ab+bc-\-ac)][a^+ß'^  +  y^-~(aß  +  ßy+ay)] 

:=,  Ä^  +  B^^+C^  —  [ÄB  +  ÄC+BC] 

6)  [a^J^b^-{-rJ>  —  3abc][a^-{-ß^  +  y^  —  3aßy] 

^  A^  +  B'^+C^  —  3ÄBC 
1)     (a  +  b)  (b  4-  c) (a  +  c)  ::r=  (a  +  &  +  c) (ab  +  bc  +  a  c) 

8)  (a  +  b)(b  +  c)  {a  +  c)  r^  i  [(a  +  Z.  +  cy  -  (a^  +  b^  +  c^>)] 

9)  a^  {Iß  —  c2)  -f  h'^  (c2  _  a2)  +  c->  (a^  —  ?>2) 

—  {a  —  />)  (^  _  c)  (rt  —  c)  ja  ^  +  ö^  c  +  ^ <^) 

10)  {b  —  a)  (c  —  a)  (c  —  ?;)  =:  «2  (^  _  ^)  _!_  ^2  (^  _  c)  4-  ^2  (/>  —  a) 

11)  {b  —  a) {c  —  a) {c  —  b)  =  a{b^  —  c'^) -^-  b (c2  —  «2) _|_ ^ (a^  -  ^^2) 

12)  (a~[-b  +  c  +  dy  +  (a  +  b-c  —  dy  +  {a  +  c--b-dy 

-j-(a~^d-b-cy  ^ 

13)  (-a  +  b  +  c-{-dy  +  (a-b  +  c  +  dy  +  (a-{-b-c-{-dy 

~\-(a  +  b  +  C  —  dy  r=  4(a2-|-Z,2_|_c2_[lf72). 

-  ay  —  (c-f  a  —  &)3  —  (a~\--b  —  cy 

=z  24.  abc 


14)      (a  +  5-f  c)3—  (Z;-{- 
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=  a2  {h-2  -f  C2  —  a2)  +  62  (c2  -f  «2  _  ^,2)  _^  c2  (a^  +  62  -  c2). 

16)  («  +  6  4-c)(«  +  6-c)(a-6  +  c)(-a-f  6  +  c) 

=r=  2  («2  62  _[_  «2  c2  4_  2,2  c2)  _  («4  +  6^  +  c^). 

1 7)  {a  -  6)2  +  (6  —  c)2  +  (c  -~  «)2  =-=  2  [(a  -  6)  (a  -  c) 

_}_(&_a)(6-c)  +  (c  — a)(c  — 6)]. 


B.     Binomialcoeffici  eilten. 
_  n  0?  -  1  j  •  •  •  0?  +  1  -  fe) 

u  4-  r 


I     ^^      G)"  1.2.3...Ä 

:  ^)  ©+(4.)- eil 

i  *)  6)="  "<' 

:  MD+Ct') KD-Gtl) 

')  G)+a:,)(0+a".)G)+-(,0-("tO 

»)  ("i:)=©+G;.)+("tö+-+rr+:' 


")  rt")-ff)+G-0+G+i)+  ^'''+""^ 


-)  rt'>öC)+öC-i)-(::)c--j 


Bmomialcoefficieuten. 


NB.  :.,(••)  =  .(;•)=.  (7') -(-')'(" +r') 

\=:Ofür~l<i^<oo 


( 


§.9. 
Combinationslehre. 

1)  Die  Anzalil   aller  möglichen   Permutationen    von  n   ver- 
scliiedenen  Elementen  ist  gegeben  durch 

P(n)  =  n\ 
Sind  darunter  r,  s,  ^,  .  .  .  gleiche,  so  ist 

2)  Die    Anzahl    der    einfachen  Combinationen   von  n   ver- 
schiedenen Elementen  zur  rten  Classe  ist: 

C-  =  C  («,.)  =  f"")  =  n(n-l)      jn+l-r) 
"  ^      ^        \r/  1 .2  ...  r 

Eine  einlache  Combination  enthält  jedes  Element  nur  einmal. 
Die  Anzahl  der  Combinationen,  in  welchen  sich  die  Elemente 
wiederholen,  ist  für  die  rte  Classe: 

^  n  -  ^4>^^J  -  \^  ^  ;  -  i.2...r  ■ 

3)  Die  Anzahl  der  einfachen  Variationen  von  n  Elementen 
zur  rten  Classe  beträgt 

V{n^r)  =r-.  r\  (    \  =  n(n  —  l)  (n  —  2)...(n  —  1  -f-  r). 

Die  Anzahl   der   Wiederholungsvariationen  von  n  Ele- 
menten zur  rten  Classe  ist 
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§.  10. 
Zerlegung  in  Partialbrüclie. 
1)    Sei 

F(x)  ~  11  (x—  ay)        ^x  ~  a^ 
so  wird 


/(„,)  ^  ^,  £K^z^ 


«/    —    «/l 


2)     Sei  7^  gerade  und  n  >  ?j2,  ferner 


2^4-1  ,  2% 

w  n 


so  wird: 


ic"*      2  V-^  cosnia^  —  rrcos('m  +  l)ay, 

x^  -\-  l      '  r^  >'i^         x^  —  2x  cos  ay,  -\-  1 


0 


■^ — 1-(-    1)«  +  1 


rz.'»  —  1        n{x  —  1)  n  (x  -]-  1) 


I 


I     2  .^^-^  xcos(m  --\-  l)hy  —  cosmhy 


n  >i-^         x^  —  2x  cos  by,  -\-  l 


3)     Sei  n  ungerade  und  n  >>  m, 

Un  - 1) 

x'^    1  2     ,,_^    COS  m  tty  —  X  cos  {m  -\-  1)  üy, 

^n^l—y~   )   n{\-^x)'^'n    ^  x-^  —  2XC0S  ciy.  -f-  1 

-2(n-l) 

.'r'"     1  ,    2     ^-^    ^  cos  (m  -f-  1)  (i>r  —  cös  m  a^ 

x''  —  l~n{x—\y'n     ^  x'^—2x  cos  «x  +  1 

Laska,  mathem.  Formelnsammlung.  2 


18  Factoren. 


§.   11. 

Zerlegung  in  Factoren. 

9 


(2  7t  ^ 

x'^  —  2ax cos 1-  a'^ 

(x'^  —  lax  cos 71 -\- a'^\ 

2)  a:*»  -f  a"  =  (x^  —  2a x cos \-  aA  •  •  • 

(n  —  1  \ 

a;2  ~—  2ax  cos  — —  ti  -\-  a'^\ 

wenn  n  eine  gerade  Zahl. 

3)  ic"  —  a"  =  (x  —a)ix'^  —  2ax  cos f-  aM  •  •  • 

(x^  —  2axcos 7t  -|~  a'^ ) 

4)  ic"  +  a"  ==  (x -^ a)  fx'^  —  2  a X cos [~  aA--- 

(a?-  —  2a;:ccos jr-j-a-J 

wenn  w  eine  ungerade  Zahl. 


Arithmetische  ProgressioneD. 
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§.    12. 

Arithmetische  Progressionen. 


1 

Gegeben               Gesucht 

Formel 

a     6'    n 

l 

l  =  a  -\-  ()i  —  1)  (^ 

a     (f    s 
a    n     s 
cT    n    s 

Z  ~  —  — 

Z  =  1  -f  '^  -  ^  cT 

n    ~       2 

a    d    n 
a    (1     l 
a    n     l 
ö    n     l 

s 

s  =^  {2a-[-  (n-  1)&) 
'  -      2        '         2S 

s  =^  (21  -  (n  -  1)&) 

a    n     l 
a    n    s 
als 

J 

n  —  1 
^        2s  —  2  an 

als 

'^  -  2s-l-  a 
_2vl  —  2s 
~  n(n  —  1) 

a    <f    l 

n 

n  -  1    1    ^  ~  "" 

^^        ^    '         d- 

a     l    s 

^  —  2a    ,     \/2s    ,    (2a  —  öf- 

^             2Ö       ^^    S     ^          4:&-^ 

2s 

(f      l     s 

2d'       -^    ^  \     2&     )           d' 

ff    n     l 
&    n     s 

a 

a  —  l  —  (n  —  1)  (f 

S           11   —   1    ^ 
a  = ff 

n              2 

tf     l     s 
n     l     s 

n 

Z  —  rt  -f  (n  —  1)  d' 

20 


Georaetrisclie  Progressionen. 


§.  13. 
Geometrische  Progressionen. 


Gegeben 


Gesucht 


Formel 


a  e  n 
a  e  s 
ans 
e     n    s 


a  e  71 

a  e  l 

a  11  l 

e  n  l 


l  = 
l  = 
l(s 
l  = 


a  c"— 1 

a  4-  (e  —  1)  .9 

e 
-  l)n-l  _  a(s  —  a)n-i  —  0 
(e  —  l)sen-i 
en  —  1 


en  —  1 


le  —  g 


s  = 


/      n  n     \      /       1  1 

{  ,n  — 1  «  — 1  )     (.,«  —  1  n— 

\l  —a         /  :\l  —  a 


l  (en  —  1) 
(e  —  Ijen- 


e  n  l 

e  n  s 

e  l  s 

n  l  s 


a  = 
a(s 


en-i 

'  (en  —  1) 

:le  —  (e  —  l)s 

—  rtjn-l  —  l(s  —   l)n-l  —  0 


a    n     l 

ans 
als 
a     l    s 


e  = 

c»  — 

e 
en 


n 


s        .   s  —  a 
e  j —  0 

a  a 

^(s  -  a)  :  (s  -  l) 


S   —   l 


s  —  l 


a  €  l 

a  e  s 

a  l  s 

e  l  s 


log  l  —  log  a 


-\-l 


löge 

log  [a  -Y-  (e  —  1)  s]  —  log  a 
log  e 

logl  —  log  a , 

log  (.V  —  a)  —  log  (s  —  l)  ^ 
log  l  —  log  (le  —  (e  —  1)  s) 
log  e 


a  e«-i 

en  —  1 
a 

e  —  1 
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§.   14. 

Einige,  insbesondere  höhere  Progressionen. 

1)  Die  Reihe 

li;,     20; +1)     SQ. +  2)... 
hat  zum  allgemeinen  Glied 

an  =  n(2J  -\-  n  —  1), 
^.    und  zum  Suramenglied 

gn  =  ln(n-i-  l){Sp -{-  2n  -  2). 

2)  Die  Reilie 

Pa.     (P~  1)Ö-  1),     (i^-  2)0-2)... 
,     hat  zum  allgemeinen  Glied 

«n  =  (i>  —  n  ^  1)  (q  —■  n  +  1), 
},-    und  zum  Summenglied 

9n  =  ln{^P^  -  0^  -  1)  (^P  +  ^a  -  2r^  +  1)} 
^       3)     Für  eine  Reihe 

ai  a.2  «3  «4  .  .  . 
^     ist 

z/«!  ^a.2  ^«3  ...     die  erste   ] 

zl'Ui^^'^a.2  ...       „    zweite  l  Differenzreihe. 

z/^ttj  .  .  .       „    dritte] 

Das  allgemeine  Glied  ist  gegeben  durch: 

Das  Summenglied  ist  gegeben  durch: 
,„  =  „„,  4-  g)  z?a,  +  g)  ^^a,  +  Q^^a,  +  ■  •  • 
Man  beachte,  dass 

z/2  Cti    ==   ^3    —    2  112    -\-   «1 

z/3  «1  =  a.i  —  3  «3  -(-  3  «2  —  «1 


22 

Figurirte 

Zahlen. 

allgemein 

z/^tti 

=   Clr  +  i  —  ( 

;;)-+( 

2)  «-^  • 

••  +  (- 

1)' 

0- 

und  für 

r  >>  m 

^"-dm 

=  0, 

wenn  die  Progression  von  mter 
m  Differenzenreihen  besitzt. 

Ordnung 

ist,  d.  h. 

wenn  sie 

nur 

§•  1^. 
Figurirte  Zahlen. 

Sei 
1     1,    1+^,    1  +  2^,      1+35,      1+45,      1+50... 

Bilden  wir  die  Summenglieder 
II     1,    2  +  d,    3  +  3d;      4+    65,      5+105,      6  +  155.., 
in    1,     3  +  5,    6  +  45,    10+10  5,    15  +  20  5,    21  +  35  5... 

So  werden 

II    Polygonal-) 

,TT    T.  1      1     1  r  Zahlen  genannt. 
III    Polyedral-J  ^ 

Sei  in 

1)  II    5  =r.^  1  (Triagonalzahlen)       1,  3,  6,  10,  15  .  .  . 

2)  5  =.  2  (Tetragonalzahlen)     1,  4,  9,  16,  25  .  .  . 

3)  III    5  rr^  1  /Dreiseitige)  ^         . ,  ,     , ,     \  1,  4,  10,  20,  35... 
{  V         .  ( v7-        -L-        Pyramidalzahlen)    '     '  ,/  ,,  '  ^^ 

4)  5  "  4  V Vierseitige  J     ^  /  1,  5,  14,  30,  55... 

So  wird 

Reihe  Allgemeines  Glied  Summenglied 

n(n+l)  ri(n+l)(n  +  2) 

2) 
3) 

^^  1.2.3  3.4 


1.2 

1.2.3 

W2 

n{n+  l)(2n+  1) 
1.2.3 

n(n+  l)('/i  +  2) 

n{n  +  \){n  +  2){n  +  3) 

1.2.3 

1.2.3.4 

n{n-\-  l)(2n+  1) 

n{n-Ar  l)Hn  +  2) 
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Ferner  ist 

S_j  we"  e"  —  1 

"^      1.2      ^"       ~       1.2      '  T^:^! -(e— l)2  +  (e— lj3* 

Ueber  Progressionen  und  figiirirte  Zahlen  vergleiche:  Neun 
Abhandlungen  über  ebenso  wichtige  als  interessante  Gegenstände 
aus  der  Algebra  und  niederen  Analysis,  von  Lefebure  de 
Fourcy  etc.,  Stuttgart  1844. 


§.  16. 
Convergenz  ■  Kriterien. 

2]Wn    r=   11^    -f   |<2    -{-   ih   +  '    '   ' 

ist  convergent,  wenn 

j. 

Um    ""^^  =  lim  (Uy)    <Z  1         ?/m  k  =:  co 

1)  wenn  es 

^  1"—'^  ii.jy.-i  ist    ( C  a  u  c  h  y) 

2 « ?((;.2)    (Schlömilchj 

2)  wenn 

llmK^Uy  =  0     r  >>  1 

Iwi^aIi  —  ^^^^'1  >  1     (Raabe). 

3)  Ist 

Uy  +  l  1 


Uy.  1      +     CC' 

SO  muss 

liniKCi  >.  1     (Stern) 


tiy  +  i        ir  -|-  an 


y.  —  t 


4)    Ist  —  ,  ,         , 

so  muss 

Ä  —  a  >>  1     (Gauss). 


24  Convergenz- Kriterien, 

Eine  Reihe  ist  |       }  vergent,  je  nachdem  das  erste,  nicht  ver- 
schwindende Glied  der  Reihe 
F.   =  l.n  (l  -  ^) 

Fl     rrrr  Um   jx   -    ^^^^  (%  +  1)| 

V2  =  Um  Ixlogx  -■  ^^^^^  (k  +  1)  log  (%  +  1)1 

7„  =-  z/m  In  jc  ?ö/  %  —  ^^^^  ii  (>^ + 1)  %'  (^  +  1)1 

l  0  1h       0  J 

(positiv  1  ist. 
[negativ  J 

Zusatz    zu   §.    16. 

Die  Theorie  der  Reihen  ist  in  der  neueren  Zeit  besonders 
ausgebildet  worden.  Da  sie  zugleich  die  Grundlage  der  neueren 
Functionentheorie  ist,  so  werden  wir  das  Wichtigste  in  der  drit- 
ten Lieferung  mittheilcn.    Folgende  Bemerkungen  mögen  genügen. 

■Bleibt  die  Function  F(z)  innerhalb  der  Radien  r  und  11  um 
den  Punkt  c  synektisch,  so  wird 
+00 

— 00 

A  =  H-^   f  F(c  +  Qe'P')e~''''P'd(p 

2  71  Q'^  J 

0 

für  jedes  q,  für  welches 

r  <  Q  <  R. 

Verlegt  man  den  Anfangspunkt  nach  c,  so  wird 

— 00 

27t 

27t  J 

0 
Ebenso  für  zwei  Variable 
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00 

0  0 

Lassen  sich  die  Integrationen  nicht  ausführen,  so  bedient 
man  sich  der  mechanischen  Quadraturen,  deren  Wesen  im  Fol- 
genden besteht.    Sei 

VV 

so  wird  e  eine  Wurzel  von  t"  ^  1  und  wir  erhalten 

1 2^''(ö^""  =  '•'"  +  ^"+''  +  ^»+^''  +••• 

oder 


Ö  =  2'  (^-^"-/^  +  -^"+i^)- 


für 


Man  erhält  also  Än^  indem  man  das  arithmetische  Mittel  von 
F  (e'P^)  e-'"p' 

■  27t         ^     2jt  ,  ^,     27t 


für  hinreichend  grosses  k  nimmt. 

In  Bezug  auf  die  Gültigkeitsgrenzen  merke  man; 

Sei  /(x)     für    x  =  Xq^  Xi^  x<i^  .  .  .  Xx 

discontinuirlich,  so  gilt,  wenn 

modxQ  >>  modxi  >>  ...  ^  modx^ 

angenommen  wird,  die  Entwickelung 

/(^)=/(0)+-^*  +  ^^«^+-" 

so  lange,  so  lange 

modx  <C  modxx^ 

wobei  X  allgemein  complex  angenommen  wurde. 
Bleiben  die  Glieder  der  Reihe 


26  Convergenz  der  Reihen. 

^  —   Wo    +   Wl    +   «*2  +• 

stets  positiv,  und  ist 

^0   >  Wi   ;>   ^2   >>  •   •  » 

ferner 

oc 

Un  d  n 


I 


endlich,  so  convergirt  die  Reihe   U. 

Wir  geben  hier  noch  die  Definitionen  einiger  Begriffe,  die 
sich  hier  am  besten  anschliessen.  (Weierstrass,  Abhandlungen 
aus  der  Functionentheorie,  S.  69.  Vergleiche  auch:  Biermann, 
Theorie  der  analyt.  Functionen.) 

„Es  seien  unendlich  viele  rationale  Functionen  einer  Ver- 
änderlichen X  in  bestimmter  Aufeinanderfolge  gegeben 

/o  W,  /i  {x\  f,  {x\  .  .  . 

Die  Gesammtheit  derjenigen  Werthe  von  x,  für  welche  die 
Reihe 

einen  endlichen  Werth  hat,  nennt  man  den  Convergenzbereich 
dieser  Reihe. 

Eine  unendliche  Reihe 

00 

deren  Glieder  Functionen  beliebig  vieler  Veränderlichen  sind, 
convergirt  in  einem  gegebenen  Theile  B  ihres  Convergenzbereiches 
gleichmässig,  wenn  sich  nach  Annahme  einer  beliebig  kleinen 
positiven  Grösse  8  stets  eine  ganze  Zahl  m  so  bestimmen  lässt, 
dass  der  absolute  Betrag  der  Summe 

00 

für  jeden  Werth  von  n^  der  ^  m  ist  und  für  jedes  dem  Bereiche 
B  angehörige  Werthsystem  kleiner  als  8  ist. 

Soll  die  Reihe  in  demselben  Bereiche  zugleich  unbedingt 
convergent  sein,  d.  h.  bei  jeder  Anordnung  ihrer  Glieder  den- 
selben Werth  haben,  so  muss  es,  wie  man  auch  ö  annehmen 
möge,  stets  möglich  sein,  aus  der  Reihe  eine  endliche  Anzahl 
von    Gliedern    so    auszusondern,    dass   die   Summe   von    beliebig 
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vielen  der  übrigbleibenden    für  jedes  der    betrachteten    Werth- 
systeme  der  Veränderlichen  kleiner  als  ö  ist." 

lieber  Reihen,  die  je  nach  der  Anordnung  der  Glieder  ver- 
schiedene Summen  besitzen,  vergl.  Schlö milch,  Uebungsbuch  II, 
§.  23;  VVeierstrass  212,  V,  VI,  VII. 


§.  17. 
Die  allgemeinen  Reilientheoreme. 
1)     (Taylor) 


/  (^  +  h)  =f{x)  +f  (X)  ^,  +f"(x)  ^  +  . . .  -h/('0  (X)  ^+Bn^l 

x  +  h  ^ 


2)     (Maclaurin) 


(x  —  g)» 


+/^">W^-^^^7r^  +  ^«+i 


X 


3)    Speciell  für  a  =  0 
/«=/(0)  +  /'(0)U+/"(0)|-^  +  .../(«>(0)J-;  +  74,, 


X 


^■n  + 1 

ß"  +  »(J)x) 


(»+!)! 
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Reihen. 


4)  f(x)=.f  («)  +  [/'  (X)  ^^  j  q>  (X) 

x  =  u 

Die  Reihe  von  Bürmanu:  Hindeburg's  Archiv  II,  S.  499 

(1798). 

5)  Ist 

X  ■=  a  -\-  (p  (x\ 
so  ist 

Reihe  von  Lagrange. 


§•  18. 
Allgemeine  Reihen. 

1)    ,.=  1  +  1+1^  +  1,  +  .. .  +  i^  +  ... 

o\       a;_i    1  ^Mjcf'   I   (xlogay.         (xlofjaY 


2! 


ic  und  a 
beliebig 


^" 


3)     lor/(l+x)  =  x  —  lx'^+\x^ (— 1)"— +  •..  l^;r>  — 1 


X^    ,     X' 


^2n  — 1 


4)    sin  X  =  X  —  07  + 


5! 


(      ^^"(2«— lj!  +  " 


5)      cos  iC  =   1  —  TTTl 


2!    '    4! 


^-i)"i^+ 


2    .   ,    17 


62 


•^9- 


^'  beliebig. 
1382      „  , 


-^' 


6)  tgnx  =  x  +  -x^+-x-^  +  ^^x^  +  ^^^    ^  ^^^^^^ 

^  ^  (2  uj! 

7)  ^O^i/^^^-J-l^-^^^-g^ä^'^-i^'^^-Miö 


x^- 


J^2n  —  \ 


(2xf^ 

{2n)\ 


^,  ,    ,  ^2      5^4   ,  61    „   , 

8)        scc.r--l  +  ^,  +  -^y+6T'^"  + 


(2x) 


-,i?,.a;2^+...«<- 
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9)     ^^^^^^  =  ^+  31 +3^^  +  3771 +• 


^^7S^n^^^^^+^^''^^'+---  o<^<^ 


(2x-f  2)! 
3     . 


10)     arc  sin  x  =  a?-f-— a;'''+  ^^'+  ns'^'  +  i 


35 


63 


NB.    arc  sin  X  ^= 


TT 


G        '40       '    11'^       '    1152       '   2816 

1  .  3  .  5  . . .  2  n  —  1  ^    a:^"  +  ^   _^ 

2.4.O.. . 2 ^i      '  2  n  +  1    ' 

—  arc  cos X. 


rrii-f  ... 
a;2<l. 


11)     arctgn  x  —  x  —  —  x^- 4-  —  x'^ (—  1)»» r-r  -\ ^2  ^  1 


-_1     .    l._L_...(_l)n_i L_ 


ic2>l 


NB.    arctgn  X  =  -^  —  arccotgnx. 

jt  ,1 

arctgn X  r=  —  —  arctgn  — 

12)    Man  beachte,  dass,  wenn 

f{x)  =  «0  +  ^1  ^  +  %^^  +*•• 
ist,  und  /(a?)  =  z  gesetzt  wird,  so  dass  x  =^  (p{s)  resultirt,  dass 
dann 

^  =  «0  +  ^1 9  (^)  +  0^2  9  {^y  H — 

wird.     So  folgt  beispielsweise  aus 

1  3 

arc  sin  X  =  X  -\-  -zr  x^  -V-  -—  x"-'  4- " ' 
'6  '40         ' 

1                       3 
^  =  {sin  ^)  +  ß-  (sm  ^)3  +  —  {sin  sf  -) 

Auf  diese  Weise  ergeben   sich  die  inversen  Ileihenentwicke- 
lungen. 


30  ßeihen  mit  Bernoulli's  Zahlen. 

§.  19. 
Reihen  mit  Bernoulli's  ZaMen. 

2n(2n-l) 

l)       JJ2n ^ — n -L>2n-2 

2«('^'»-l)(2«-2)(2»-3) 

-I 1.2.3.4 ;«2..-4    I (-1)    -ü. 

2)     ^-i;; y-B2„-i  =  (2«-l)ß2„-2 

^  2 » 

_(2..-l)(2.--2)^2^--j)^^^^_^^_,,^_,^..,,^^_ 

1.     m     A    »     Ö 

-ßi  =  -g,  -«3  -  -  35>  -^5  "-  ^,  J^7  —  3Q,  -üi.  —  gß,  J*ii  —  2730' 
B.,  =  1,  -5,^-5,  i?6  =  61,  i?,^1.385,  Bi„.^ 50521,^1.,  =  2702705, 

3)  1  +  ^.  +  3^  +  -  -  59r  ""^"-'  \ 

I  ]^  jj;2n   22« 1 

)  32n  ~r  52n        '**      '  (2n)!  '2'^"  +  2* 

7)     Sei 

«  =  «) 

n  =  l  ^^ 

SO  wird 


i 


6  ^  "-"^  '-'  25,7946 . . . '  ■*'  ^  '^  -  90'  ■''  ^"'       295,1215  ... 


'?(6)  =  945  'i^^^)^  229.5,286...  •^^^)  =  945ü 


1 . LS ! 1 — -l   J _L  Wim). 


Logarithmiscbe  und  Exponeutial-Reilieu.  31 

Vergleiche:  Schlömilcli,  Comp.  II,  p.  211  et  ssq.  besonders 
für  die  Reihe: 

^+i  +  l+-"   ^-0,5772156649. ..  +  %^  +  2i 

2  ri;2  "1   4  x^ 

Viele  hierher  gehörige  Summen  und  Reihen  findet  man  bei 
Euler,  Einleitung  in  die  Analysis  des  Unendl.  I.  Bd.  Deutsch 
von  H.  Maser,  Grunert's  Archiv  I,  111.   Cr  eile,  Journ.  IV,  26. 


§.  20. 
Logarithmisclie  und  Exponential- Reihen. 

1)       %a;r:rr   (X-I)-I(^-  1)2  +  1(^-1)3-.-...         2  ^  .T  ^  0 


^>i 


2)  ?«,«.^  __  +  _(_-)  +_(_-)+. 

3)  %(.  +  /0=.%.  +  2J^-^  +  ^(^)+- 

2^^  +  1V2ä:  +  /J 
a;  >  0,  wenn  /^  >  0 ;     rr  >  7^,  wenn  li  <C  0, 


1      .      1    /1\3    ,      1    /l 


»'  '-'^-=|l+i©'+i©  + 


1  /l\2n+l  \ 


2n-^ 


«) '^'-M(S-D+i0Ti)'+K:-T^)'+-|  ■•>» 


7)     7o.ry:r  =-  -  ?o^(^  -|_  7^)  +  _  /o^(^  —  h) 
1  1/7^2   ,    1  rhY   ,    1  /7AC 


+iie)+Ki)+i(i) +■■■+.(')+■■]->" 


32  Logaritlimische  Reilien. 

8)  logx  =  -^  logipc  +  h)  -\-  ^  log{x  —  h) 

j_|_1!__-l1^__^^V  .  ... 
'^\2x''  —  h^~^  S\2  x^  —  hy     ' 

1         /        /^2         \2"+l  1^7 

^2n+l\2x^-k-'J        ^     I    ^ 

9)  log  (x  +  2):=2  log  (^  +  1)  +  log  (rz;  -  2)  -  2  log  {x  -  1) 

Reihe  von  Bor  da. 
10)     logsinx  =  %i»— js- -^y  Äj2-f-23  — rr^-] 


1    ---    .,  I^2n—\ 


=  logx-\^X^+.^^X^  +  ^, 


^        {2n)\        ^ 
x^   ' 


2835        '   37800 

^467775       " 


5. 


1 1)    log  cosxr=  — 1(22  _  1)  2  -^  a^2  _|_ . . . 

+  i(22n_l)22n-.~^.«  +  ... 

^~|i.^  +  ^--Fi-«  +  2ä^^  +  I^5--+ 


—  I  sm2  iT  -f-  -^  sw*  ;3?  +  "^  ^^'^^  ^  "i~ 


,    1    .  „       .        ^  ^      ^        ^ 


12)  %^^wa;r=%^  +  |(2- 1)22:^:^2  +  ... 

1  (22«-l  _   1)  22-  ^^'->  ^2«  4-  .  .  .1 

w^  ^        (2w)!         '       J 


(22n-i  _  1)22« 

17  G2  ,     127 

^  %^+ 3  ^^  +  90^^  +  2835 •^'  +  18900 


146  ,         ^         _^ 

+  60825^    ■+""  2-^^       2 
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13)     C"  :^  ,.(^1  +  a^  +  |j  a;^  +  1^  x3  +  J}  a:*  +  ... 

14)  «.•...^i+^  +  |!_^_^  +  iJ  +  ... 

16)  ,<....=^i+^  +  |_  +  ^  +  !^^... 

r2  9  7-3  n  'r'4 

17)  e<"--=l+^+|^  +  :^  +  2^  +  .,. 

18)  e"-'<'-  =  l+a;4-^-^-^-... 


^      ^^     X     ~~        "6         T8Ö  ~"  2835 

px  _i_  p—x  92  94 

22)  -^t^o<,s.  =  1-1^.^  +  1^..-... 

23)  -^sm.  =  2.|-2^|^  +  2«f^,— ... 

^     e^  — 1~  2    '    G2!       304!~^426!       3Ö8l'~"' 


§    21. 
Arcus  Sinus-Reihen. 

^     ^  -*  '34'8.5  3^3.5.74' 

2J     [arcsitix]'^  =  a^^-^-^^S^A  4--L'\^5 

Laska,   mathcni.  rormelnsamiului.g.  3 


34  Sinus  -  Keihen. 


a:3  2      ,         2.4 


3)  Vi  —  :r2 arc sinx  =  x  —-^  -\-  7^-^ :?:^  — .     '    „  ^^ _i_  . , , 
^  o'd.o  0.0.7 

arcsinx  ,2    „,2.4.,   2. 4. 6,, 

^)     VT^^  =  ^  +  ¥^^+^^^  +  37577^^  +  - 

Für  1)  bis  4)   x^  <:  l. 

§.  22. 
Sinus-Reihen. 

,     .    ^      .  •  l  .   7icp    .   n-\-l     \      .    (p 

1)  sm  9)  -|-  s?  ;^  2  9  -| stn  nq)  =  {  sin  -y-  stn  — - —  cp  } :  st7i  — 

2)  sin  (p  -\-  sin  3  gp  -| sin(2n  —  l)cp  =  sin^  n  (p  :  sin  (p 

„.  „  .  „  .    ,    2    sm*  ^,2.4  sin^  x  , 

.X  •  1-0  1.2    .  .  ^  ^    ^^ 

4)  xcosx  =  stnx  —  —  sin^  X  —  TT-^  stn^'x — t<.^^T 

"^  3  0.0  44 

115 

5)  ?o^  (1  -j-  ä;)  =  swa;  —  y  sm2  ^  +  -ö  ^^'^^  ^  ~"  Tq  ^^"^'^  ^  "^ 

ic  1  2  2.4 

6)  ■; ==  1  —  —  sin'^ X  —  TT— r sm'^ x  —  ^   ^   „ stn^ x  —  "- 

^  tgnx  3  3.5  3.5.7 

7)  —  —  ^  =  s^-^  qp -|-  _.  s^'n  2  qp  -{-  —  sin^cp-\ 0<qp<2;r 

8)  o  '^^  swg)— -^sm2  9)-)-— sm3(jp — %<^fp<^% 

TC  .  ,      1       .      _  ,      1 

—  :=  stn  (p -j- -^  stn  S  Cp -j- — 

4  o  0 

1.0        ,1 

^  (p  =  stn(p  —  -^sinS(p  +  - 


7t  11 

9)  —  :=  sin  (p -\- -^- sin  ^  cp -{- —  sin  6  q) -\ tt  >>  g)  ;>  0 

7C  11 

10)  T  ^  ^^  sin(p  —  -K^sin3q)-{-  —  sin6(p n^cp'^  —  n 


^  2      .  '         ,     4      .     . 

11)  —  cos  cp  —  Y-Q  ^^^^  ^^-T  3—5  ^^^^  4  9^ 

-f-  ^—=  s^w  6  qp  -j 0  <  g;  <C  ^ 

^^^       2  sinait  ~  12  _  «2        22  -  «2  ^  --  v^  \ 

^^a^^__^-^_    sincp    _2sm2y  _^<      <^ 

^^>'     2  e«^— ß-«^  "~  12  +  a2        22-|-a2    '  \t^ 
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xsinw  .        (     o    •    n 

14) 7: — \ — -  =  X  sin  CD  H-  x^  sin  2  qp 

^     \  —  1xcosq)-{-x^  ' 

-\-x^sin^(p-\ a;2<l 

,^,  ,       xsincp  .         ,    a:2 

15)  arctg —  =  xsinw-\--^  sm  2  w 

^  ^  l—xcoscp  ^'2  ^ 

ö 

,^,  1       ,   2 xsincp             .         ,    3:^3              ,    ^^    .    ^       ,  „  ^^ 

I6)~aräg———Y  ^^  ocsincp-^— sin3(p  +  --sinb  cp-\ x'^<^l 

.„,.„^,             .„              n       cos  (n -{- l)  X  sin  n  X 
17)     s^w2 X  -f-  sin^  2  a?  +  •  •  •    sm^  nx  =^  ^ ^ — :^-^ 


Zusatz  zu  §.  22  ff. 

Es  ist  vielleicht  rathsam,   auf  einige  divergente  Reihen  auf- 
merksam zu  machen. 

Setzt  man  in  der  für  x'^  <Z  \  geltenden  Entwickelung 

x  =  r  {cos  cp  -]-  i  sin  cp),  so  werden,  so  lange 

modx  <C  1, 
also  so  lange 

r2  <  1, 

auch  die  daraus  hervorgehenden  Reihen 

r  sin  cp  .         . 

1  ^  o , =  r  sin  cp  -r  r^  stn  2  qp  -(-••• 

\  -\-  2  r  cos  cp  -{-  r^-  ^  —  ^1^ 

\  11  r  cos  cp  ^    . 

T  —  o —  I — iT  =  1  -h  r  cos  OD  -\-  r^cos2cp  -f  •  •  • 

1  -j-  2  r  cos  cp  -\-  r^  ~~  ^    '  ^  — 

gelten,  nicht  aher  für  r  =  \,  demnach  sind  die  Reihen 

1  i  Cös  9?  +  cos  2  qp  +:  cos  3  g)  -f-  •  •  • 
and 

sin  cp  +  sin  2  qp  -j-  sin  3  qp  ±  •  •  • 
divergent. 

Wie  man  andere,  hier  nicht  vorkommende  endliche  Summen 
bilden  kann,  liegt  an  der  Hand.     So  z.  B.  aus 

2  cos^  X  r=  l  -\-  cos2x 
wird 

2  2^  cos'^ XX  =  n  -j-  ^^  cos 2  ;< ^. 


36  Cosinus -Reihen. 

Nun  ist  aber  §.  23,    Formel  1),  ^  cos^tcx  gegeben,   also 
haben  wir 

o  ^sr^  o  ,    cos  n  x  sin  (n  -\-  l)x 

^^^  '  s?n  X 


§•  23. 
.     Cosinus-Reihen. 

/ncp.n4-l\.(p 

1)  l4-(?os(p  +  cos2g)-| cösng)  =  (  cos-^sm— ^—  cp  ]:stn-^ 

2)  /o^  cos  ^  =  —  ?or/  2  +  cos  gj  —  -^  cös  2  9 

1  7t 

-\-  j  cos3(p  —  '"  0  <  cp  <:-^ 

1 

3)  ?ö^  sin  ^  =  —  log2  —  cos  g?  —  -^  ^^s  2  9 

1  71 

^  -  cosScp 0  <  9?  <  - 

4)  !Lf^  ^(p\  —  cos(p-\-—cosn(p-\--^cos6(p-^, 0^(p^7t 

^       71       .  1  cos  2  CD  C0S4:Cp  COSC)Cp  c\^      ^"^ 

5)  4Sm9  =  2--T:3 ^ JTl 0<.ip<- 

;j.  gaf/)  I  g-af/)         1        acoscp    ,  acos2w  ^     ^ 

ß\ I \-—r ; ~     •  •  •       7t  <^  (p  '^Tt 

'^J        ^(.an_f,-aTt—    2a  l'^ -f  «^  ^    22 -f  «2  =  «^  = 

7t  cosacp  1      \_  (^^oscp  ^  acos2(p 

'^^     '2  smuTt  ~  2^  "■    12  — a2        22  —  «2 

,    a  cos  3  QP  ^     ^ 

'    32  —  a2  =^=^ 

o\  1  —  XCOS  Cp  .      ,  I        o  r» 

8 ) -, — -  =  1  +  ^  cos  op  +  ^^2  COS  2  op 

^     1  —  2  ;:f  6'os  g)  -f-  a;2  ^    ' 

-{-xHos3(p-\-~"'     rr2<l 

9)  —  /o^  Vi  —  2  a?  cos  cp  -\- x'^  =  X  cos  cp -\-  ~  x"^  cos  2  cp 

4--^rr3cos39P  +  ...    x'-<^\. 

V 
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§.  24. 
Einige  oft  gebrauchte  Reihen. 

,N     ,  asinx  .         ,1         .    ^ 

1)  *3'''J=  l-acosx     2'=«S'»-^+  2«'«"'2^ 

2 

-f-  "ö"  ci^sinSx  -| 

^j  \ 

2)  tgntj  =  ntgnx  y  =z  x -\ -—--  sln2x 

4)  siny  —  sinx  ~{-  h     y=z  xA \-     t'jnxi )  A 

'  ^  ^   cosx    ^    1  -^      \cosxJ     ' 

1  1         a;         1         ^' 

5)  -  —  2cof^2^  =  tynx  +  ^tyn~  +  j^^«j  H 

lieber  Sinus  und  verwandte  Reihen  s.  J.  Fourier,  Analyt. 
Theorie  der  Wärme,  übersetzt  von  B.  Weinstein,  Berlin  1884. 
(Theorie  und  Literatur.) 

Vergl.  auch  Schlömilch,  Compendium  II,  Braunschweig 
1879. 


38  Biuomial  Beiheii. 

§■  25. 
Binomial-Reihen. 


l)(a  +  &)«  =  «!{^  +  ^^— ^^+...    ^__^,  +  ...j 

3)  (H-x)"=l  +  Qx  +  g)x^  +  .-+Qx^  +  .-.    x^<l 

4)  (1  -*•)"  =  1  -  Q^+gj«.4-...  (1  _)HQa;'...  ^^<1 

5)  (l+.)-=l-Q.  +  (»  +  l).^-... 

6)  (l_^)-«^l+g). +  ('»  +  !),.  +  ... 

,)  (1+.)— i-(:)^+e(^y+- 
(-^K:)(rT-J+-  ^>-v 


'^)    (l-^j  — l--:r—  1^2. m^""  1.2.3.^3 


1.2.3  ..x.«;-- — ^^'+-  ^^<i 
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.     ,/r-r-        ,    I    1  1-1    ,  ,    1-1-3    ,      1.1.3.5   ,  , 

10)     Vi+^=l+-x-^x'+^-^_-^x^-^-^-^x^  +  -. 

1.1.3..5...(2x-3) 
-^-^>        2.4.6...(2x)       "*  +         *<^ 

I     7      ,        21      ,  . 
■      +256^^-1024*'  +  - 

-        ,,,  1,1,   1.3    ,      1.3.5    ,  .    1.3.5.7    , 

*       '^^     Vr+^"  2  ^  +  274*' -2:1:6  *'+ 2X6:8  **-••• 

I  .     ^.,1.3.5...(2;.-1) 
+  ^     ^-^       2. 4. 6. ..(2«)     ""  •••    *  <^ 


3    _       5     .   ,    35     .      ^ 
256 
231 


=  1-2^+8^  -16 ^'+128*-^*= 


1024 
1  1.2    „  ,   1.2.5    „      1.2.5.  8 


12)    yi+^  =  i+._.^__^.+^l^«3____^.  +  ... 


i+l*--9-^'+^*'-S*'+ä*' 


6561 
-^     ^r+^~  3"    +3.6  3. 6. 9""  ^^3. 6. 9. 12* 

1       I    2     ,      14    ,  ,     35     ^       91     , 

■    '728  , 


6561 


1.2.3  "^ 


40  Binomial- Reihen. 


,.,      .1-^1/1  — 4.^1"       ,  ,   n(n  —  3)    , 

n(n  —  4:)(n  —  5)      ^^ 
■  1.2.3  "^  + 

^  f.        1       .   11    „       7     „  ,   2447 


16)     (l+.)^.l__..  +  _..__,3+_^ 


Ä* 


18)     fl+x=l  +  jX-^x'  +  ^_ 


7       , 

28  ^ 


1/^1    -)-  ^'   r=:    1    -f-   —  iC    —    ;:;^   ;Z;2  +  — -    X'^ 

•^        '  '     0  2o         '12; 


p'l  +  ^.  =  1  +  I  ^.  _  _!  ^2  +  _: 


0 

55 


^3 


3      ,    .      39 

^  —  -tt:  ^2 


49         '    1029 


l^^+^=M-^-i-^  +  TSi 


1^^^^^     i -I     I     1  4,1 

\1  +  X  =  1  +  -^~  X  -  —  x^^  +- 


68       ,^ 


9  81         '    2187 


§.  26. 
Polynomial-Reihen. 

^ .      a  -l-  hx  -\-  cx^  4-  '  '  '         ,    ,     -^,       ,     .^   „    , 

Äa  —  a  =  0 
'  Ba  +  Äß  -h  =  0 
Ca-^  Bß  +  Ay  —  0  =  0 
Da  +  Cß  -f  i>'7  +  Ad  —  d  =  0 


PolyDomial- Reihen. 

2)  [a  +  hx  -f  ca;2  -f     •  -j»  =  A -{-  B x  +  Cx^  +  -  ■  . 

^  —  a" 
aB  —'  nhA 
2a(7.-r  {n  —  \}h  B  +  2ncA 
SaD=r  (n  —  '2)hC+(2u  —  l)cB  +  SndA 

3)  %(1  +  cix  +  6:z.'^  H )  r^^  ^  +  I?^  +  Cx-'  +  .  . 

A  =  a 


Br^ 

-\Aa-\ 

h 

c  = 

-\Ba- 

-lAb  +  c 

D  = 

—  \Ga- 

-  \Bh  -lAc-^d 

4^       Qax^-hx-^i-cx^^- 

•••  =  .4  + 

Bx+  CxK.. 

A  = 

a 

B  = 

■.h-Y\Aa 

C  = 

c-^\Ah- 

+  \Ba 

D  = 

d^\Ac 

+  '^Bh  +  \Ca 

5)     ay-\-hif 

+  C2/^+. 

'  .  =  Ax  +  Bx-'  -]- 

•  Cx^  - 

-f 

y'-= 

«^  -f-  /:Ja;2 

^4-y^3_j 

A  = 

aa 

B  = 

aß  +  ha'^ 

C--= 

ay  +  2haß  -\-  ca^ 

D  = 

ad  +  bß^ 

+  2hay  -\-  Sca^ß 
§.  27. 

\-da^ 

Recurrente  Reihen. 

Sei     m  <Z  n     und 

aa  +  a^x  +  a,x'^-\ «,„.x-»*  i  ,   i 


so  wird  für    k  2>  '>w 
Die  Coefficienten 


werden  nach  Moi vre  die  Relationsscala  (scala  rclationis)  genannt. 
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Reihen. 


Es  ist: 


allgemein 


»0 

— 

h 

Co 

== 

0 

«1 

— 

h. 

Co 

— 

hci  = 

=  0 

a2 

— 

b. 

Co 

— 

hiC,  - 

-h 

c^o 

Ck  = 


(-   1)^ 


&$+^ 


«0  &0  0 0 

ai  hl  bo  0 0 

«2  &2  ^1  ^0  0  ......  0 


ttx  h^  hx-i c  .  &i 


§.  28. 
Summirung  einiger  Reihen. 

1)  Sei 

u^  z=  {Aq  -^-Äifi-j Ar  n""]  ^"-1 

Man  sucht  die  Summe  Sn  der  ersten  n  Glieder.     Man  setze 

>S„  =z  {«o  +  Wi  W-| OCr  ^*"}i3;"  — «0 

und  beachte,  dass 

Sn  —   Sn-i  =  CinX''-^ 

so  folgt: 

(^    —    1)  «0   4-   <^l    —   «2   +  «3    —    •   •   •  =  A 

(ii;  —  1)  «1  -f-  2  «2  —  3  «3  +  4  «4  —  ■  •  •      =  Ai 

(^   —    1)  «2   +   3  «3    —    6  «4   -}-    10  «5   •    •   •      =  A2 

(x  —  l)ar  =  Ar 

2)  Sei  a;2  <  1  und  die  Reihe 

S  :^  ai  X  -\-  (X2  x^  -\-  a^  x^  -\-  '  '  ' 
convergent,  so  ist: 

Mit  Hülfe   dieses  Theorems  lassen   sich  viele  Reihen   sum- 
miren. 


Keihentheoreme. 
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1) 

2) 


§.  29. 
Diverse  Reihentheoreme. 

2^-2 2 ^'^(^-^^==1:2:3^+0:4^ 


3) 


4) 


•   3.4.5 
Klügel,  Mathem.  Wörterbuch  IV,  S.  580. 

1.3,..2ii-4-l  ^  1.1  1 


2. 4. ..2^  +  22  2n  +  3^2      2w+5 


1.3...2W  — 1  it 


äx 


+  2.4'2^  +  7  +  '"~J   l/m^. 

1  11.    1/^2 1__ 

l\2)  2¥+5 


2.4...2»^  +  22         2^  +  1       2      2w  +  3' 

2.4\2y   2l^  +  7^ 
Klügel,  Hindeb.  Archiv  II,  p.  60. 


i  5) 


1 .  3  ...  2  n  — 

2.4...2*^ 


.2'^  =  P-f 


w2(n— 1)2 


+ 


12     '  12.22 

^2  (^  _  1)2  (^n  —  2)2 


12.22.32         ' 

Satz  von  Lagrange:    Euler,  Acta  Petrop.,  1781. 


.6) 


1      [  ßartJ^Q-art 


1 

2a 


2  a;r 


1         . 


J  ~~  1-f  a2^4_|_(j2^9_^tj2^ 

-1         --^ 
'^^J  1  +  a 


2      4  +  a2   I    9  +  a2 
1        .  1 


2ah       2a2 


/   2a^  \  ^2  +  02     I     ^2  +  4^)2 

1 

4 


»24-95- 


44  Eeihen. 

h  —  a 

7t  cos  — 7t  o  z.  o 

cn     ^ -II       ^^  2a 

^  .     />  -J-  a  h  —a       —   "-^  ^2  _  7,2 


&-]-a  .6 — a  '    w^  —  ^2      4n^ — a^ 

n  sin  —:- —  7t  —  n  sm  -^ —  7t 
In  2n 

■         2b 2a 

Euler,  Com.  Petrop.,  Tom.  Xll.     Novi  Comment,  Tom.  111. 
10)     Es  ist: 

X  x^       .      x'^  _     1  +  -^  I     4l4-x"-^ 

1+^3 


+ic^ 


1—^3     ' 

l  -x~ (\-x)il-x'i)'^  (l-x){l-x''){l-x^)~ (l~x)(l-x^){l-x-^)(l-x^y 

Lambert 'sehe  Reihe:   die  erste  Transformation  rührt  von 
Clausen  und  Scherk,  die  letztere  von  ICisenstein  her. 

Sei 

X  ,  X  •  X  •  ,  I         t  I  4  \ 

und 

wobei  7,  m,  n  Primzahlen  sind,  so  wird: 

Ar  =  (A  +  IJ  fr.  +  1)  (,;  +  1)  .  .  . 

Ueber  diese  Reihe:  Lambert,  Acta  helv.,  III.  Till.    Grelle,  IX. 

11)  m  =  ±Oi:-'^(-'rö/(a-b) 


0       ^    '^        0  ^ 


Vergl  Mathem.  Ann.  Bd.  3,  ö.  311. 
12;    Sei 

Uy,  =  W;,_i  -f-  t«^_2     also     1,  2,  3,  5,  8,  13,  21. 


so  ist 


Sei 


so  wird: 


On  Un  +2   —    2 

Ul   —   Un-p   U,^^p  =  (—    Ij'^  +  l-i'   0*p_ij2. 

1   +  V5       .            1    -  Vö 
«=  ö ^=^ ö ' 


Reihen.  45 

V  5 

l4   —   lin    it(n+l  =  (—    1)" 

Reihe  von  Lame.     Vergl.  Nouv.  Corresp.  Mathem.  Tom.  V, 
p.  199  und  Tom.  I,  p.  74. 

Wird  a  =  3,  so  folgt  tt-  =  3,1415  95...! 
Euler,  Corresp.  mit  Goldbach,  S.  221.   Catalan,  Mem.  de 
Liege  1887.     Tom.   13. 

~l_l_A    /_J_  J__J_i  ^  ] 

Journ.  de  Mathem.  de  Longchamps,  Febr.  1881. 


§.  30. 
Gauss,  hypergeometrische  Reihe. 

3)  (r  -  a+ß)F+u(\-  x)F(a  +  'i-.  ß,y)  =  (y-  ß)F(cc.ß-\,y) 

4)  (y-a+l)F+aF(a+hß,r)  =  (r-^)F(cc,ß,y-l) 
ö)  (;y_^_i,ir+^F(^  +  l,a,y)  =  (y-l)F(«,,3,y-l) 
G)  (^-«)F4-«F(«+l,fty)  =  /3  2r(«,/3  +  l,y) 

+  /3(l-a:)J'(«,;3  +  l,y)  =  0. 
8)    j-(l_a;)F-yF(a-l,/?,y)  +  (y-^)»F(«,^,y+l)  =  0. 

+  (3'-«)(7-/3jxJ^(«,ftr  +  l)-=0. 
10)     ii(«,|}+l,y+l)_7.-(a,,3,y) 


Sei 


I 


TT/  \  ^^'^'^ 


(^-+-1)...(^+^) 


46  Keihen. 

Die  Function  F  ist  für 

X  <^  1  convergent, 

X  ^  l  divergent, 

X  ^=  l     y  ^  ci  -{-  ß  convergent, 

y  <;  OS  -)-  /3  divergent. 
Ist 

V-''={a^-\-b^—2ahcos(p]-''=AQ-{-2ÄiCOS(p-{~2Ä^cos2(p-\-' 
so  ist 

A  =  Qa-^"-&-F[^,^+r,r+l,(Ay]. 


§.  31. 
Einige  öfters  vorkommende  numerische  Reihen. 


n      1    __  1        1,1.3       1.3.5.7 
V2~~  2  "^  2.4        2.4.6.8  "^ 

^      ^  '2         2.4    '2.4.6        2.4.6.8^ 

..         1  —  1     I    1    I    lll    I    l'^»3        1.1.3.5 
^         ^  —  -^"T  2  ~^2.4"^2.4.6~^2.4.6.8"^ 


5)  -lVi_y2  =  i-i4  + 


1.3.5.7 

2  '  ^        '  2.4    '    2.4.6.8 


n  l/l  +  V2_  1.1       1.1.3.5        1.1.3.5.7.9 

-^        "^         2         ~~     ~^2.4      2.4.6.8"^2.4.6.8.10.12 

^)  ^^^^-l  =  ni:3  +  OT5  +  5i:7  +  - 

8)  l_7o^2  =  -A___l_+       1 


2  ^  1.2.3        3.4.5    '    5.6.7 

^^  T  ^^^'=^1^3  + 5^77 +  9n^  +  -' 

NB.  /07  2  =  0,69  314  718 


Eeilien.     Producte.  47 


4  2.3.4        4.5.6    '    6.7.8 

Wegen  der  letzten  fünf  Reihen  vide  Stern,  Lehrbuch  der 
allgemeinen  Analysis,  S.  447. 

12)  1+fi+^  +  ^H =  e  =  2,718281828459045... 

13)  l-ri  +  ^-^  +  -"  =  7  =  0,3678794412... 

14)  1  —  ^  +  |i  —  ([i  H ^  cosl  =  0,5403023059..- 

/180V 

= '''  Kit) 

15)  1  _  1  -f  i  —  i  -I r=  sinl  =  0,8414709848... 

.     /180  V 
=  ''''  [—) 

16)  1+^  +  1  +  1,  +  . ..  =  cosi  =  ^(e  +  l) 

=r  1,5430806348... 

=  1,1752011936... 

§.  32. 

Unendliche  Producte. 

1)    Sei     log(l  -f-  «;,)  =  «;,  —  q  a^     q  ein  Mittelwerth, 
so  wird 

/7(1  +  oiy)  =1  e^«^-?^«'^« 

Zur  Beurtheilung  der  Convergenz,  beziehungsweise  der  Di- 
vergenz dient  folgende  Tafel,  in  welcher  Ä,  B,  C,  wesentlich 
endliche  Zahlen  sind. 


b 


48 


Producte. 


lim  2«y. 

/m2-«2 

lim  11 

// 

—    CO 

B 

0 

convergent 

OD 

00 

0 

n 

A 

i^ 

C 

n 

A 

00 

0 

n 

-f    00 

5 

00 

divergent 

4-  «> 

00 

00 

unbestimmt 

2)     V, 


^1    +   ^2        ^1    +  ^2   +  ^3 


^1    +  ^2    +  ^i    + 


Vi  Vi    +   V.2 

3)  Vi  ^^2  Va  .  .  .     =  Vi  +  ^1  (^2  —  1)  +  ^'i  ^2  (vs  —  1)  + 

4)  1  .     ,        .,         , 


5) 


(1~ 

-  »] 

Kl 

1       1 

-^1    - 

+  (1- 

Ol 

1 

(1  —  Vi)  (1   -  V,) 
V'i 

6.- 

«1 

«3 

i. 

a.2  —  ?>2 

^2 

6i  —  «1 

a^  —  h 

^3 

-  eil)  {h.,  ~  a^) 
öib,    ^ 

h  h 

'^S 

6) 

"1  "2 

7)    .„.  =  .(l_g)(l-£l)(l-^^)... 

8)   cos^  =  (i  -  j^)(i  -  y-.)(i  -  TevO  •  ■  • 

m  71  m       2'n  —  ni  2n-^m  ^n  —  m>  4:n-\-m 

^  2n        n  —  m    n-\-m     '6n  —  m  3  n-]-m  5  n  — m 


% 


n        1    2n  —  m    3    2n  -\-  m    3    4 ;?  —  m 


10)    sec  -^ 


2  n  —  m    2     n  -^  m     2    3  n  —  m    4    3 1^  -f-  ?)i 

m  % n  n  3  n  3  j? 

??         w  —  m  n-\-  m   ö  n  —  m   3  n  -{-  m 
2      n         2n  2n  4w 


71  n  —  ni  n-\-m  3n  —  m  3  n -(- m 


Producte.  49 

niTt  n         n  3  m  3n 6n 

)     cosec  2,^        ~  •  2n  —  m '  2n-\-'in  4:n  —  m  4 n  -f- m 

2    n        2n  2n  ^n  4w 


7t  m    2n  —  m  2n-\-m  4  w  —  m  4  w  -f-  m 
12)     Es  ist 

fa  =  limPoP,..  .     P„, 
wenn 

—  (^^■^^+ 1)^^+1   (na  +  2)r+l  (n  +  l)ar-\-l 

"~      (aa  +  l)r     '     (na-{-2)r      '"      {n  +  l)ar 

und  der  Fehler,   wenn   man  die   ersten   n  -\-  1  Factoren  behält, 
ist  kleiner  als: 

p  p  p  a  —  l 


2 


Bulletins  de  l'Academie  de  Bruxelles  1849. 

13)  (l-f-^)(l+:^2)(l_|_^4)(l_^8)...   :^   1_|_^_^^2_^^3_)_  ^4  _(_... 

14)  (1  —  x){\  —  it'2)  (\  —  x^)  ,  .  .   =  l  —  X  ~  x'^  -{-  x'^  -{-  X' 

—   a;12   —   ^13  -|-  X^^  -\-  ^26 
0 

Die  dritte  Potenz  dieser  Reihe  ist: 

0 

Vergl.  Jacobi,  Crelle's  Journ.  Bd.  XXI.    Nouv.  Ann.,  T.  IX- 

15)  (l+ir)(l+^2)(i_|_^3)(l_)_^4)...  =  i_)_^_}_^2_|_2rr3 

+  2^4-j-3a:5-(-4^e_^... 

(l-a;)(l-^2j(i_^3)(i_^4)...  =  1 +.^  +  25^2  +  3^^ 

-\-6x'^-{-l  x'^-j 

Jeder  Coefficient  in  15)  und  IG),  zöigt  an,  auf  wie  vielerlei 
Arten  der  Exponent  durch  Addition  aus  der  Zahlenreihe  1,  2,  3... 
sich  bilden  lasse,  und  zwar  in  15),  wenn  keine  Wiederholungen, 
in  16),  wenn  solche  gestattet  sind. 

Vergl.  Euler,  Einleitung  in  die  Analys.  des  Unendlichen, 
§.  15. 

Laska,   niathem.  Formelnsammlung.  4 


50  Producte. 

^  1  —  r  '  (1  —  »-)(1  —  r-'y(l  —  r)  (1  —  r-')  (1  —  r^j  ^ 

m^     1  _  l-'^"    1    (1  -  »?")  (1  -  g""') 
■*  1-3    "^     (1  -gj(l  -g^) 

_  (1  -q")(l  -g"-')(l  -g"-°)    , 
(1  -  ä)(l  -  9^)(1  -  2')      ""* 

ist  -  P 

le  nachdem       n\  i     r  Zahl  ist.  , 

'^  \   ungerade   j 

Man  beachte  für  17)  die  Eigenschaft /(r,r^)=/(r,^)  (1 — z\ 
so  lässt  sich  18)  leicht  aus  17)  ableiten. 

71        2.2.4.4.6.6.8...     ,,,,   ,,.     ^         ,, 
19)  2^1.3.3.5.5.7.7...     (Wallis  Formel) 

2/4x1/6.8X4/10.12.14.16^' 

'^^  ^  =  T  (-3 )  (577)  (9.11.13.15. 

Catalan,  Compt.  Rend.  1877.     Liouville's  Journ.  1875. 

Mehreres  findet  man  in  allen  Lehrbüchern  der  Analysis,  ins- 
besondere in  Euler 's  „Einleitung  in  die  Analysis  des  Unend- 
lichen". Weierstrass,  Abhandlungen  aus  der  Functionslehre, 
p.  206  (Convergenz). 


Zusatz  zu  §.  32. 

Herr  Weierstrass  giebt  in  seinen  „Abhandlungen  aus  der 
Functionenlehre",  S.  206,  eine  Anzahl  von  allgemeinen  Theo- 
remen, die  wir  hier  reproduciren  wollen. 

1.   Wenn  die  Glieder  einer  unendlichen  Reihe 

Wo,  ihi  ih  '  '  ' 
sämmtlich   reell   und  kleiner  als    Eins  sind   und   zugleich  diese 
Reihe  eine  endliche  Summe  hat,  so  convergiren  die  Producte 
Pn  =  (1  —  Uo)  (1  —  Ui)  (1  —  %)... 


Producte.  51 

für  limn  =  oo,  beide  gegen  eine  bestimmte,  positive  Grenze, 
und  zwar  das  erste  beständig  abnehmend,  das  andere  beständig 
zunehmend. 

IL  Wenn  dagegen  die  obige  Reihe  keine  bestimmte  Summe 
hat,  so  wird  für  limn  =  oo,  P«  beständig  positiv  bleibend  und 
abnehmend,  sich  der  Grenze  Null  nähern,  während  Q»  über  jede 
Grenze  hinaus  "wächst. 

III.  Wenn  die  Glieder  der  Reihe 

Wo,    th,   11-2,  .   .  . 

sämmtlich  reell  sind,  und  von  einem  bestimmten  Gliede  an  be- 
ständig dasselbe  Zeichen  behalten  und  kleiner  als  Eins  bleiben, 
so  wird  das  Product 

P„  =  (1  +  u,)  (1  +  u,)  (1  +  «,)  .  .  . 
für  lim  =  OD,  gegen   eine   bestimmte  Grenze  {die,  sobald  keine 
der  Grössen   iIqj  %  •  •  •  =  —  1  ist,   nicht  Null  ist}    convergiren, 
wofern  die  Reihe 

Uq,  Ui^  ll.2i  .  .  . 

eine  endliche  Summe  hat. 

Wenn  aber  das  Letztere  nicht  der  Fall  ist,  so  wird 
P„  =  00   oder  P„  =  0, 
je  nachdem  die  Grössen 

tfö,  Wi,  .  .  . 
von  einer  bestimmten  Grösse  an  stets  positiv  oder  stets  negativ  sind. 

IV.  Auch  wenn  die  Glieder  der  unendlichen  Reihe 

Wo,    «*15    ^'2,    •    •    • 

complexe  Werthe  haben  und  die  Reihe  unabhängig  von  der  An- 
ordnung ihrer  Glieder  eine  endliche  Summe  hat,  nähert  sich  das 
Product 

.  P„  =  (1  +  n,)  (1  +  «,)  (1  +  «,)  .  .  . 
für  lim  n  =  CO  einer  bestimmten  Grenze,  die  von  Null  verschieden 
ist,  wofern  nicht  eine  der  Grössen  Uq^  w^,  .  .  .  =  —  1  ist. 


52  Kettenbrüclie. 

§.    33. 

Kettenbrüche. 
Wir  bezeichnen 


1)  '^ 


a, 

+ 

h. 

«2 

+  •'• 

1 

ai 

+ 

1 

a.2 

+  ••• 

1 

«1 

— 

1 

mit 


2)     - — j — I-  mit     [ai  «2  •  •  •] 


3)     r-  mit     (cti^a^'") 

^     «1  —  1 

iH 

4)  So  wird  der  Kettenbruch 


in  welchem  alle  a  und  h  positiv  sind  {^^^J^g^^^^^      J^  nachdem 


rwenigstens  eine  ^^^  ^^.^^^^  j,^.^^^^ 
I  keine 


divergirt.     (Stern,  Grelle  37.) 

5)  Der  Kettenbruch 

in  welchem  alle  a  und  6  positiv  sind,  convergirt  sicher,  wenn 
li^n  ^^^i^!i±l  >  0  für  lim  n  =  co 

6)  Der  Kettenbruch 

convergirt  immer,  wenn 
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h.    h.    h.  ... 

eil'      üi'      ctg' 

echte  Brüche  sind,  deren   Zähler  und  Nenner  aus  ganzen  posi- 
tiven Zahlen  bestehen. 

Bezüglich  der  Beweise   siehe:     Schlömilch,  Handbuch  der 
algebr.  Analysis. 
7)     Seien 

^  ^   .  .  .  in 

die  Näherungsbrüche  von 


so  ist: 

«2  ^1           P.i  __          «s  «2  ^1  +  h  h 

8)     allgemein 

"  ai  a-2  +  h-i'    (h  ~~  «3  («i  0^2  +  ^2)  +  «1^3' 

Pn  ein  Pn-1  +   &n  i^rt-2 

g«   ~  an   q.n-1  +  ^n  ^»-2 

und  auch 

pn  =  «ni^n-l  +  ^,.  ^«-2      ^'n  =  Cfn  C[n-l  +  ^n  (2'n-2 


oder 


Pn  =    ^1 


«2  —  1  0  0  . . .  0 
b.^  «3  —  1  0  . . .  0 
0       b^     «4  —  1  ...  0 


0 


^H       «n 


gn  = 


«1  —  1       0       0  ...  0 
Ö2       «2—1       0  ...  0 

0  &3       «3  —  1    ...  0 

0      0  .  .  .  ^„    «„ 


9)    Ist  speciell 
so  wird 


-  =  [«1«^«!  .  .  .], 

Pn  _"""  +   CT  >"-^+C7  >'"-'  + 

*'~  «»  +  ("7  >.-  +  (" -•')«-  + 

10)    Ist  der  Kettenbruch  convergent,  so  ist 
(In  ^  b  "^  qn+i 
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Qn  dn  +  l  (Zn^H+1 

^)      JPn^'n+l  —  ^ni^n  +  l  =  ±   l. 

12)  («1  Ö52  «3   ...«„)  =  (1  1  1  «1   ...   1  1  1  a„) 

13)  Ist 

so  ist  auch 

y  =  («n^n-l...  ^) 

und 

A-\-  Bx  +  Cy  +  Bxy  --=0, 
dabei  ist: 

^  /  \       ^  /  \ 

_  =r   —    («i  «2  .  .  .  «n-l)  ~(J  "^  ~~   ^^"  *  "   ^^-^ 

C  23 

—  ==  —  (cti . . .  a„)  -^  z=  —  (a„ . . .  ai) 

-^   --=:  ((^1  .  .  .   «n)    («n  .  .  .   «2)  =  («n  •  •  •  «l)   («1  •  •  •   «n-l) 

Vid.  Lieblein,  Aufgabensammlung  aus  der  algebr.  Analysis, 
S.  179  ß.) 

14)  Ist 

P 

-—  =  [ai  a.2 ...  a„]  =  [«„ . . .  «i], 

so  wird  der  Brucli  reciprok  genannt  und  es  wird 

0    -  'S'  ±  y 

q.n-1  —  — p — 

Es  muss  F  ^  2  Q  und   Q^  +  1  durch  P  theilbar  sein. 

15)     Jede  Grösse,  die  sich  in  einen  periodischen  Kettenbruch 
entwickeln  lässt,    ist   eine    irrationale   Wurzel    einer   Gleichung 
zweiten  Grades. 
16)     Sei 

A    1^2  1^3  4 

X  -j-  a  -[-   -j--,    Xi  ftl  -]-  ~T~i  •  •  •     ^n  -^H) 

so  dass 

X  =  a  -{-  [üi   .   .  .     ünXn] 

wird,  so  werden  die  Grössen 
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xxi  .  .  .    Xn      die  vollständigen, 
cicii  .  .  .    a„_i  die  unvollständigen 
Quotienten  genannt. 

17)    Entwickelt  man  die  irrationalen  Wurzeln  einer  Gleichung 
zweiten  Grades  mit  ganzen  Coefficienten  in  Kettenbrücbe,  so  ist 
die  Periode  der  unvollständigen   Quotienten   des  einen  die   Um- 
kehrung der  Periode  des  anderen. 
18)    Sei 

X  =  ^"^^^  eine  Wurzel  von  Dx'^  —  2Ex  +  F  =  0, 

so  dass  A  ==  E'^  —  DF,  sei  ferner  x'  = ^, —  ein  belie- 
biger vollständiger  Quotient,  a  der  in  ihm  enthaltene  unvoll- 
ständige, 

Gl  «2  •  •  •     <^h—i 
die  ganze  Periode  die  mit  a  beginnt,  ferner 


so  wird: 


Un  —  Vn  VÄ  =  (Ui    —   Vi  V^)", 


ul-  Avl  =  (±\y\ 

Soll  demnach  iß  —  As^  =^  ^  H,  wo  H  <^  V A  und  A  kein 
Quadrat  ist,  in  ganzen  Zahlen  lösbar  sein,  so  muss  II  unter  den, 
aus  der  Entwickelung  von  ^ A  folgenden  Nennern,  der  vollstän- 
digen Quotienten,  welche  die  erste  Periode  bilden,  vorkommen. 

Vergleiche  Tafel  im  Anhange. 
19)     Es  ist: 


+  c 


a  ~"  U'  ~"  ([^a-h/3'  "  cß  +  y'        dy  +  d'"'\ 

^1      aia.2  eil  €12^3  L«i't<2  — l'«3  —  l'rti  — l''"J 

Q1  V         -l  I        X  I          X"         I           j    1      —  Cti  X     —  CI2  X             I 

«1  '    eil  «2  eil  «2  ^^3  L  ^^1 '  «2  +  •^'  f«3  +  •^'  '  *   J 
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22)     Sei 

r    a       ,         ,     ,    a./3    ,    «(«4-  l)ß{ß-\-\)    , 
^{aßyx)  =  l  +  ^^+         2!y(^+l)  +  *  '  " 

(p  (w,  ß,  y,  x) 

SO  wird: 

,  ,    ^      ^        r 1  ax  hx 

ip{aßyx)  =  j^-,  _—,__-,..  . 

wobei 

rr+1  r+i      y+2 

7  +  2'     y  +  3  "-y  +  3'       J.  +  4 

^^a  +  2  y  —  ß+2  ß  J^  3   y -[.  s  -  a 

y-{-4:      y  +  5  *^       r  +  5*      7  +  ^ 

05.    ^^n  19.2549      ]_M        J_        1         1      1 
'^4       L     2    2    2     2    "j~Ll         3         5~T'"'J 

"~  [l    3    5  T"J 

^  Li     1    2     3     4      J 

27 )     e^  —  e-^  _  T^  ^  ^2  ^.2      -1 

-'^^    2 '"^  r^:^  -  LT  -  ~3 5 7---J 

31)     2../.-...^[i,l,?l,!l,ll,...]„=._l.^. 

Laplace,   Mecanique   Celeste,  Tom.   IV,   Liv.   X.      Jacobi, 
Crelle's  Jourii.  12,  S.  346. 


-'  /'^ 


""dx 
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1  -1        -1        ~\ 


4  9  16 


Laguerre:     Bulletin  de  la  Soc.  matli.,  Tom.  VII,  p.  72. 

Ueber  Kettenbrüche:  Serret,  Handbuch  der  höh.  Algebra, 
deutsch  von  Werthheim.  Euler,  Com.  Petrop.,  Tom.  IL  (In- 
tegrale.) Stern,  Grelle  Bd.  37  und  die  Lehrbücher  der  algeb. 
Analysis  von  Stern,  Schlömilch  etc.,  ferner  Euler,  Einleitung 
in  die  Analysis  des  Unendlichen. 


§.  34. 

Zahlentheorie. 

1.     Theilbarkeit  der  Zahlen. 

1)  Sind   a,  6,  c,  .  .  .   Ä;,  ?,    sämmtliche   von   einander    ver- 
schiedene, in  m  enthaltene  Primzahlen,  so  ist 

,„.,=„.(.-i)(,-i)...(,-i)     , 

die  Anzahl  aller  derjenigen  Zahlen,   1,  2,  3,  ...  w,  die  gegen  m 
relativ  prim  sind. 
Sei 

m  =  a""  W  cy  .  .  ., 
so  wird 

^(m)  =  («  —  l)rt«-i(6  —  l)5i^-i  . .  . 

2)  Es  ist 

(p  (m  m')  =  cp  (in)  cp  (m') 


m 


=5:Kf)=2^^*). 


das  Summenzeichen  bezieht  sich  auf  sämmtliche  Divisoren  d  der 
Zahl  m. 

3)  Die  Summe  aller  Maasse  von  in  ist 
a«+i  —  1     &,Hi  _  1 
a  —  1  6  —  1 

Die  Anzahl  aller  Maasse  dagegen 

n  =  (a  +  1)  (/3  +  1)  (^  +  1)  .  .  , 
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4)  Eine  vollkommene  Zahl  ist  dargestellt  durch  die  Form 

(2«+!  _  lj2». 
Es  sind  6,  28,  49G,  8128,  .  .  .  vollkommene  Zahlen. 

5)  Ist  für  zwei  Zahlen  die  Summe  S  (Nr.  3)  gleich,  so  nennt 
man  sie  amicable  Zahlen,  z.  B.  210  und  366. 

6)  Seien  «,  b^  c,  .  ,  .  Jc^  l  Primzahlen,  und  N  durch  das  Pro- 
duct  a^  b^  c  .  .  .  hj  theilbar,  so  giebt  es  von  1  bis  iV,  0  Zahlen, 
die  kleiner  als  N  und  zu  N  prim  sind.     Es  ist 

^  =     ,  ^  ..  (a  —l){b  —  l)...(l-  1).    (Euler'scher  Satz.) 


2.     Die  Lehre  von  den  Congruenzen. 

1)  Sind  zwei   Zahlen  a  und  b  so   beschaffen,  dass  a  —  b 
durch  j9  theilbar  ist,  so  nennt  man  a  und  b  nach  j)  congruent. 

Die  Zahl  p  heisst  der  Modul. 

2)  Man  hat 

a  —  b  =  mp 
und  schreibt 

a  ^  b  (modp) 

3)  Es  ist  immer 

a  ^  a  (modp) 

4)  Ist 

a  ^E  b  (modp),    b  ^  c  (modp\ 
so  ist  auch 

a  ^  c  (modp) 

5)  ist 

a^b  {modp),    m  ^  n  (modp), 
so  wird 

a  +  m  =  (5  4:  ^0  O^^odp) 

am  =  bn  (modp). 

6)  Sei  9  (>«)  wie  in  Nr.  1),  so  ist,  wenn  a  relativ  prim  zu 
%  ist 

^(p(y.)  _  i  (jyiodTc)    (Euler). 

Speciell,  ist  p  eine  Primzahl  und  a  durch  p  nicht  theilbar, 
so  ist 

f^-i  __  i  (^yiodp)     (Fermat). 

7)  Sind  a,  b,  c  .  .  .  g^h  gegebene  ganze  Zahlen,  m  positiv, 
so  heisst  jeder  Werth  von  x,  der  der  Congruenz 

a  X'''  +  b  a:"*-i  +  c  ^'"-2  +  •  •  •  (jx  -\-'li^^  (mod  k) 
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genügt,  eine  Wurzel  dieser  Congruenz.  Man  hat  alle  Wur- 
zeln, Avenn  man  die  unter  einander  incongruenten  Wurzeln  kennt. 
Wir  wollen  diese  letzteren  die  eigentlichen  Wurzeln  nennen. 
Eine  Congruenz  ??iten  Grades  hat  höchstens  rn  eigentliche  Wurzeln. 

8)  Ist  a  relativ  prim  zu  x,  so  hat  die  Congruenz 

ax  ^  h  (niodTc) 
nur  eine  eigentliche  Wurzel. 

9)  Damit  die  Congruenz 

ax  ^  h  (mod k) 
überhaupt    Wurzeln    besitze,   ist  erforderlich,  dass  h  durch  den 
grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  d  der  beiden  Zahlen  a  und  % 
theilbar   sei;  ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  hat  die  Congruenz 
genau  d  eigentliche  Wurzeln. 

10)  Die  Auflösung  der  Congruenz 

ax  ^  1  (modh) 
ist  identisch  mit  der  Auflösung  der  unbestimmten  Gleichung 

ax  —  bij  =  1. 
Diese  wird  mit  Hülfe  des  Satzes  Kettenbrüche  Nr.  1 1  geleistet. 

11)  Es  ist  p  eine  Primzahl,  so  gilt  der  Satz: 

(p—  iy.  =  ~-l  (modp)     (Wilson's  Satz). 

12)  Ist  d  ein  Divisor  von  p  —  1,  so  besitzt  die  Congruenz 
x^  ^  1  {modp) 

jtets  8  eigentliche  Wurzeln. 

3.     Theorie  der  quadratischen  Reste. 

1)  Sei  D  relativ  prim  zu  %  und 

x^  ^  D  (niodz). 

Ist  diese  Congruenz  möglich,  d.  h.  besitzt  sie  Wurzeln,  so 
heisst  D  ein  (quadratischer)  Rest  der  Zahl  x,  sonst  ein 
(quadratischer)  Nichtrest.     Sei  ^  eine  ungerade  Primzahl, 

2)  So  ist 

p-i 
D  ein  Rest,  wenn  D  ^    =  1  {modp) 

D  ein  Nichtrest,  wenn  D  ^    =  —  \{modp) 
(Rest  mal  Rest  giebt  Rest, 


3)    j  Nichtrest  mal  Nichtrest  giebt  Rest, 
.  (Rest  mal  Nichtrest  giebt  Nichtrest. 
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4)  Legendre'sclies  Symbol 

/D\ ,       j-f-  wenn  D  ein  Rest  von  _p, 

\jp)        "~     \—  wenn  D  ein  Nichtrest  von  p 

5)  Ist  p  eine  ungerade  Primzahl  und  D  durch  p  nicht  theil- 
bar,  so  ist  für  die  Möglichkeit  der  Congruenz 

x"^  ^  I)  {modp^)     (x  positiv  und  ganz) 
erforderlich  und  hinreichend,  dass 


f-- 


(f) 


Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  besitzt  die  vorgelegte  Con- 
gruenz zwei  eigentliche  Wurzeln  a  und  —  oc,  die  gefunden  wer- 
den können,  sobald  man  eine  Wurzel  der  Congruenz 

x'^  ^  D  (modp) 
gefunden  hat. 

6)     Seien  D  und  %  relative  Primzahlen  und 
x^  ^  D  (moclK)^ 
ferner  ö  die  Anzahl  der  eigentlichen  Wurzeln,  so  ist  für  diese 
Congruenz,  für 

a)    K  ungerade     ö  =  2^. 
Dabei  ist  ^  die  Anzahl  der  von  einander  verschiedenen,  in  x 
aufgehenden  Primzahlen,  für  welche  zugleich 


(f) 


gilt  a). 


+  1- 
h)    Ist   K   das   Doppelte   einer   ungeraden  Zahl,   so 

c)  Ist  7c   das  Vierfache  einer  ungeraden  Zahl  und 
dazu  (—\  =  +  1,    D  =  l  (woc?4),  so  ist  ö  =  2."+i. 

d)  Ist  K  =  0  (mod  8)  und  (—\  =-\-l,  D  ^  1  (mod8), 

so  ist  6  —  2^+2. 

7)  Die  Congruenz 

Äx^  +  Btf  +  C^O  (modp) 
ist  immer  möglich,  wenn  jj  eine  Primzahl  ist. 

8)  Die  Zahl  —  1  ist  ein  quadratischer  Rest  aller  Primzahlen 
von  der  Form  in -\-  1,  dagegen  ein  Nichtrest  jener  von  der 
Form  4  n  -\-  3. 
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9)  Die  Zahl  2  ist  ein  quadratischer  Rest  aller  Primzahlen 
von  der  Form  8w-|-l,8n-|-7,  ein  Nichtrest  jener  von  der 
Form  8n  -\-  3,8n  +  6. 

10)  Sind  p  und  q  zwei  positive  ungerade  Primzahlen,  von 
denen  mindestens  eine  die  Form  4  w  -f-  1  hat,  so  ist  q  ein 
quadratischer  Rest  oder  Nichtrest  von  ^,  je  nachdem  _/;ein  quadra- 
tisclier  Rest  oder  Nichtrest  von  q  ist. 

Haben  aber  beide  Primzahlen  p  und  q  die  Form  4:n  ~\-  3^ 
so  ist  q  ein  quadratischer  Rest  oder  Nichtrest  von  ^j,  je  nachdem 
p  quadratischer  Nichtrest  oder  Rest  von  q  ist,  d.  h.  es  ist 

(     )(     )  ^^  ^"'  ^^  (Reciprocitcäts-Satz  von  Legend re). 

11)  Sei  P  eine  ungerade  Zahl,  die  in  ihre  Primfactoren  ^)|/.. 
zerlegt   erscheint,   sei   ferner  m  irgend   eine  zu  P  relative  Prim- 
zahl, so  ist 

(?)  =  (j)(f)  —  ' 

(nicht  umkehrbar). 

12)  Ist  m  relativ  prim  gegen  jede  der  beiden  ungeraden 
Zahlen  P  und  §,  so  ist 


13)  Sind  1,  m,  w,  p  .  .  .  relativ  prim  zu  P,  wobei  P  ungerade 
ist,  so  folgt 

/]_\  /m\         /7 m n  .  .  .\ 

\p)\p)"'-\       P      )' 

14)  Ist  m  relativ  prim  zu  der  ungeraden  Zahl  P  und 
m  ^  m'  {modP\ 


so  ist 


\P)  -  \P)' 


15)     Ist  P  eine  ungerade  Zahl,  so  ist 


© 


(-1) 


pg-i 

8 


IG)     Sind  die   beiden  positiven   ungeraden  Zahlen  P  und  Q 
relative  Primzahlen,  so  ist 
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P-i    Q—i 
(—- )  (  -p  j  =  ( —  1)  (Reciprocitäts-Satz  von  Jacobi). 

Näheres   in:     Dirichlet,    Vorlesungen   über   Zablentheorie. 
Braimschweig. 

§•  35. 
Auflösung  der  unbestimmten  Gleichungen. 

1)  Sei 

ax  —  hy  ^=  c 
gegeben,  man  suche 

aa  —  hß  =  ±l 

mit  Hülfe  der  Kettenbruchentwickelung.  Sei  sodann  q  eine  be- 
liebige ganze  Zahl,  so  ist 

^  X  —  ac  -\-  hq  =--  0 

+  2/  —  ßc  -{-  aq  =  0. 

2)  Sei 

a-\-bx-\-cy-\-dx^-{-exy  -\-  fy'^  =  0. 
Man  setze: 
c2  —  4 a/  r=  w     2ce  —  4.hf  =  ß     e\r-  idf:=  y, 

so  wird:  

2/^  -\-  ex  -\-  c  =r]/w  -|-  ßx  -(-  y^'^- 
Sei  nun 

a  -{-  ß  X  -}-  y  x'^  =  v'^^ 
so  ist,  wenn 

A  —  4:y     /32  —  4:ay  =  B 

gesetzt  wird,  

2yx-\-  ß=VAv'^-{-  B. 
Sei  nun 

Av'^  -\-  B  ^=  w'^, 

so  ist  die  Aufgabe  gelöst,  sobald  wir  für  v  und  iv  nur  je  einen 
dieser  Gleichung  genügenden  Werth  angeben  können.  (Vergl. 
das  Rationalmachen.) 

Diese  Aufgabe  behandelt  §.  18  der  Kettenbrüche. 

3)  Um    A  -{-  Bx  -{-  Cy  -\-  Dx'^  -{-  Exy  =  0    aufzulösen, 
beachte  man,  dass 

EHj  =  —  BEx  -^BE+  CD ^  _^  j^J^ 

und  suche  die  ganzzahligen  Auflösungen  von 

(AE'^  —  BCE+  c^D)z  -  Ex—  C=:0. 
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Diese  letztere   Methode  ist  jedoch  nicht  immer   brauchbar, 
sie  ist  aber  sehr  bequem,  sobald  D  ein  Vielfaches  von  E  ist. 


§.  36. 
Das  Rationalmaclien. 

(Unbestimmte  Analj'tik.) 

Seien  p  und  q  beliebige  ganze  und  positive  Zahlen. 
1)     Va  +  hx,    x^'^^^ 


2)  Vh  X  +  CX-\        X  =r  ^J^ 

^  2ypq 

:     4)  Va-^  +  cx^     x=     ^^^g 

6)  Va^  +  bx  +  cx^     ^^^&g^-2aj>g 

7)  V(/.  +  <;K/-+^-),     -=lf~$ 


12)     Um  Va  +  öä:  -f-  c^z;-^  rational  zu  machen,  suche  man  tv  so, 
dass  a  -\-  bw  -j-  civ^  =  p^  und  setze  sodann 

g  =  h-\-2cwc  =  h, 
so  wird: 

Mehreres  darüber:     Euler,   Einleitung   in  die   Analysis  des 
Unendlichen,  L  Bd.    Sowie  in  seiner  Algebra  mit  Zusätzen,  3  Thle., 


Ratioiialmachen. 


Berlin  und  Frankfurt  179G.  Sowie  das  bei  den  „Figurirten  Zahlen" 
citirte  Werk. 


§.  37. 
Elimination. 

I.  Sylvester-Hesse.     Um  x  aus 

a  x'^  -{-  h  X  -{-  c  =0 
ax'^  J^  ßx  -\-  r  =  0 
zu  eliminiren,  bilde  man: 

ax^  -^hx'^  -^  ex  =0 

ax^  -\-  hx  -\-  c  =  0 

ax'^  -{-  ßx  -^  y  =:0 
so  ist  z/  =  0  das  Eliminationsresultat. 

II.  Cayley.     Sei  x  aus   (p  {x)  =  0     0  (^)  =  0   zu  eliminiren, 
man  bilde 

(p(x)0(y)  —  q>(ij)Q{x)  _       . 

x  —  y  ^i\  .......    . 

da  y  beliebig  ist,  so  muss  q)i  (x)  =  0     cp.2  (x)  =  0  .  .  . 
Die  Elimination  ist  nun  leichter  auszuführen. 
Vergleiche:  Serret,  Handbuch  der  höheren  Algebra. 


z/  = 


a 

h 

c 

0 

0 

a 

h 

c 

a 

ß 
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§.  38. 
Interpolation. 

Sei  xp(x)  —  (x  —  cc)  (x  —  ß)  ,  .  .  und  von  der  Function  f(x) 
die  Werthe/(c4)/(/3)...  gegeben,  so  ist  näherungsweise 

/W  =  ^(.)((— Ä__  +  ^^^+...  (Lagrango). 
Es  ist 


J(„+^=   «„+-Z/M,,  ^,j_^.^ 


'  1 .2.3r>^ 


Ist  r  =  10 

W„+Ü  ==    -Wn   +  i)i,    ^^i„   —  i?2l    ^'^«   -!-i>3.    ^^«^n 


1 


Interpolation. 


65 


X 

Pi 

i>2 

Ih 

n 

P5 

1 

0,1 

0,045 

0,0285 

0,0207 

0,0161 

2 

0,2 

0,080 

0,0480 

0,0336 

0,0255 

3 

0,3 

0,105 

0,0595 

0,0402 

0,0297 

4 

0,4 

0,120 

0,0640 

0,0416 

0,0299 

5 

0,5 

0,125 

0,0625 

0,0391 

0,0273 

6 

0,6 

0,120 

0,0560 

0,0336 

0,0228 

7 

0,7 

0,105 

0,0455 

0,0262 

0,0173 

8 

0,8 

0,080 

0,0320 

0,0176 

0,0113 

9 

0.9 

0,045 

0,0165 

0,0366 

0,0537 

Zusatz  zu  §.  38. 

I.  Es  sind  irgend  eine  Anzahl  zu  gegebenen  Zeiten  a,  h,  c, . . .  n 
beobachteter  Werthe  i^«, w^, w^, •  •  • '^^»  einer  Grösse  n  gegeben;  man 
soll  die  Werthe  der  successiven  Differentialquotienten  dieser 
Grösse  für  eine  andere  Zeit  x  berechnen: 

Man  hat 


dux 
dx 

d'^  Ux 
~dx^ 


-=-[- 


{a  —  b)  (a  —  c)...{a  —  n)    " 

>  \0c        ha    '         mnj 

1 . 2 . (a 


+ 


+ 


h)  (a  —  c) ...  {a  —  n) 

Laplace's  Methode    zur   Berechnung    von  Kometenbahnen 
beruht  auf  diesem  Satze. 

II.    Drei  Beobachtungswerthe,  w«,  Uj,^  Uc,  einer  Grösse  u  in 
der  Nähe  ihres  Maximums  oder  Minimums,  sowie  die  zugehörigen 
Beobachtungszeilen  a,  h,  c  sind  gegeben;  man  soll  die  Zeit  x  des 
Maximums  oder  Minimums  selbst  linden. 
Es  ist 

\^  (h'-  —  c'-)Ua  +  je'-  —  a'^)ni  +  (a^  —  h^)iie 
2       (b  —  c)Ua  -f-  (c  —  a)Ui  -f-  (<^^  —  ^)^'c 


X  - 


Laska,    mathem.  Formelusammlung. 
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§•   39. 

Algebra  der  litteralen  Gleichungen. 
1)     Man  schreibt  die  canonische  Form  wie  folgt: 

a  x^  -f  (^\  h  x—^  y  +  '"  ('^^  s  X  y—^  + 1  f^ 

=  (cibc...t)     {xyY   (Cayley). 
2j     Sei  gegeben 

f{x)  =  ^"  +  ax""-^  4-  h ^"-2  -| -f  ^  —  0 

und  es  werde  gesetzt 

X  —  y  -\-  3, 

so  dass 

fix)  r=z  yn  -f-  ^2/"-i  -j-  Bf'-^  H T  =  0, 

so  ist: 

^-^  in-  1)!'    ^"^-(n^  2)V  '  '  '    ^   ^'^  d  b'^- 

3)     Soll  das  rte  Glied  in  der  Transformirten  =  0  sein,  so 
bestimme  man  ^  aus  der  Gleichung 

(^  _  ^  _|_  1)!     -  ^• 
3)     Schafft  man  das  zweite  Glied  aus 

(abcd...t)    (xyY 
ab,  so  wird : 


'"-©i^^^-^+G)^^^^"-^-- 


=  0. 


y 

Die  Coefficienten 

F^  =  &2  _  ac 
V.  =  2h'^  —  3  ah  c  -{-  a'^  d 
F4  =  3&4  _  Gab^c  +  ^a'-bd  —  a^e 
werden  der  Reihe  nach  quadratische,  cubische  etc.  Variante 
genannt. 

4)  Die  Coefficienten,  die  man  bei  der  Fortschaffung  des 
vorletzten  Gliedes  erhält,  werden  Retrovarianten  genannt  und 
mit  doppeltem  Index  bezeichnet: 

y^    ^=:j)2  —  ac,     quadratische  Retrovariante  der  can.  Form. 
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(abccl)     (xiy  (ahcde)'    (xiy 

Faa  =  c'^  —  dh  F24  =  d'^  —  ce 

F33  =  2c"^  —  ^hcd-}-d'^a      F34  =  2d^  —  3cde  +  c^h 

F44  =  3d^  —  bedU^4:e^db—'e^a. 

5)  Das  Absolutglied  der  Summengleichung  wird  Gemi- 
nante,  (r„,  und  das  Absolutglied  der  Differenzengleichung  Dis- 
cr  im  in  ante,  Z)„,  genannt. 

Um  die  Geminante  zu  bilden,  eliminire  man  x  aus 

f(x)  =  0     und    f(—  x)  =  0. 
Um  für 

f  =  (ahc  '  '  '  t)     (x ?/)" 
die  Discriminante  zu  bilden,  eliminire  man  x  und  y  aus 

dx  dy 


G)       Die  symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln. 
-    Sei 


^  ^    ^'y.     ^m  y^  i    ^' y.   ^  l    '^Mip 


etc. 


k 


so  ist  für 

f{x)  =  x-^  +  arr«-i  -f  .  .  .  -j^  f 

/Sfi  +  a  r=  0 

/S2  +  a  >Si  +  2  7>  =  0 

5,  +  a  >S2  +  ö  >Si  +  3  c  =  0 

'Sm+n    -|-   tt  >S'„i-i-n-l   -{-•••        -j-  ^  >S„,   ^^=  0, 

oder 
5i  =  —  a 

,^2    =   «2   _    2  6 

5^3  =  —  a3  -f  3  a  &  —  3  c 

>Sf4  =  a^  —  4a2&  -f  4ac  +  4Z>2  _  4^7 

/Ss  =  —  a^  +  5a3&  +  5a62  —  .5a2c  -\-  6ad  +  56c  —  be 

S112  =  S(x{X2)  =  —  ab  -{-  Sc 

5* 
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Sin2  =  a^-'b  —  2h^  —  ac  +  4c?2 
Sn22  =  h^  —  2cic  -{-  2d 
/Sn23  =  hc  —  4f?. 

7)  Von  den  Redncenten. 

Reducenten  werden  gewisse  Functionen  der  Coefficienten 
ahc  .  .  .  der  Hauptgleichung  genannt,  welche  verschwinden,  wenn 
sich  die  Gleichungen  auf  einfachere  reduciren  lassen. 

1.     Die  Eeducenten  der  quadratischen  Gleichungen. 

(abc)^(xyP. 

Ist 

a)  die  Geminante  —  h.2  =  a  =  0^  so  hat  die  Gleichung  zwei 
Wurzeln  mit  ungleichem  V^orzeichen. 

b)  ist  die  Discriminante  ac  —  6^  ==  0,  so  hat  die  Gleichung 
zwei  gleiche  Wurzeln. 

2.     Die  Eeducenten  der  cubischen  Gleichungen. 

a)  Ist  ac  —  ^^  =  0  ad  —  bc  =  0  hd  —  c'-^  ==  0,  so  sind 
alle  drei  Wurzeln  gleich. 

b)  Ist  die  cubische  Variante  2h''>  —  3a^c -f- a^t^  =  ^3  =  0, 
so  ist  die  eine  Wurzel  das  arithmetische  Mittel  der  beiden 
anderen. 

c)  Ist  die  cubische  Retrovariante  2  c^  —  ^hcd  -f-  ad'^ 
=  F^,3  =  0,  so  ist  die  eine  Wurzel  das  harmonische  Mittel 
der  beiden  anderen. 

d)  Ist  h^'d  —  ac3  =  0,  so  ist  die  eine  Wurzel  das  geometrische 
Mittel  der  beiden  anderen. 

e)  Ist  (ad  —  ?>c)2  —  4(ac  —  b'^)  (h d  —  c^)  —  0,  d.  h.  die 
Discriminante  r=:  0,  so  hat  die  Gleichung  mindestens 
zwei  gleiche  Wurzeln. 

3.     Die  Reducenten  der  biquadratischen  Gleichungen. 

a)  Ist  2b^  —  ^abc  -}-  a^d  =  0^  so  bilden  die  vier  Wurzeln 
eine  arithmetische  Proportion. 

b)  Ist  die  cubische  Retrovariante  2d^ — 3cde -{- e^b  =  0, 
so  bilden  die  vier  Wurzeln  eine  harmonische  Proportion. 
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c)  Ist  ^2  ^  —  ad'^  =  0,  so  bilden  die  Wurzeln  eine  geometrische 
Proportion. 

d)  Ist  2Z^2ß  —  3ace -\-2a d'^  =  0^  so  haben  die  vier  Wurzeln 
je  drei  und  ein  gleiche  Vorzeichen  und  ihre  Quadrate  bil- 
den eine  geometrische  Proportion. 

e)  Ist  die  Geminante  h'^e  —  ßbcd  -\-  ad'^  =  0,  so  hat  die 
Gleichung  mindestens  ein  Paar  gleicher  Wurzeln  mit  ent- 
gegengesetztem Vorzeichen. 

f)  Ist  16  i^  —  24  a h'^c  -^  ^  a^ bd  —  a^e  =  0^  so  ist  die  eine 
Wurzel  gleich  der  Summe  der  beiden  anderen. 


g)    Ist   3  &4  _  6  a  &'-?  c  +  4  a2  b  d 


a'^e 


0,    d.   h.    die   bi- 


quadratische Variante  =  0,  so  ist  die   eine  Wurzel  gleich 
dem  arithmetischen  Mittel  der  beiden  anderen. 


8)     Beartheilung   der    Wurzeln    nach    den    Discrimi- 

nanten. 


a)     Cubische  Gleichungen :  (a  Z^  c  f?)     (^1)^ 

D,  =  (bc  —  a  dy  —  4  (b-^  —  ac)  (c'^ 
Ist 


bd). 


D\\  ^  0,  so  sind  z%vei  Wurzeln  complex, 

Z>3  <<  0,  so  sind  alle  Wurzeln  reell, 

I)i  =  0,  so  sind  zwei  Wurzeln  einander  gleich  und  alle  reell. 

h)    Biquadratische  Gleichungen :   (abcde)     (xl)^ 


JD,  = 


Ist  nun 

A  >  0,  so  sind  entweder  alle  Wurzeln  reell,  oder  alle  Wur- 
zeln complex, 

-Dl  <;  0,  so  sind  zwei  reell  und  zwei  complex, 

Di  =  0,  so  sind  zwei  Wurzeln  gleich. 

Literatur  und  Theorie  vide  Matthiessen,  Grundzüge  der 
antiken  und  modernen  Algebra  der  litteralen  Gleichungen.  Leip- 
zig 1878. 
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§■  40. 
Die  wichtigsten  Sätze  aus  der  Theorie  der  Gleichungen. 

Sei 

f(x)  =  ^»  -(-  ün-iX'^-^  -|-  .  .  .      öfj  ^  -|-  «0  =  0 

SO  gelten  folgende  Sätze: 

1)  Ist  w  =  2  V  -f-  1 ,  so  hat  die  Gleichung  wenigstens  eine 
reelle  Wurzel,  deren  Vorzeichen  das  Entgegengesetzte  des 
letzten  Gliedes  ist. 

2)  Ist  n  ■=  1v  wiidi  ciq  negativ,  so  sind  wenigstens  zwei  reell 
ungleich  bezeichnete  Wurzeln  vorhanden. 

Satz  von  Harriot-Descartes. 

3)  Eine  vollständige  Gleichung  hat  höchstens  so  viele  -[-Wur- 
zeln, als  Zeichenwechsel,  und  höchstens  so  viele  negative, 
als  Zeichen  folgen.  Fehlende  Glieder  sind  durch  +  0  zu 
ergänzen. 

4)  Sind  alle  Wurzeln  reell,  so  hat  die  Gleichung  genau  so  viel 
Zeichenwechsel,  wie  -|-,  und  Zeichenfolgen,  wie  —  Wurzeln. 

5)  Eine  vollständige  Gleichung  mit  lauter  Zeichenwechseln  kann 
keine  —  und  eine  solche  mit  lauter  Zeichenfolgen  keine 
-J~  Wurzeln  haben. 

Sätze  von  Du  Gua. 

G)  Wenn  zwischen  zwei  Gliedern  einer  unvollständigen  Gleichung 
2  n  Glieder  fehlen,  so  hat  dieselbe  wenigstens  2  n  complexe 
Wurzeln. 

7)  Fehlen  2w  -|-  1  Glieder,  so  sind  mindestens  2n  -j-  2,  oder 
2n  complexe  Wurzeln  vorhanden,  je  nachdem  die  ein- 
schliessenden  Glieder  gleich  oder  ungleich  bezeichnet  sind. 

Satz  von  Budan-Fourier. 

8)  Hat  die  Gleichung  f(x  -f  a)  m  Zeichenwechsel  mehr  als 
die  Gleichung  f(x  -f-  /3),  so  hat  f(x)  =  0  zwischen  den 
Grenzen  a  und  ß  höchstens  m  reelle  Wurzeln. 
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Satz  von  Sturm. 
9)  Sei 

Sei  ferner: 

X  —  X^  (j/  —  OC2 
X\    =  X.2   Q-2   X^ 


^m 


Xtn—2  Xm — j  ^m — 1  Xy, 

X2X3  .  .  .  sind   die  —  genommenen  Reste  und    Q1Q2  -  •  > 
die  Quotienten,  die   sich  bei  der  Aufsuchung  des  grössten 
gemeinschaftlichen  Maasses  zwischen  x  und  Xi  ergeben. 
10)  Setzt  man  in  die  Reihe 

X  Xi  X2   .  .•  •    X)ji 

das  eine  Mal  x  =  a,  das  andere  Mal  x  =  ß^  so  liegen 
zwischen  a  und  ß  genau  so  viele  reelle  Wurzeln,  als  die 
erste  Reihe  mehr  Zeichenwechsel  enthält  als  die  zweite. 

NB.  Aendert  eine  Gleichung  x,-  für  keinen  Werth  von  x 
ihr  Zeichen,  so  enthält  Xr  lauter  complexe  Wurzeln.  Man 
kann  sich  sodann  auf  die  Betrachtung  der  Functionen 
xxi  .  .  .  Xr—iXr  beschränken. 

Die  äussersteu  Grenzen  der  reellen  Wurzeln. 

1)  Ist  a„_i  — ,  jeder  folgende   Coefficient  -f-5  so  ist  cin—i  die 
obere  Grenze  der  -f-  Wurzeln. 

2)  Sei  ür  der  grösste  —  Coefficient,  so  ist  (ür  absolut  genom- 
men) cir  -j-  1  die  obere  Grenze  der  -f-  Wurzeln. 

3)  Um   die   untere   Grenze   der   -j-  Wurzeln   zu   finden,   setze 

X  =  —r  und  ermittele  dieselbe  für  x'. 
x' 

Anhang. 

Eine  Zahl  a,  die  ganz  ist,  kann  nur  dann  eine  Wurzel  der 
Gleichung  f(x)  =  0  sein,  wenn  /(+  1)  durch  a  If  1  theilbar  ist. 

Eine  Gleichung  besitzt  gleiche  Wurzeln,  wenn  für  f(x)  =  0 
und  /'  (x)  =  0  ein  gemeinschaftlicher  Theiler  existirt. 

Die  Beweise  dieser  Sätze  suche  in: 

Serret,  Handbuch  der  höheren  Algebra,  1).  v.  Wertheim. 
Leipzig  1868. 
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§.   41. 

Cubische  Gleichungen. 

2)     x-^+ax^-^-hx  +  c^O,    x^y  —  j, 


3)      x^-^ax'^  +  h:=0,      x=--^,    ^3_|y_^i,^0 


4)  x^-^ax-^h  =  0 

5)  Sei  f^n  /5  =  ||  l/l,    ^^^  ^  _  i;^^,^  1 

6)  ^3_|_^^__^^Q    ^^co^^2«,  2]/^ 


3 
3 


7)     x^—px  +  qz=~^()     4.p?>  <:21qn  x  =  2-. 


V 


8)  xJ~px-q=.-i)     ip^'<:27(fl  ''''^'' 

9)  ä;3  -|)^-f-g  =  o     4jj3>  27(^2     sm3«  =  ^l/5 

2i>   ►^    ^ 

^1  =  2  |/^  sincc 

^2  =  2  y  |-  sm  (60  —  a) 

ö 

^3  ===  —  2]/|-  sm(60  4-  «) 
10)     x^  ~  px  —  q  =  0     ijß  >  27  (f 


iC.. 


X-x 


Gleichungen. 

—  2  |/^  slna 

ö 

—  2  ]/|-  sin  (GO  —  «) 
+  2]//^  sin (60  +  «). 
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§.  42. 
Biquadratische  Gleichungen. 

Sei  gegeben 

)erechne  ^  aus 

2^'   4-    2  rt^2   -(-    («2  _|_    4  c)^    _    ^,2  =    0. 

Sei  ferner  b  positiv,  so  ist  Yj^y.  =  ^^ 

2^1    =^i    +^2-^3 
2^2    ==^1    -    ^0    +    ^3 
2^3--?l+e2    +   ?3 
2^4   =    -    Ül    -    ^2    -    ^3. 

Ist  dagegen  h  negativ,  so  wird: 

2^1=  ^1+^2    +   ^3 

2X2   =  ti    tj    —    ^3 

2X,    ■=-^,    +   ^2-^3 

2x,:=-^,-  ^2  +  ^3     (Euler> 


I 


§.  43. 
Gleichungen  fünften  Grades. 


x^--x--a=:0,    Ä  =  lfbo  —  a,    smwrrzA    ^:^tgn~, 


^2  = 


r^__     r  ^^9^  ^,,  /• d(p 

0  n 


v3  B  R  A^p 

OF  THE 

((  "CTNIVERSIT-^ 
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K                  K               K-^iK'               K-\-2iK' 
«1  ==  y,    «2  =  ^  y,    «3  = g ,    «4  --=- ■ 


5 

^8   ^:::::   ^2 


«5   =  E »6   = 


vx  =  tt^  sin  am  {K  —  4  co^ )  sin  am  {K  —  8  «/] 
A  =1,  2,  3,  4,  5,  6. 


Sei 

(v,„  —  V„)  =  ((«»), 

so  wird 

^                 1 

■^         2   fö'fxVl-x-^ 

A  =  (12)  (26)  (45) 

0,  =  (22)  (31)  (56) 

^3  =  (32)  (43)  (61) 

e,  =  (42)  (54)  (13) 

^5  =  (52)  (14)  (34)  (Hermitej. 

§.  44. 
Näherungsmethoden  zur  Auflösung  der  Gleichungen. 

1)  Seien  Xi   und  X2    zwei   Näherungswerthe   einer   Wurzel 
der  Gleichung 

und   zwar  so,   dass  yi   und  7/2   entgegengesetzte  Zeichen  haben, 
so  ist 

^/i  ^2  —  ^i  ^/2  ^1  —  ^2  ^1  —  ^2 

!/i  -  2/2  Vi  -  y^  Vi-  2/2 

ein  neuer  Näherungswerth.     (Begula  falsi.) 

2)  Seien  Xi   und  ^2    zwei    Näherungswerthe    einer   reellen 
Wurzel  von 

2/=/(^)  =  0, 

so  dass  1/1  und  1/2  entgegengesetzte  Zeichen  und  weder  /'  (x)  =  0 
noch/"(rz;)  =  0  zwischen  Xi  und  x.2  eine  Wurzel  haben,  so  sind 

f{Xi)  ,  /fe) 

•^1  —  /TT — ^     und     ^2  —  7v7    \" 

/  (^1)  /  te) 

zwei  neue  Näherungswerthe.    (Methode  von  Newton.) 
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3)  Sei 

(p  (x)  =  0,     cp  (a)  =  «, 
a  eine  ganze  Zahl  und 

a  ^  X  -^  a  -\-  l, 
setze 

1      , 

Xi 

dieses  giebt 

(f  (^a  -f  — j  =  t{o[^i)  =  0. 

Sei  nun 

«1  ^  ^1  ^  «1  +  1, 
tti  eine  ganze  Zahl  etc.,  so  wird 
1 

6*1  +_1_ 

<'h  +  •  •  •     (Methode  von  Lag  ränge). 

4)  Sei  /(y-j-  zi)  -—  0,  so  ist  y  und  z  gegeben  durch: 


fiy) 


ilM..,^f:ZM.. 


2! 


4! 


/'r,)_m,.+/4M,._.._o 
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^  ^0 


f(x,y)  =  0     (p(x,y)^0 


5)    Seien 

gegeben,  und 

Xi  ?/i,  x^  y-ii  ^z  y-i 
drei  Paare  von  Näherungswerthen,  und  sei 

^^  =f(^y.yxl     t".  =  ^{Xy.yy),     X  =  1,  2,  3, 


^3    —   ^3  ^2J       ^2    =  -^3  ^1    —    ^1  ^35      ^i    =  -2^1  ^2    —    ^2  ?1 


so  ist  genauer 


x^  = 
Vi  = 


^i  z/i  -f-  X.2  z/2  +  x-^  z/.^ 

^1   +  ^2   +   -^3 

^1  ^1  +  y>  ^2  +  !/3  A 


j,  +  z/2  +  ^3 

6)     Seien  rci  und  yi  die  Näherungswerthe  zu 
Man  bestimme  §  und  iq  aus: 


76 

SO  sind 


Determinanten. 


a;,  +  I    und    2/1  +  Tj 
zwei  neue  Näherungswertlie. 

Die  Litteratur  der  Theorie  der  Gleichungen  findet  man  in 
den  „Grundzügen  der  ant.  und  mod.  Algebra"  von  L.  Mat- 
thiessen,  Leipzig  1878.     Praktisch  sehr  zu  empfehlen: 

Scheffler's  Auflösung  der  algebr.  und  transcend.  Gleichun- 
gen.    Braunschweig  1859. 

§.  45. 
Die  Determinanten. 

a  b  c\ 


1)     '^  —  S  ±  ^1  ^2  <^3  =  (<^i  h  C3)  = 

«1        ^1        6'i 
\  / 

\     y 

a-i     h-i     C2 

«3     h     ^3 


üi     hl      Ci 

'  /  \  ■ 

«2         &2         C3 


1  2  3 


•4- 


2)  ^  --   «1  &2  ^3  -f-  <^2  ^3  ^1  +  ^^3  ^1  ^3  —  ('h  ^2  ^1   —  «1  ^3  <?2  ~  ^*2  ^1  ^3 

3)  Z/   =    —    (6i  «2  ^3)   =   +   (^1  ^2  %)   ==    —    (Cl  62  %) 

ai  -f  &i  (/i  +  Ci  ^2,  &i  +  Ci  r,  Ci 
<^2  +  ^2  ^ii  +  C2  (b^  h  +  ^2  ^,  C.2 
ch  +  h  qi  +  Co  q.2,  h-i  -f  C3  r,  C3 


4)     z/ 


1 


a  ß  y 


eil  «,  &J  ßi  Ci  }^ 

«2  a,  62  /^^  ^2  7^ 

=r: 

6(3  W,  &3  )^,  C3  )^ 

5)     z/  "  N  ax  -7^ —  =  >^  («x  On)  ^ ^7- 


6) 


1  cii  a^...  «i"-! 

i.    Wji   Otjj  .  . .  dfi 


(«2  —  «j)  («3  —  «1)  .  •  .  («n  —  «1) 
(0«3  —  «2)  .  .  .  («H  —  «2) 


On-2  Qu  -3 


...(«-1) 


(«n  —  «n-l) 


Determinanten. 
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7)    Sei 
so  wird: 


f{x)  =r  (a;  —  X^)  {X   —   X.,)  ,  .  ,{X  ~~   Xn\ 


/(xj/(:^,).../fc) 


X  —  05|  Ä^  —  Wjj 


8) 


9) 


tti     ^/ 


«2    ^2 
rtli  .  .  .  tti„ 


«1    /^l 
«2    /?2 


f^2  «1    +  &2  /^i       «2  «2   +   h.2  ß, 


a„i . . .  a, 


^11  -.-^hn 


Ofii  •  •  •  Ofiti 


2  rt;;l  ftxl  .  .  .  2  «XI  h, 


10) 


2  '^^^  ^^i''  •  •  •  2  "^"  ^^" 

^  y 

Xi  Vi 


2  ö^^n  &X1  .  .  .  2«;.n  ^> 


+ 


^1  -^1 


+ 


?/    ^ 
2/i^l 


1)    Ist 

ßi  :r  -f-  &i  ?/  -f-  Cj  ^  =  C?l  • 

a^  X  ~\-  h^  y  -\-  €-2  z  ^=  d^ 

a^x  -{-h^y  -\-  c-iS  ^-^  d^ 
so  wird: 

X  (ai  &2  Ca)  =  (f?i  ^^2  Ca),  2/  (c^i  h  c-^  =  («i  ^(^2  c-^),  ^  («i  ?^2  C3)  =  («1  ?>2  ^3). 
12)    Sei 

wobei  AtnSm-.'Ljn  die  Unterdeterminanten  sind,  sei  ferner 

so  wird  z/'  die  reciproke  Determinante  genannt.  Gleichliegende 
Elemente,  z.  B.  «„  in  z/  und  ^„  in  z/',  werden  adjungirte  Ele- 
mente genannt. 


Ks  j;t>l(vn  mm  rol^^ondo  Sätze: 
n)  ^'==^»»-» 

14)  ai^/-«=F(J5aOa.../^.,) 

(fri  />,)  ^-»  =  ( C^  A . . .  /^n)  oto. 

15)  (^/r  ==  (^'0' 
U;)     Ist   in 

a<„  =  «Wv  P<^  wird  sio  symmotrisch,  ist  daiijogou 
a,,,  rrr  --  a^,  SO  wii'd  sio  aymmctral  jjjonauiit. 
Das  Quadrat  einer  Determinante  ist  eine  synunetriselie  Deter- 
minante. 

17)     Für   die   lintordetorminanton  einer  syninirtrisrhon    Doter- 


lU 


inante  üilt  der  8at/ 


ö 


Ai»  =  Aiti* 

\S)     Ist  t'vM'ner 

(iKt  ~  —  <»ix     und     an  —  ü, 

so  ist   die  Determinante  ein  Quadrat. 

DM     Ist 

a^  =  —  UiM     und     (I,-,-  =  ßy 

so  wird 

zf  ==  Ä-  +  «--»  i'  +  e''-'  Q  -I 

dabei  sind  P>  (J  .  .  .    Summen  von  Quadraten. 

liitteratur  und  Deweise  suelie  in  r>al/er:    Theorie  und  An- 
wendung der  Determinanten.     Leipzig. 

Jaooln,  Crolle's  ,1onrn.  Inl.  Wll. 


Dio  linearen  nnd  orthogonalen  Substitutionen. 
1)     Die  Substitution 

heisst  eine  lineare. 

o^     3/~  2±  ^i^Vj-'-'^mh  ^vird  die    Determinante  (Modu- 

lus)  der  Substitutii^n  genannt. 

Ist   M     •  ±  l,  so  nennt  man  die  Substitution  unimodular 


SiibHiitulioMcn.  IW 

n)    Wird 

fy   —  (hl  .r,     ■  |~  Öi^,i  .^2   "] fiyn  Xn 

diiicli 

:''y         '    fh\   V\       I       '>X2  Vi      \     •••   f^xn  Vn 

triiüblbrnürt  in 

fx  '—   ('y\  Vi   ■[■  Cx'iV^      |-  ^'xnVm 

Bo  ist 

^)     Imik^    liuciin»    SubHÜtulion    wird    oriliof^onal    gonaimt, 

wcmi 

?/'      I      V'I  4 ?/n   "^   ^'  -|      ^'^      1      •••   ^n- 

5)     Sei 

a?*  ~  Cyi  Vi    I "  f'x'2  Vi    I    •  •  •  '"><»  Vn 
eine  orthogonale  Substitution,  ho  wird; 

^^-(-c^-l I    d. -.  1 

V(M'^l('ic.li(^  jtncli :     I''mi('t,i()iiM,ld(^t(M'ini!i)nit,(^u. 
liiUcniliir:    IJ;ilz(>i',    Tlicoriti    und    Anvv(Mi(hing    der    Dotor- 
dnanteu.    III.  Anll.,  i^.  i'1. 


§.  47. 
Dio  homogonon  Funotionon  und  Formen. 
Soi  /  ciiui  lioni()g(Mi(5  Kniiciion  d(4*  Variublen 

von  dci-  Oitlnung  ?)/,  ho  wird: 

2)     ?/(;/       Ij...(n-   7  I    !)/      (  V].r''J-  )  f)'?/(Kulor'8Satz). 
Soi 

-  df  _         '()•'/    ___ 

[BO  wird 
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Die  homogene  Function  u  von  m  Dimensionen  wird,  wenn 
sie  rational  und  ganz  ist  und  ganze  Coefficienten  hat,  eine  Form 
wten  Grades  (quadratisch,  cubisch,  .  .  .),  von  n  willkürlichen 
Variablen  (binär,  ternär,  .  .  .)  genannt. 

Sei 

U ^     Ctiy.  OCi  OCy, 

iy.  ' 

eine  quadratische  Form,  so  wird 

I^  =   —  2   i   ^11  ^22  •  •  •   Cfnn 

die  Determinante  der  Form  u  genannt.     Sei  hiy,   der  Coefficient 
von  aiit  in  i?,  so  ist  die  Form 

u  =  —  'y]biy.yiyy, 

iy. 

der  Form  u  adjungirt. 

Die  Determinante  der  adjungirten  Form  ist  die  (n  —  l)te 
Potenz  der  Determinante  der  Form. 

Vergleiche:  Balz  er,  Theorie  und  Anwendung  der  Deter- 
minanten, §.  13. 

§.  48. 
Die  Functional- Determinanten. 

1)  Seien  yi  y-i-"  yn  Functionen  von  XiX^^-.  Xn,  so  wird 

-^  ~  dxi  dx.2       ^  Xn 
die  Functional-  oder  Jacobi'sche  Determinante  genannt,  und  mit 

0  [jX/l  X-J  .  •  .  Xyi) 

bezeichnet. 

2)  Sind  yiy2"-yn  nicht  unabhängig,  sondern  durch 

^{yiy-i'-'yn)  =  o 

verbunden,  so  ist  z^  ==  0  und  umgekehrt. 

3)  Sind  die  Grössen  y  durch 

F^{xi...Xn  yi".yn)  =  0 


Fn{xi.-.o(rnyi-"yn)  ^  0 
gegeben,  so  ist:  ^  _ 


Functional  -  Determinanten. 
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2±ll^l!^-%  =-(-!)" 


~  d  Xi        d  Xn 
^j^'dt\       dFn 


'dxi'dx^      dXn 

4)  Seien  t/iy^-'-yn  Functionen  von  Xi x.2... a*«,  so  sind  auch 
Xi...Xn  Functionen  von  y^ij^...  yn^  die  Functionen  sollen  in  beiden 
Fällen  von  einander  unabhängig  sein,  sodann  ist: 


2± 


9jA 
dXi 


cyn 

dXn 


2 


dx^ 
cyi 


dx. 


=  1. 


5)     Sei 


Vij 


d'^y 


dXi  dXj"* 


so  wird  die  Determinante 
II 


2/» 


2  ±  ^11  ^22 

die  Hesse 'sehe  genannt. 

6)  Ist  //=  0,  so  ist  immer 

«1  yi  +  «2  y^  -\ —    ein  y»  =  o, 

wo  ttiü^  .  »  .  an  constante  Grössen  sind,  und 

7)  die  Function  y  kann  durch  eine  lineare  Substitution  auf 
eine  homogene  Function  von  (n  —  1)  Variablen  reducirt  werden 
und  umgekehrt. 

8)  Die  Hesse'  sehe  Determinante  der  transformirten  Function 
unterscheidet  sich  von  der  der  Originalfunction  nur  um  einen 
mit  dem  Quadrat  des  Modulus  der  Transformation  übereinstim- 
menden Factor,  d.  h. 

II{fy)  =  H(f.).M-K 

9)  Wenn  die  H  einer  homogenen  ganzen  Function  von  n 
Variablen  identisch  verschwindet  und  ausserdem  der  partielle 
Differentialquotient  derselben  nach  einem  ihrer  Elemente,  so 
verschwinden  auch  alle  übrigen  identisch  und  die  Function  kann 
durch  eine  lineare  Substitution  auf  eine  Function  von  (n  —  2) 
Variablen  reducirt  werden. 

Litteratur:    Balzer,  Theorie  der  Determinanten. 
Salmon:    Vorlesungen  zur  Einführung  in   die  Algebra   der 
linearen  Transformationen.     Deutsch  von  Fiedler. 

C leb  seh:    Theorie  der  binären  Formen  u.  m.  andere. 


Laska,   mathem,  Fonaelusammlung. 


82  WahrscheinlichkeitsreclmuDg. 

§.49. 
Wahrscheinlichkeitsreclinting:. 

1)  Sei  p  die  Anzahl  der  günstigen,  q  die  der  ungünstigen, 
n  die  der  überhaupt  möglichen,  so  dass  p  -\-  q  =  n^  und  sei  die 
absolute  Wahrscheinlichkeit  für  das  Eintreffen  des  Ereig- 
nisses w,  jene  für  das  Nichteintreffen  Wi^  so  ist 

IV  =  — ,      IVi  =  —y      w  ~\-  Wi  =  l, 

n  n  ^ 

Man  sagt:  ein  Ereigniss  ist 

gewiss,  wahrscheinlich,  zweifelhaft,  unwahrscheinlich,  unmöglich,  wenn 

IV  =    l,  >  i  =1  <  1  =0. 

2)  Sei  die  Anzahl  aller  Fälle  w,  der  dem  Ereigniss  Ä  gün- 
stigen p,  der  dem  Ereigniss  B  günstigen  q  und  p  -{-  q  <^  n^  so 
ist,  wenn  alle  übrigen  Fälle  unberücksichtigt  bleiben,  die  Wahr- 
scheinlichkeit für  das  Eintreffen  des  Ereignisses 


p  +  q  tÜA  +  IVB 

B  '•'  — 7 —  := ^ (Relative  Wahrscheinlichkeit). 

i>  +  g  IVA  +  IVB 

3)  Seien  ^(/'i  w^  ,..Wn  die  Wahrscheinlichkeiten  mehrerer  ein- 
zelnen Ereignisse,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  alle  diese 
zusammentreffen 

W=tViW2iVi  ...i(;„(Zusammengesetzte  Wahrscheinlichkeit). 

4)  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ein  Ereigniss  Ä^  dessen 
Wahrscheinlichkeit  tv  ist,  sich  wmal  wiederholt,  ist: 

W  =  (w)". 

5)  Seien  Wi  ...  iVn  die  Wahrscheinlichkeiten  der  Ereignisse 
AB...N,  man  fragt  nach  der  Wahrscheinlichkeit,  dass  das 
erste,  oder  wenn  dieses  nicht,  so  doch  das  zweite  etc.  Ereigniss 
eintritt,  diese  ist  gegeben  durch: 

W  =\  —  {\—  %v,){\  ~  iv<,)  ...  (1  —  Wn). 

6)  Sei  s  eine  zu  gewinnende  Summe,  w  die  Wahrschein- 
lichkeit des  Gewinnes,  so  ist 

sio 
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die  mathematische  Hoffnung  oder  Erwartung.  Hängt  der  Gewinn 
von  mehreren  Ereignissen  ab ,  und  seien  Si  Sg . . .  s«  die  zu  er- 
wartenden Summen,  WitV2...iVn  die  Wahrscheinlichkeiten  jeder 
dieser  Summe,  so  ist 

7)  Seien  i(;i  w.2..-  iVn  die  Wahrscheinlichkeiten  von  AB  ...N^ 
und 

i^\  +  1^2  H -f-  ^^'"  =  1' 

und  man  sucht  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  in 

«i   -|-  «2   H -\-  ein  ■=  0^ 

Versuchen  das  Ereigniss  A  «imal,  das  Ereigniss  B  «2  mal  etc. 
eintritt,  so  ist  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  gegeben  durch: 

«1 ;  6*2  1  .  .  .   tln  ' 

8)  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ein  Ereigniss  A^  dessen 
Wahrscheinlichkeit  w  ist,  in  a  Versuchen  wenigstens  ymal  ein- 
tritt, ist: 

W={w)y\l  +  f  (1  -  t.)  +Zi2_lLi)  (1  ^  ,,y  +  .  .  . 

^     1.2.3...  (cc  -  y)     ^  ^^^      / 

9)  Alle  bisher  betrachteten  Wahrscheinlichkeiten  waren  Wahr- 
scheinlichkeiten a  priori,  auch  deductive  Wahrscheinlichkeiten; 
die  folgenden  sind  Wahrscheinlichkeiten  a  posteriori  oder  in- 
ductive  Wahrscheinlichkeiten.  Fundamentalsatz  (Bayes^  Phil. 
Trans.  1763).  Die  Wahrscheinlichkeiten  zweier  Hypothesen  ver- 
halten sich  so  zu  einander,  wie  die  absoluten  Wahrscheinlich- 
keiten der  aus  diesen  Hypothesen  resultirenden  Ereignisse. 

10)  Sei  in  n  Versuchen  pmal  das  Ereigniss  A,  qmn\  das 
Ereigniss  B  eingetreten  etc. ,  und  seien  FiF.j...  Pn  die  Wahr- 
scheinlichkeiten a  priori  (gerechnet  nach  7)  der  Hypothesen 
H1H2 .-.  Iln^  so  ist  die  Walirscheinlichkeit  für  die  Hypothese  Hr 
gegeben  durch 

TT     ^_r 

11)  Sei  n  =  p  -\-  q  die  Anzahl  der  Ereignisse,  und  es  ist 
pmal  das  Ereigniss  A,  qmal  das  Ereigniss  B  eingetreten,  sei  W 
die  Wahrscheinlichkeit,  dass  in  ferneren  n'  =  p'  -^  q'  Versuchen 

6* 
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Ä  p' mal  und  B  q' mal  eintritt.  Seien  ferner  Hi  H^...  Ilr  die 
Hypothesen,  tt^i . . .  iVr  die  absoluten  Wahrscheinlichkeiten  für  das 
Eintreffen,  Vi...Vr  für  das  Nichteintreffen  von  A^  also  für  das 
Eintreffen  von  J5,  so  ist 


W^-{^'^±UI-Mot. 


12)  Die  Wahrscheinlichkeit  einer  Hypothese  //,  kraft  wel- 
cher die  absolute  Wahrscheinlichkeit  des  Ereignisses  A^  welches 
^mal  beobachtet  wurde,  x  ist,  ist  gegeben  durch 

rr  XV  a    —   Xyidx 

H^—^ ^ p-^q-r-n. 

f  xP(l  —  x)'iäx 

0 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  x  innerhalb  der  Grenzen  a  und  ß 
liegt,  ist 

lxv(l  —  xfdx 


rxi>{\  —■  xfdx 


13)  Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit  P  der  Hypothese, 
dass,  nachdem  in  n  =  p  -\-  q  Ereignissen  A  p  mal,  B  q  mal  ein- 
getreten, in  n'  =  p'  -\-  ((  Ereignissen  A  y  mal,  B  (j;'mal  eintritt? 

p  _  /i^'  +  i\  fp  +  i)...(p+iy)to  +  i)-.-(g  +  gO 

oder  für  sehr  grosse  pqp'  (( 

.    .    .O^+^'+ö'         («+«'+!)  (^+3+1) 

\    y     /      0^+i)    (^+^)  ,     ,       ,     ,,     ,(p+'/+^>'+9'+|) 
i>       -g        -O^  +  g+i^+gJ 

14)  Das  Ereigniss  A  ist  j9  mal  eingetreten,  das  Ereigniss  B 
gmal  in  n  =^  p  -\-  q  Versuchen,  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  im 
{n  -f-  l)ten  Versuche  A  eintritt,  ist: 

i)+  1 
.  i>  +  g  +  2  ' 

15)  In  n  Versuchen  ist  A  eingetreten,  die  Wahrscheinlich- 
keit, dass  J.  im  (n  -f-  l)ten  Versuche  eintritt,  ist 

n  +  1 
n  -[-  2 ' 
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16)     Sei  Ä  nmsd  eingetreten,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit, 
dass  Ä  eher  als  B  eintritt,  gleich 

1 


1  — 


2«+] 


Methode  der  kleinsten  Quadrate  und  die  Fehlerrechnung 
vide  6.  Lieferung.  Wegen  der  Ableitungen  etc.  vide  Meyer: 
Vorlesungen  über  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  Deutsch  von 
E.  C  zu  her.  Leipzig  1879.  Hagen:  Grundzüge  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung.   Berlin  1882. 


§•  50. 
Differenzen -Reclinung. 

A.     Symbole. 

1)  Ux  —  cp  (x) 

2)  ZJ  U:c   ^   (P  (X  -[-   ^  X)   —    (f  (X) 

3)  z/'"z/»»w^  =  //'"+» w^     (zfx=l  für  gewöhnlich) 

4)  [x, m]  =  x(x  —  l)...  (x  —  m  -{-  l) 

5)  D  Ux  =  cp(x  -^  zix) 

6)  i)  =r  1  -f-  z/.    Symbolisch  für  D  Ux  =  w^  +  ^  Ux 

,     1     d^U:,  . 


1.2  dx^ 

8)  D^  =  (l  +  Af 

9)  z/  =:  e^^  —  1 

10)  Z/»^'»  —   (^  _j_  |^)m   _   ^  (^  _|_  ^  __   \Y 

11)  z/«0'"  =  z/»^'"  für  ^  =  0 

12)  z/"0"  =  n\ 

1 3)  z/»  0'«  =  )^'»  —n(n  —  1)"^  +  ^^^^-?"!  ^-  (»^  —  S)''» 

n  (n  —  1)  (n  —  2)   ,  „,      , 

1.23 '(n-3r  +  --- 
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Differenzen  -  Eeclmung. 


Ji 

J2 

J3 

J* 

J5 

jc 

z/7 

z/8 

z/'J 

JIO 

Ol 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

02 

2 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

03 

6 

6 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0^ 

U 

36 

24 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

05 

30 

150 

240 

120 

0 

0 

0 

0 

0 

06 

62 

540 

1560 

1800 

720 

0 

0 

0 

0 

07 

12G 

1806 

8400 

16800 

15120 

5040 

0 

0 

0 

08 

251 

5796 

40824 

126000 

191520 

141120 

40320 

0 

0 

0« 

510 

18150 

186480 

834120 

1905120 

2328480 

1451520 

362880 

0 

010 

1022 

55980 

818520 

5103000 

16435440 

29635200 

30240000 

16329600 

3628800 

B.    Formeln. 


14)  /i  \x^  w]  =  m  \x,  m  —  1] 

15)  ^      1 


\x^  m~\  [x^  m  —  1] 


16)    ^logux  =  ^og 


17)  z/"a^^  =  (a"^  —  1)»^«'"« 

18)  z/"  sin  (ax-{-h)=  (2  sin  ^X  sin  Lx  +h  +  ^L^^zL^j 

19)  z/"  cos  (ax  +  ^)  =  (^  sin  ^X  cosLx  +h  +  'l(^L±JL}\ 

20)  ^tgnax 


sin  a 


21)    zJcotgax  = 


cosax  cosx  -\-  la 

—  sina 


sin  a  X  sin  x  -\-  \a 


22)  J  ^^—.  ^x^Ux  —  Ux^Vx 

Vx  Vx  V^^^ 

23)  Z/  U^  Voo   =  U'x  ^^x  +  Vx^Ux 
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24)     Sei  u  eine  Function  der  Veränderlichen  xys.,.^  deren 
Differenzen  ^  x,  zi  y,  z/  ^  . . .  constant  sind,  so  wird 

jnu  =  l^l^i  J^  A.  ja!^  (^l  +  ^  Jy^ ifu  (symbolisch). 


y 

n(n  -\-  1) 


5)      J"  il^  =  ll^^n  —   n  tix+n~l  H j-2 ^^x+n-2 


z/2  0"  z/=^0» 

26)  a;n_^0"^  +  -^[^,2]  +  ^[^,3]+... 

27)  ao  +  aia;  +  a2^+a3^-^  +  ... 

f  x^ 

=  e"^  lao-{- X  J ciq  -{-  j-^ ^^  ao  + 

28)  ^     _.  J_  _  '^^^x     I    ^K^^  —  l)^^Wx 


«a; + n  ^< a:  ^^x  ^x  + 1  ^'x  Ux + 1  Wx + 2 

^  .        1  1  (n  —  m)  z/  U:^       (n  —  wi)  (n  —  m  —  1) 

2jj      —  —  — |—  ■ — ^ 

Ux-\-n  'i^x-{-m  '^x+m  '^x+m  +  1  'i^x+m'^x-\-m+l  Uxi-m  +  2 


§.  51. 
Summen- Reclinung. 


IN       TT'  r  1  [-^^^^  +  1]     I     n        X 

1)     2j  [^'  *^^]  =      ni4-l      +  ^^^^^• 


2\      '^ ]^ \ t 1    Q 

^  [a  -^  X  -{-  m^  m]  7n  [a  -\-  x  -\-  m^  in  —  1] 

3)     2 ^ ^C-- ^ 


tx  Wx+1  .  .  •  Kx+m  «  '>?  i^a;  .  .  .  W^  4-  m-1 

4)  2j  ^^ ^^+1  •  •  •  ^^x-m+1  =  — .     4-  Da ' 

wenn  tta.  =  a.r  -|-  6. 

5)  2  «.-  =  c  +  «„  ^  +  z/«„  M  +  ^2«„  J^  +,  , 
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1.2.3  "*"*" 

i^=:  1,  2,  3,...  iC 

2   ^^   -  i.   ^3   ^  i.  ^2  +  i.  ^ 


5  '2  '3  30 

1     .    ,     1     .    .     5      .         1 


^x^^~x<^-]-^^'  +  ^x^- 


12 


;r2 


(2^  +  1)    /^2^'"^^  ==  2  -^'""^^ 

0 

Euler,  Nov.  Acta  Petropol.    Tom.  II. 

8)  ^  ^-  ^  (^  +  ^r^'-  (1  +  -^  pn 

9)  V  (_  i)x+x  ^n  _  (1  +  ^)  -i-mi  +  ^)-H  ^j,. 

'^^  2  —[-  z/ 

,      1  du,.  1    <:?3|^, 


10)     ^Ux  —  c-^-j  u^dx  —  - 

0 

+ 


2      "^    M2  f^ic         720  f^^3 

1       d'^  Ux 
3Ö24Ö"Ji^  * 


Näheres  in:  Sclilömilcli,  Theorie  der  Differenz-  und  Sum- 
menrechnung, Halle  1848.  Boole,  Grundlehren  der  endl.  Diffe- 
renz- und  Summenrechnung,  1867.  Herschel,  Sammlung  von 
Aufgaben  aus  der  endl.  Summen-  und  Differenzenrechnung,  1859. 
Die  beiden  letzteren  deutsch  von  Schnusse,  Braunschweig. 
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Zusätze  zum  §.  50  und  51, 

Anwendung  dieser  Formeln  zur  Summation  von  Reihen. 
Um 

P  -f  22  -f  32-f...  a;^ 

zu  Summiren,  muss  man  (x  -|-  l)-^  integriren.     Nun  ist 

2(^  +  1)^  =  2(^^  +  2^+1) 

Nach  der  Formel  26)  ist  aber 

x^  =^  X  -\-  x(x  ~  1), 
wir  haben  also 

•;2(x  +  -iy  =  -^x(x~i)  +  3^x  +x. 

Nun  ist  nach  1),  §.51 

>rp,      .  ,.         x(x  —  l)(x  —  2) 

2j  ^(^  -  1)  =  -^^ 3^-^ 

V^^^(^-i) . 

Wir  haben  also 

2  (.  +  1)^  =  .  +  5i^+^  +  ^(^^^ili^^lA)  +  Const. 

Für  X  —  1  wird  ^x=l,  also  1  =  1  -f- Const.,  woraus  Const. 
=  0  folgt. 

Theorem:     Sei  u^  z=  a  -\-  Jix,  so  wird  die  Function 

(p  +  qx  -[-  rx^)s'' 


Ux  ...    li 


integrabel,  wenn 


X+JM-l 


V 


s  —  m  -f- 1 


und  ihr  Integral  ist 

{A-\~  Bx)s■ 


UT....  u 


wobei 


x-'rm~2 


Const., 


4  =        ^         —1-4-  £-Ili^L+-ll  >• 

(s  —  l)h        [h  ~^       s  —  l      j'(s  —  l)h 

^""  (s  -  l)h' 
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Löst  man  die  Bedingungsgleichung  in  Bezug  auf  s  auf,  so 
erhält  man  zwei  Werthe  von  s,  die  diese  Function  integrabel 
machen. 

So  ist  beispielsweise 
2        1,21,41,  1  (^  1  ] 


■^3.5  *  3^"^ 5.7  '  3:^"^  4  1 


1.3      3  "^3.5     3^  "^5.7     3=^  ^  4\        (2^+1). 3^) 

Diese  Reihe  hat  x  Glieder. 

Manchmal   kann   man  ohne   Anwendung   der   Formeln   sich 
leicht  eine  integrable  Form  verschaffen. 
Sei  z.  B.  die  summirende  Reihe: 

1.3  "^2.4"^  3.5  "^         x{x-{-2) 
Man  hat 

hier  kann  man  Formel  28),  §.  50,   anwenden.     Man  kann  aber 
auch  einfacher  wie  folgt  verfahren: 

>^  _  x^ ^  +  ^ 

2j^x^i  —  2j(x  +  l)(x  +  2)(x  +  3) 

==  2  |(^.+  l)(x  +  2)(^  +  3)  +  (^+  2)(:^  +  3)' 

i 


woraus  nach  Bestimmung  der  Constanten 

^ST»  ~  3x'^  +  bx 

2^""^^^  —  4(^  +  1)(^  +  2) 


folgt. 
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§•  52. 

Zins-,  Zinseszins-  und  Renten -Rechnung. 

Sei  Ä  das  Anfangscapital,  E  das  Endcapital,  p  die  Procente, 
q  =z  l  -\-  — ^  der  Zinsfuss,  +  ^  ^i^  Rente,  w  die  Anzahl  der 
Jahre,  Z  die  Zinsen  nach  n  Jahren. 

NB.    Werden    Zinsen  und   Rente   in    je  —  tel  Jahren    ver- 

rechnet,  so  ist  in  nachstehenden  Formeln  —   statt    p    und   m  n 

m 

statt  n  zu  setzen. 

1)  Zinsrechnung. 

,    p  .        100  Z  100^  100  Z 

Z^=^  A  -rj—  n,    A== ,     p  =  —. — ,     n  = r-  • 

100  pn  '     ^         An  ^  pA 

2)  Einfache  Zinseszinsrechnung. 

Ein  Capital  verm  facht  sich,  wenn 

log  m  iv 

3)  Zusammengesetzte  Zinseszinsrechnung. 

E=Ar±'^-^(qn-l) 

„   .         ^_  lOOJ?  , 
qnA  =  E -^  —^  (qn  -  l) 

^^  hg(pE  ±  100  R)  -  logjpA  ±  100  i?) 
logq 

A<t  ±  n  ^H-ZlI  —  e  =0, 
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4)    RentenreclmungjjG'^O     li  ^  A  -—^ 


log  100  B,  ~  log (100  B  —  p  A) 
logq 


Aq^  -  B^- ~ 


0. 


Siehe  Spitzer:  Anleitung  zur  Berechnung  der  Leibrenten. 
Wien  1881.  Morgenbesser:  Mathematische  Grundlagen  des 
ges.  Versicherungswesens.     Berlin  1882. 
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Tafeln. 


I.     Tafel  für  die  Zahl  e. 

e  =  2,71828     18284    59045    2353G    02874    71353 


n 

en 

(1)" 

n  e 

n 

c 

1 

2,71828 

0,36788 

2,71828 

0,36788 

2 

7,38906 

0,13534 

5,43656 

0,73576 

3 

20,08554 

0,04979 

8,15485 

1,10364 

4 

54,59815 

0,01832 

10,87313 

1,47152 

5 

148,41316 

0,00674 

13,59141 

1,83940 

G 

403,42879 

0,00248 

16,30969 

2,20728 

7 

1096,63316 

0,00091 

19,02797 

2,57516 

8 

2980,95799 

0,00034 

21,74625 

2,94304 

9 

8103,08393 

0,00012 

24,46454 

3,31091 

n 

cn 

n 

en 

0,01 

1,01005 

0,1 

1,10517 

0,02 

1,02020 

0,2 

1,22140 

0,03 

1,03045 

0,3 

1,34986 

0,04 

1,04081 

0,4 

1,49183 

0,05 

1,05127 

0,5 

1,64872 

0,06 

1,06184 

0,6 

1,82212 

0,07 

1,07251 

0,7 

2,01375 

0,08 

1,08329 

0,8 

2,22554 

0,09 

1,09417 

0,9 

2,45960 

Man  beachte  beim  Gebrauche  dieser  Tafel  die  Identitäten 

?J  c  h_         _£_ 


ea  +  (}—  e«  (i  -L  J<  -I-  /i 


Sei 


lognate  =  1 
logvulge  =  0,434294482 


€^  =  ^,  SO  ist 
lognatz  =  x 
logvulgz  =  x. logvulge  —  rc .  0,434294481903251827651128919  . 
Es  ist  ferner 

lognat    1  =  0 

lognat  10  =  2,3025851... 

l/e  =  1,444667... 

Es  ist  y  e  ">  Y  z,  wobei  z  eine  beliebige  Zahl  bedeuten  kann. 
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II.     Numerische  Wertlie  für  tt. 
n  =  3,14159    26535    89793    23846    26433    83279    50288 
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Arg. 

VaJor. 

Log.  vulg. 

Log.  nat. 

n 
2tx 

3,1415926536 

6,283185 

0,497149873 
0,798180 

1,144730 

1,837877 

n 
~2 

1,570796 

0,196120 

0,451583 

TT 
T 

0,785398 

0,895090  —  1 

0,758436  —  1 

TT 

1,047198 

0,020029 

0,046118 

2 

2,094395 

0,321059 

0,739265 

4 

4,188790 

0,622089 

1,432412 

n 

0,3183098862 

0,502850—1 

0,855270  —  2 

1 
2n 

0,159155 

0,201820  —  1 

0,162123-2 

7r2 

7j3 

9,8696044011 
31,0062766803 

0,994300 
1,491450 

2,289460 
3,434190 

1 

0,1013211836 

0,005700  —  1 

0,710540  —  3 

V. 

1,7724538509 

0,248575 

0,572365 

V^ 

0,5641895835 

0,751425  —  1 

0,427635  —  1 

f" 

1,4645918876 

0,165717 

0,381577 

n 

0,6827840633 

0,834283  —  1 

0,618423  —  1 

log  natn 

1,1447298858 

0,058703 

0,135169 

Näherungsbrüche  für  1  :  n 

1   7  106  113  33102   33215   66317 


99532 

3  '  22'  333'  355'  103993'  104348'  208341'  312689 
Einige  tt- Reihen: 

^  =  1  _  1  +  i  -  1  4-  1  _  1  +  .  .  . 
4  3~5  7^9  11' 

2  1/2   "~      "1"    3  5  7    "^    9    ~^  11 


Ö   TT 

l2 


2y3 


-1H--  +  - 


9         11  ^  13  ^ 


=  1 


1  4.  1  _  1    .    1  _  1    .    1  _ 
5^7  11  ^  13         17  ^  19 


16  ~  "^        22         32 


12  1^2       I 


3  7l3 


14-1-1- 


52 


1-1+1+ 


82 


92 


I4.I      .      l.__l_ 
73    ^   93    T^    113  133 


641/2 
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111.     Tafel  der  Binomial-Coefficienten. 


(l) 

(2) 

(3) 

(1)|(5)  (c)   0) 

(s)  (9) 

(10)  GOKiO 

1 

2 
3 

1 
1 
3 

1 

4 

6 

4 

1 

• 

5 

10 

10 

5 

1 

6 

15 

20 

15 

6 

1 

7 

21 

35 

35 

21 

7 

1 

8 

28 

56 

70 

56 

28 

8 

1 

9 

36 

84 

126 

126 

84 

36 

9 

1 

10 

45 

120 

210 

252 

210 

120 

45 

10 

1 

11 

55 

165 

330 

462 

462 

330 

165 

55 

11 

1 

12 

66 

220 

495 

792 

924 

792 

495 

220 

66 

12 

1 

13 

78 

286 

715 

1287 

1716 

1716 

1287 

715 

286 

78 

13 

14 

91 

364 

1001 

2002 

3003 

3432 

3003 

2002 

1001 

364 

91 

15 

105 

455 

1365 

3003 

5005 

6435 

6435 

5005 

3003 

1365 

455 

16 

120 

560 

1820 

4368 

8008 

11440 

12870 

11440 

8008 

4368 

1820 

17 

136 

680 

2380 

6188 

12376 

19448 

24310 

24310 

19448 

12376 

6188 

18 

153 

816 

3060 

8568 

18564 

31824 

43758 

48620 

43758 

31824 

18564 

19 

171 

969 

3876 

11628 

27132 

50388 

75582 

92378 

92378 

75582 

50388 

20 

190 

1140 

4845 

15504 

38760 

77520 

125970 

167960 

184756 

167960 

125970 

Man  beachte  die  Definition: 

__  n  {n  —  1)  (71  —  2) 


C) 


y-  4-1) 


1.2.3 


und  die  Sätze : 


Tafeln. 
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IV.     Logarithmen  einiger  Facultäten. 


Es  ist 


1  13        \  "^ 

lo(j{x\)  =  Iog\2n  -f  xlog  pc  +   —  log  x  —  •^'  +  f;^  '  —  —  '  •  • 

_   (_   l)n  ^^^'-^ L_     1      (_  l)n        '^^^n-1 1_     0^  ^  ^  1 


X                 log{xi) 

i 

.r 

log{x\) 

1 

0 

2(j 

26,6056190 

2 

0,3010300 

27 

28,0369828 

3 

0,7781518 

28 

29,4841408 

4 

1,3802112 

29 

30,9465388 

5 

2,0791812 

30 

32,4236601 

6 

2,8573325 

31 

33,9150218 

7 

3,7024305 

32 

35,4201717 

8 

4,6055205 

33 

36,9386857 

9 

5,5597630 

34 

38,4701646 

10 

6,5597630 

35 

40,0142326 

11 

7,6011557 

36 

41,5705351 

12 

8,6803370 

37 

43,1387369 

13 

9,7942803 

38 

44,7185205 

14 

10,9404084 

39 

46,3095851 

15 

12,1164996 

40 

47,9116451 

16 

13,3206196 

41 

49,5244289 

17 

14,5510685 

42 

51,1476782 

18 

15,8063410 

43 

52,7811467 

19 

17,0850946 

44 

54,4245993 

20 

18,3861246 

45 

56,0778119 

21 

19,7083439 

46 

57,7405697 

22 

21,0507666 

47 

59,4126676 

23 

22,4124944 

48 

61,0939088 

24 

23,7927057 

49 

62,7841049 

25 

25,1906457 

50 

64,4830749 

L  a  6  k  a ,  mathern.  Formelnsammliuig. 
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V.     Tafel  der  ganzzahligen  Auflösungen  von  x'^^^ay'^^l. 


a 

y 

X 

a 

y 

X 

2 

2 

3 

53 

9100 

66251 

3 

1 

2 

54 

66 

485 

5 

4 

9 

55 

12 

89 

6 

2 

5 

56 

2 

15 

7 

3 

8 

57 

20 

151 

8 

1 

3 

58 

2564 

19603 

10 

6 

19 

59 

69 

530 

11 

3 

10 

60 

4 

31 

12 

2 

7 

61 

226153980 

1766319049 

13 

180 

649 

62 

8 

63 

14 

4 

15 

63 

1 

8 

15 

1 

4 

65 

16 

129 

17 

8 

33 

66 

8 

65 

18 

4 

17 

67 

5967 

48842 

19 

39 

170 

68 

4 

33 

20 

2 

9 

69 

936 

7775 

21 

12 

55 

70 

30 

251 

22 

42 

197 

71 

413 

3480 

23 

5 

24 

72 

2 

17 

24 

1 

5 

73 

267000 

2281249 

26 

10 

51 

74 

430 

3699 

27 

5 

26 

75 

3 

26 

28 

24 

127 

,  76 

6630 

57799 

29 

1820 

9801 

77 

40 

351 

30 

2 

11 

78 

6 

53 

31 

273 

1520 

79 

9 

80 

32 

3 

17 

80 

1 

9 

33 

4 

23 

82 

18 

163 

34 

6 

35 

83 

9 

82 

35 

1 

6 

84 

6 

55 

37 

12 

73 

85 

30996 

285771 

38 

6 

37 

86 

1122 

10405 

39 

4 

25 

87 

3 

28 

40 

3 

19 

88 

21 

197 

41 

320 

2049 

89 

53000 

500001 

42 

2 

13 

90 

2 

19 

43 

531 

3482 

91 

165 

'  1574 

44 

30 

199 

92 

120 

1151 

45 

24 

161 

93 

1260 

12151 

46 

3588 

24335 

94 

221064 

2143295 

47 

7 

48 

95 

4 

39 

48 

1 

7 

96 

5 

49 

50 

14 

99 

97 

6377352 

62809633 

51 

7 

50 

98 

10 

99 

52 

90 

649 

99 

1 

10 
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VI.     Tafel   einiger   öfters   angewandten   Reihen- 
coefficienten. 


Coefficient 


Log.  vulff. 


Coefficient 


!      Log.  vulg. 


_1_ 

2 
_1_ 

8 
J_ 

16 
_5_ 
128 

7 
256 
21 
1024 
33 
i048 
129 
27G8 
[15_ 
)536 


2 

1 
2.1 

1.; 


2 

.4 

6 

L.3.5 

2 

.4 

.6 

8 

1. 

3. 

5 

7 

2 

.4 

.6 

.8 

.10 

1. 

3. 

5. 

7.9 

2 

.4 

.6 

8 

.10 

12 

1 

.3 

.5 

7 

.  9. 

11 

2 

.4 

6 

12. 

14 

1 

.3 

5 

11. 

13 

2 

.4 

6 

14. 

16 

1 

3 

5 

13. 

15 

2  .  4  .  6  ...  16  .  18 


0,6989700 
0,0969100 
0,7958800 
0,5917600 
0,4368581 
0,3119193 
0,2071840 
0,1170074 
0,0378261 


—  1 


—  2 


—  2 


6 

40 

_5_ 

112 

35 

1152 

63 

2816 

231 

13312 

429 

30720 

6435 

557056 

12155 


1 
2.3 
1.3 


2 

.4.5 

1.3 

5 

"~ 

2 

4.6.7 

1.3 

.5.7 

2 

4.6.8. 

y 

1 

.3 

..7 

9 

2 

4.. 

.10 

11 

1 

3.. 

.  9 

11 

2 

4.. 

.12 

13 

1 

3.. 

.11 

13 

2 

4.. 

.14 

15 

1 

3.. 

.13 

15 

2 

.4.. 

.16 

17 

1 

3.. 

.15 

17 

1245184 


2  .  4  ...  18  .  19 


0,2218487  —  1 
0,8750613  —  2 
0,6497520  —  2 
0,4826156  —  2 
0,3497078  —  2 
0,2393687  —  2 
0,1450361  —  2 
0,0626497  -  2 
0,9895214  —  3 


_1_ 

2 
_3_ 

8 

_5_ 

16 

35 

128 

63^ 

256 

231 

1024 

429 

i048 

435^ 

2768 

2155 

3536 


2 

1  .3 
2.4 
1.3.5 


2 

.4.6 

1 

3.5. 

7 

2 

4.6. 

8 

1 

3.5. 

7 

.  9 

2 

.4.6 

8 

.10 

1 

3.5 

9 

11 

2 

.4.6 

10. 

12 

1 

3.5. 

11 

13 

2 

4.6 

12 

14 

1 

3.5 

13 

15 

2 

.4.6 

14 

16 

1 

3.5 

15 

17 

2 . 4  .  6  ...  16  .  18 


0,6989700 
0,5740313 
0,4948500  • 
0,4368581  ■ 
0,3911005- 
0,3533120- 
0,3211273- 
0,2930986  ■ 
0,2682750  - 


J_ 

6 

J_ 

40 

1 

112 

5 

1152 

7 

2816 

21 

13312 

33 
30720 

429 
557056 

715 
1245184 


1 
2.3 
1 


2 

.4 
1. 

5 
3 

2 

.4 

6 

.  7 

1 

3 

.5 

2 

.4 

6 

.8. 

9 

1. 

3, 

5. 

7 

2 

.4 

10 

.11 

1 

.3 

.  7 

.9 

2 

4 

12 

.13 

1 

.3 

9 

.11 

2 

.4. 

14 

.15 

1 

3 

11 

.13 

2 

4. 

16 

17 

1 

3 

13 

15 

2.  4...  18. 19 


7* 


0,2218487  —  1 
0,3979400  —  2 
0,9507820  —  3 
0,6375175  —  3 
0,3954654  —  3 
0,1979760  —  3 
0,0310927  —  3 
0,8865584  —  4 
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VII.     Tafel  der  BernouUi'sclien  Zahlen. 


Zahl 


Log.  vulg. 


Zahl 


I  Log.  vulg. 


B, 

1 
6 

B, 

1 

30 

B, 

1 
42 

B, 

1 
30 

B, 

5 

66 

£11 

691 
2730 

«13 

■  7 
6 

B,, 

3617 

510 

7?.. 

43867 

798 


0,2218487  —  1 
0,5228787  —  2 
0,3767507  —  2 
0,5228787  —  2 
0,8794261  -  2 
0,4033154  —  1 
0,0669468 
0,8507783 
1,7401350 


B. 


B 


23 


B 


25 


B 


27 


J?, 


29 
^35 


174611 

330 
854513 

138" 
236364091 

273Ö 
8553103 


23749461029 

870 
8615841276005 

14322 
7709321041217 

510 

2577687858367 

6 

26315271553053477373 


2,7235577 

3,7918360 

4,9374189 

6,1539725 

7,4361345 

8,7792940 

10,1794460 

11,6330791 

13,1370899 


1919190 


VIII.     Tafel  der  Potenzsummen. 

Wir  bezeichnen  mit 

Pn  die  Summe  der  Reihe     1     4-  7- 1-  — \-  — \- 

'      y2n      '      52«      '      72n      ' 


Bn     5, 


22n    ^   42n 


-  +  -  + 


1      -f 


2" 


i}n      '      4n    "T" 


n 

Pn 

Qn 

JRn 

1 
2 
3 
4 

1,2337006 
1,0146780 
1,0014471 
1,0001552 

0,4112335 
0,067645 
0,015860 
0,0039222 

00 
1,6449341 
1,2020569 
1,0823232 

5 
6 
7 
8 
9 
10 

1,0000170 
1,0000019 
1,0000002 
1,0000000 
1,0000000 
1,0000000 

0.0009775 
0,0002442 
0,0000610 
0,0000153 
0,0000038 
0,0000010 

1,0369278 
1,0173431 
1,0083493 
1,0040774 
1,0020084 
1,0009946 

Tafeln. 
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IX.     Potenzen  und  Wurzeln. 


n 

n2 

1   n3    yn         fn 

1      i 

n 

w2 

n^ 

Vn 

n 

1 

1 

'     1 

j  1,0000  1,0000 

51 

1  2601 

\    132651 

7,1414  3,7084 

2 

4 

1     ^ 

1,4142  1,2599 

52 

!  2704 

i  140603 

i  7,2111 

3,7325 

3 

9 

27 

1,7321  1  1,4422 

53 

2809 

1  148877 

1  7,2801 

3,7563 

4 

16 

1    64 

2,0000  1  1,5874 

54 

2916 

'  157464 

1  7,3485 

3,7798 

5 

25 

1   125 

2,2361  j  1,7100 

55 

3025 

1  166375 

1  7,4162 

3,8030 

6 

36 

i   216 

2,4495  i  1,8171 

56 

3136 

175616 

!  7,4833 

3,8259 

7 

49 

343 

2,6458  i  1,9129 

57 

3249 

185193 

1  7,5498 

3,8485 

8 

64 

512 

2,8284  :  2,0000 

58 

3364 

195112 

1  7,6153 

3,8709 

9 

81 

729 

3,0000  ^  2,0801 

59 

3481 

205379 

7,6311 

3,8930 

10 

100 

1000 

3,1623  \  2,1544 

60 

3600 

216000 

7,7460 

3,9149 

11 

121 

1331 

3,3166 

2,2240 

61 

3721 

226981 

7,8102 

3,9365 

12 

144 

1728 

3,4641 

2,2894 

62 

3844 

238328 

7,8740 

3,9579 

13 

169 

2197 

3,6056  1  2,3513 

63 

3969 

250047 

7,9373 

3,9791 

14 

196 

2744 

3,7417  1  2,4101 

64 

4096 

262144 

8,0000 

4,0000 

15 

225 

3375 

3,8730  1  2,4662 

65 

4225 

274625 

8,0623 

4,0207 

16 

256 

4098 

4,0000 

2,5198 

66 

4356 

287496 

8,1240 

4,0412 

17 

289 

4913 

4,1231 

2,5713 

67 

4489 

300763 

8,1854 

4,0615 

18 

324 

5832 

4,2426 

2,6207 

68 

4624 

314432 

8,2462 

4,0817 

19 

361 

6859 

4,3589 

2,6684 

69 

4761 

328509 

8,3066 

4,1016 

20 

400 

8000 

4,4721 

2,7144 

70 

4900 

343000 

8,3666 

4,1213 

21 

441 

9261 

4,5826 

2,7589 

71 

5041 

357911 

8,4261 

4,1408 

22 

484 

10648 

4,6904 

2,8021 

72 

5184 

373248 

8,4853 

4,1602 

23 

529 

12167 

4,7958 

2,8439 

73 

5329 

389017 

8,5440 

4,1793 

24 

576 

13824 

4,8990 

2,8845 

74 

5476 

405224 

8,6023 

4,1983 

25 

625 

15625 

5,0000 

2,9240 

75 

5625 

421875 

8,6603 

4,2172 

26 

676 

17576 

5,0990 

2,9625 

76 

5776 

438976 

8,7178 

4,2358 

27 

729 

19683 

5,1962 

3.0000 

77 

5929 

456533 

8,7750 

4,2543 

28 

784 

21952 

5,2915 

3,0366 

78 

6084 

474552 

8,8318 

4,2727 

29 

841 

24389 

5,3852 

3,0723 

79 

6241 

493039 

8,8882 

4,2908 

30 

900 

27000 

5,4772 

3,1072 

80 

6400  ' 

512000 

8,9443 

4,3089 

31 

961 

29791 

5,5678 

3,1414 

81 

6561 

531441 

9,0000 

4,3267 

32 

1024 

32768 

5,6569 

3,1748 

82 

6724 

551368 

9,0554 

4,3445 

33 

1089 

35937 

5,7446 

3,2075 

83 

6389 

571787 

9,1104 

4,3621 

34 

1156 

39304 

5,8310 

3,2396 

84 

7056 

592704 

9,1652 

4,3795 

35 

1225 

42875 

5,9161 

3,2711 

85 

7225 

614125 

9,2195 

4,3968 

36 

1296 

46656 

6,0000 

3,3019 

86 

7396 

636056 

9,2736 

4,4140 

37 

1369 

50653 

6,0828 

3,3322 

87 

7569 

658503 

9,3274 

4,4310 

38 

1444 

54872 

6,1644 

3,3620 

88 

7744 

681472 

9,3808 

4,4480 

39 

1521 

59319 

6.2450 

3,3912 

89 

7921 

704969 

9,4340 

4,4647 

40 

1600 

64000 

6;3246 

3,4200 

90 

8100 

729000 

9,4868 

4,4814 

41 

1681 

68921 

6,4031 

3,4482 

91 

8281 

753571 

9,5394 

4,4979 

42 

1764 

74088 

6,4807 

3,4760 

92 

8464 

778688 

9,5917 

4,5144 

43 

1849 

79507 

6,5574 

3,5034 

93 

8649 

804357 

9,6437 

4,5307 

44 

1936 

85184 

6,6332 

3,5303 

94 

8836 

830584 

9,6954 

4,5468 

45 

2025 

91125 

6,7082 

3,5569 

95 

9025 

857375 

9,7468 

4,5629 

46 

2116 

97336 

6,7823 

3,5830 

96 

9216 

884736 

9,7930 

4,5789 

47 

2209 

103823 

6,8557 

3,0088 

97 

9409 

912673 

9,8489 

4,5947 

43 

2304 

110592 

6,9282 

3,6342 

88 

9604 

941192 

9^8995 

4,6104 

49 

2401 

117649 

7,0000  i 

3,6593 

99 

9801 

970299 

9,9499 

4,6261 

50 

2500 

125000 

7,0711  j 

3,6840 

100 

10000  i 

1000000 

10,0000 

4,6416 
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X.     Tafel  der  gewöhnlichen  Logarithmen. 


n 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

00000 

00432 

00860 

01284 

01703 

02119 

02531 

02938 

03342 

03743 

11 

04139 

04532 

04922 

05308 

05690 

06070 

06446 

06S19 

07188 

07555 

12 

07918 

08279 

08636 

08991 

09342 

09691 

10037 

10380 

10721 

11059 

13 

11394 

11727 

12057 

12385 

12710 

13033 

13354 

13672 

13988 

14301 

14 

14613 

14922 

15229 

15534 

15836 

16137 

16435 

16732 

17026 

17319 

15 

17609 

17898 

18184 

18469 

18752 

19033 

19312 

19590 

19866 

20140 

16 

20412 

20683 

20952 

21219 

21484 

21748 

22011 

22272 

22531 

22789 

17 

23045 

23300 

23553 

23805 

24055 

24304 

24551 

24797 

25042 

25285 

18 

25527 

25768 

26007 

26245 

26482 

26717 

26951 

27184 

27416 

27()46 

19 

27875 

28103 

28330 

28556 

28780 

29003 

29226 

29447 

29667 

29885 

20 

30103 

30320 

30535 

30750 

30963 

31175 

31387 

31597 

31806 

32015 

21 

32222 

32428 

32634 

32838 

33041 

33244 

33445 

33646 

33846 

34044 

22 

34242 

34439 

34635 

34830 

35025 

35218 

35411 

35603 

35793 

35984 

23 

36173 

36361 

36549 

36736 

36922 

37107 

37291 

37475 

37658 

37840 

24 

38021 

38202 

38382 

38561 

38739 

38917 

39094 

39270 

39445 

39620 

25 

39794 

39967 

40140 

40312 

40483 

40654 

40824 

40993 

41162 

41330 

26 

41497 

41664 

41830 

41996 

42160 

42325 

42488 

42651 

42813 

42975 

27 

43136 

43297 

43457 

43616 

43775 

43933 

44091 

44248 

44404 

44560 

28 

44716 

44871 

45025 

45179 

45332 

45484 

45637 

45788 

45939 

46090 

29 

46240 

46389 

46538 

46687 

46835 

46982 

47129 

47276 

47422 

47567 

30 

47712 

47857 

48001 

48144 

48287 

48430 

48572 

48714 

48855 

48996 

31 

49136 

49276 

49415 

49554 

49693 

49831 

49969 

50106 

50243 

50379 

32 

50515 

50651 

50786 

50920 

51055 

51188 

51322 

51455 

51587 

51720 

33 

51851 

51983 

52114 

52244 

52375 

52504 

52634 

52763 

52892 

53020 

34 

53148 

53275 

53403 

53529 

53656 

53782 

53908 

54033 

54158 

54283 

35 

54407 

54531 

54654 

54777 

54900 

55023 

55145 

55267 

55388 

55509 

36 

55630 

55751 

55871 

55991 

56110 

56229 

56348 

56467 

56585 

56703 

37 

56820 

56937 

57054 

57171 

57287 

57403 

57519 

57634 

57749 

57864 

38 

57978 

58092 

58206 

58320 

58433 

58546 

58659 

58771 

58883 

58995 

39 

59106 

59218 

59329 

59439 

59550 

59660 

59770 

59879 

59988 

60097 

40 

60206 

60314 

60423 

60531 

60638 

60746 

60853 

60959 

61066 

61172 

41 

61278 

61384 

61490 

61595 

61700 

61805 

61909 

62014 

62118 

62221 

42 

62325 

62428 

62531 

62634 

62737 

62839 

62941 

63043 

63144 

63246 

43 

63347 

63448 

63548 

63649 

63749 

63849 

63949 

64048 

64147 

64246 

44 

64345 

64444 

64542 

64640 

64738 

64836 

64933 

65031 

65128 

65225 

45 

65321 

65418 

65514 

65610 

65706 

65801 

65896 

65992 

66087 

66181 

46 

66276 

66370 

66464 

66558 

66652 

66745 

66839 

66932 

67025 

67117 

47 

67210 

67302 

67394 

67486 

67578 

67669 

67761 

67852 

67943 

68034 

48 

68124 

68215 

68305 

68395 

68485 

68574 

68664 

68753 

68842 

68931 

49 

69020 

69108 

69197 

69285 

69373 

69461 

69548 

69636 

69723 

69810 

50 

69897 

69984 

70070 

70157 

70243 

70329 

70415 

70501 

70586 

70672 

51 

70757 

70842 

70927 

71012 

71096 

71181 

71265 

71349 

71433 

71517 

52 

71600 

71684 

71767 

71850 

71933 

72016 

72099 

72181 

72263 

72346 

53 

72428 

72509 

72591 

72673 

72754 

72835 

72916 

72997 

73078 

73159 

54 

73239 

73320 

73400 

73480 

73560 

73640 

73719 

73799 

73878 

73957 
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X.     Tafel  der  gewöhnlichen  Logarithmen. 


n 

0 

1 
1   1   2 

! 
3 

4 

1 
5   !   6 

i 

7 

8 

9 

55 

74036 

74115 

74194 

74273 

74351 

74429 

74507 

74586 

74663 

74741 

56 

74819 

74896 

74974 

75051 

75128 

75205 

75282 

75358 

75435 

75511 

57 

75587 

75664 

75740 

75815 

75891 

75967 

76042 

76118 

76193 

76268 

58 

76343 

76418 

76492 

76567 

76641 

76716 

76790 

76864 

76938 

77012 

59 

77085 

77159 

77232 

77305 

77379 

77452 

77525 

77597 

77670 

77743 

60 

77815 

77887 

77960 

78032 

78104 

78176 

78247 

78319 

78390 

78462 

61 

78533 

78604 

78675 

78746 

78817 

78888 

78958 

79029 

79099 

79169 

62 

79239 

79309 

79379 

79149 

79518 

79588 

79657 

79727 

79796 

79865 

63 

79934 

80003 

80072 

80140 

80209 

80277 

80346 

80414 

80482 

80550 

64 

80618 

80686 

80754 

80821 

80889 

80956 

81023 

81090 

81158 

81224 

65 

81291 

81358 

81425 

81491 

81558 

81624 

81690 

81757 

81823 

81889 

66 

81954 

82020 

82086 

82151 

82217 

82282 

82347 

82413 

82478 

82543 

67 

82607 

82672 

82737  82802 

82866 

82930 

82995 

83059 

83123 

83187 

68 

83251 

83315 

83378 

83442 

83506 

83569 

83632 

83696 

83759 

83822 

69 

83885 

83948 

84011 

84073 

84136 

84198 

84261 

84323 

84386 

84448 

70 

84510 

84572 

84634 

84696 

84757 

84819 

84880 

84942 

85003 

85065 

71 

85126 

85187 

85248 

85309 

85370 

85431 

85491 

85552 

85612 

85673 

72 

85733 

85794 

85854 

85914 

85974 

86034 

86094 

86153 

86213 

86273 

73 

86332 

86392 

86451 

86510 

86570 

86629 

86688 

86747 

86806 

86864 

74 

86923 

86982 

87040 

87099 

87157 

87216 

87274 

87332 

87390 

87448 

75 

87506 

87564 

87622 

87679 

87737 

87795 

87852 

87910 

87967 

88024 

76 

88081 

88138 

88195 

88252 

88309 

88366 

88423 

88480 

88536 

88593 

77 

88649 

88705 

88762 

88818 

88874 

88930 

88986 

89042 

89098 

89154 

78 

89209 

89265 

89321 

89376 

89432 

89487 

89542 

89597 

89653 

89708 

79 

89763 

89818 

89873 

89927 

89982 

90037 

90091 

90146 

90200 

90255 

80 

90309 

90363 

90417 

90472 

90526 

90580 

90634 

90687 

90741 

90795 

81 

90849 

90902 

90956 

91009 

91062 

91116 

91169 

91222 

91275 

91328 

82 

91381 

91434 

91487 

91540 

91593 

91645 

91698 

91751 

91803 

91855 

83 

91908 

91960 

92012 

92065 

92117 

92169 

92221 

92273 

92324 

92376 

84 

92428 

92480 

92531 

92583 

92634 

92686 

92737 

92788 

92840 

92891 

85 

92942 

92993 

93044 

93095 

93146 

93197 

93247 

93298 

93349 

93399 

86 

93450 

93500 

93551  !  93601 

93651 

93702 

93752 

93802 

93852 

93902 

87 

93952 

94002 

94052 

94101 

94151 

94201 

94250 

94300 

94349 

94399 

88 

94448 

94498 

94547 

94596 

94645 

94694 

94743 

94792 

94841 

94890 

89 

94939 

94988 

95036 

95085 

95134 

95182 

95231 

95279 

95328 

95376 

90 

95424 

95472 

95521 

95569 

95617 

95665 

95713 

95761 

95809 

95856 

91 

95904 

95952 

95999 

96047 

96095 

96142 

96190 

96237 

96284 

96332 

92 

96379 

96426 

96473 

96520 

96567 

96614 

96661 

96708 

96755 

96802 

93 

96848 

96895 

96942 

96988 

97035 

97081 

97128 

97174 

97220 

97267 

94 

97313 

97359 

97405 

97451 

97497 

97543 

97589 

97635 

97681 

97727 

95 

97772 

97818 

97864 

97909 

97955 

98000 

98046 

98091 

98137 

98182 

96 

98227 

98272 

98318 

98363 

98408 

98453 

98498 

98543 

98588 

98632 

97 

98677 

98722 

98767 

98811 

98856 

98900 

98945 

98989 

99034 

99078 

98 

99123 

99167 

99211 

99255 

99300 

99344 

99388 

99432 

99476 

99520 

99 

99564 

99607 

99651 

99695 

99739 

99782 

99826 

99870 

99913 

99957 

Differentialrecliiiung. 


§•  53. 
Einleitung. 

1)     Sei  fix)  =  ?/,   so   wird,   unter   Voraussetzung  der  Ein- 
deutigkeit und  Stetigkeit  der  Functionen  f{x),  wenn 

^y=f(x  +  ^x)—f(x) 
Jx  =  (x-\-^x)  —  X 
gesetzt  wird 

'Im  =  Um  p-  =  lim  f(^  +  ^f-f(^)^  lunj^  =  0. 
cix  /dx  Ax 


Man  schreibt  auch 
dxj 


^^^-nx)^B.f{x). 

Allgemein  ist 

dx"^       'f     ^   '  Jx 

2)     Sei  ^  z=  f(xy%  so  wird: 
,         d^        -,.    f(x-\-zJx,y)  —  f(xtß)    T      . 
•^  dx  Ax 

Es  ist  ferner 

Ja  =  fix  +  Jx,  y  -f  z/^)  —f(x,y) 

__  f{x  -y  Jx,y  +  Jy)  —f(x,y  +  z/?/) 
—      — — _  ^  j^ 

ZJ  X 

A  y 
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a^  =  limJ0  lur  {,. 

\ltmJy  =  0 


Es  ist: 

ds     dx        d^        -1.     1        d  s     äx        d  s 
-j-  •  -TT  =  7fT^    ^icht  aber    —-.-—  =  — -, 
dx    dt        dt  dx    dt        dt 

d.  li.  :t^,   TT-    sind    symbolische    Quotienten,    während  -7—,  -7^ 


Z/,y  = 


^12^ 


wahre  sind. 

3)  M  f(xy)  --=  0,  so  folgt: 

f^dx  -^f,dy  =  0, 
demnach 

^  =  —  A, 
dx  fi  ' 

4)  Ist   f(xy^)  =  0,     F{xy^)  =  0,  so  folgt: 

häx-Y  f,dy+  f.dz^O 

F^dx-\-  F,dy  +  F.dz  z==0 
und  daraus 

dx  dy  djs 

wenn  gesetzt  wird: 

fi    F, 

fi    -f} 
In  dem  speciellen  Falle,  wo 

F{xys)  =  0,     ^^f{^y% 
ergiebt  sich: 

5)  Ist  F -^  F(uv)  und  zugleich 

u=^(p(xyz)    v  =  t(xyz)    ^=f(xy), 
so  wird 

,-,._ldF/du.dud^\_,dF^/dv^       dv_d_£\\ 

^^^'  ~-\dTt\dlo'^d0dxJ'^  dv\dx  ^  dzdxj]  "^ 

"^  [du  \äl/        ds  cy) 

6)  Es  ist,  wenn  f{x)  endlich  stetig  und  eindeutig  bleibt,  für 


dF  /dv        dv  d  z\ 
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und  wenn 

a  :^  h  -z:  h 

angenommen  wird,  sowie  m  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet, 

.      f{x)  +  hf  {X)  2  f{x  +  h)  z  fix)  +  hf  {X  +  /O 

wobei 

0<Ö<1 

1  —  <^  =  ö. 

Allgemein  ergiebt  sich: 


0 
n— 1 


/(-)  =  2'|/'^'(0)  +  (^^^      (Maclaurin) 
und  ähnlich  für  zwei  Variable: 

/(*+«>  2/  +  «  =  S  ;n  {"  g¥  +  /^  Tyl^'f^'^y^ 

Analog  auch  für  mehrere  Variable. 

Man  merke  dazu:     Sei /(x)  für  x  —  |o,  ^'  =--  |i,...  ;:c  =  |„, 
discontinuirlich,  wobei  ly,  allgemein  complex  gedacht  wird,  und 

modl^  <  modl^  <-..     <  mod^n, 
so  gilt  die  Entwickelung  von  /(:p) 

so  lange,  so  lange 

modx  <C  mod^y,. 
Mehreres  in  der  Functionentheorie. 
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Differentialformeln. 


§.  54. 
Allgemeine  Differentialformeln, 


1)  dx^  =  nx^~'^  dx 

2)  d  a^  :=  a^  log  a  dx 
dx 

X 

e^  dx 


3)  dlogx  =^  — ,  .  .  .    dlog^^^x 

4)  de^ 


1 
loya 


dx 

X 


5)  d sin X  ==  cos x  dx 

6)  d cos X  ^=  —  sin x  dx 

dx 

7)  d  tgn  x 


cos-  X 

d  X 

8)  d  coUi  ^  = r— — 

9)  dsecx  =  tgn x  secx  dx 
10)  d  cosecx  =  cotgx  coscc xdx 


11)  darcsinx 

12)  darccosx 

13)  darctgnx 


+ 


{-Vi  -  x'^ 
|-f-      dx 

14)  darc cotgx]  "  1—  1  +  ^'^ 

15)  darcsccx]        (+        <^^ 

16)  darc  coscc x\ 


—  X  Vx-'  —  1 


NB.    Im  ersten 
Quadranten. 


17;    dz  ^-Jx^^dy 


d^z 


dx 

18)    d^0  =|^^^2 
^  c  x^ 


82^ 


0''^  7  7  I         ^      -^        7 

2  8-^ ''•^'^^  +  8-,^^^^ 


20)  duv  =  udv-\-vdu 

^  u        vdu  —  udv 

21)  (^  —  = -o 
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22)     dW  =  \i"  Uogudv  -\-  —d'tA 
ooA     ^  (du    ,    dv    ,    diu    .         ] 

[tl       '       V  W        '  j 

d2)        dq  I 

~  y  ~  1        J 


24) 

j  UV  IV  ...           UVIV 

pqr...       pqr. 

..  (du        dv    . 

..[  u     '     V    ~^ 

25) 

du du  dy 

dx       dy  dx 

26) 

d^  u  _  d-u  /d  ijY 
dx''  ~  dy\dx) 

1    d  u     d'^  y 
'    dy    dx^ 

§.  55. 
Einige  oft  vorkommende  DiflTerentialquotienten. 

d    fa  +  ?>a? +  0:^21 (al)  —  aß)-\-2{ac  —  ay)x-\-(ßc  —  h'y)x^ 


^ßx  +  yx'-j  {oi  +  (ix  +  yx'')^ 


1)  A  « 

^     dx  [a 

^,     d   ,     1/— n — i 1       2nax*'-'^+(2n-\-l)bx»-\-2(n-^l)cx»+^ 

2)  -j-\x''Va+hx4-cx'A= \/  i     v  ^  ; 

6^'  f  a;"  ]_2nax''-^-\-(2n  —  l)bx''-{-2(n—  l)ca;»+^ 

^iW+l^+^J"  2Va  +  &^H-c^2' 

(?  Y/a-^hx+cx^^^  1    (&«  — a/3)+2(«c— ay)a^4-(^^y— /3c)a;2 


§.  56. 
Höliere  Differentialquotienten. 

1)       ^_  ^m    =rr  m"/"'  iT»"-»'  =^  W  (w  —  1)  .  .  .   (m ^  +  1)  a?"*"" 


M    


2)     _^('l^_(__l)«_^     i!_(^±W(_n 
4)     j—^  (a  ±hx)'^  =  (±  bfni""/-^  (a  ±  hx^-'' 

Cl  X 
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^^     dx''  a  ±hx  ^^    ''"  (ä^Föxy^ 

d^          1  __                         l»ß 

8)       -Jl  1  ^(_l)n^| i i 1 

^      d  X'' 
d*" 


10)  -; —  smx  =  s«w  (  — r h  ^  ) 

^  dx'^                      \  2            / 

^ ,  ^  J«                        /n  7t    .      \ 

11)  dF«^'''^=^'''H^  +  '^) 


12) 
13) 
14) 


d""     ^    .                e^        .    (      ,    n7i\ 

dx""                          .  „  TT          \       '       4  / 
4 

d("                         e^            /      ,    n7t\ 

dx""                        .7t         \      '      4  / 
4 

• 

__((1_^2)      2)=.(_l)n-i.i.3.5...(2^- 

.  sin  n  z 

Jacobi,  Grelle  Journ.  XV,  p.  3. 

==  X  gesetzt. 

hj  x^'  d  x^ 
1  1 


Vergleiche:     Koppe,  Theorie  der  indepedenten  Darstellung 
der  höheren  Differential quotienten.     Leipzig  1845. 

17)    (?/2  4-  ly  «(«+'« {\f-  +  \)f  —  (i"-»'^  (^2  -j-  if, 

Grelle  Journal  Bd.  II,  p.  225. 
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^        X-'-      "'\l)\n-\)     X       '    \2)\n-y     x^^     '^"' 

+  (    j  (  j  — ^^,  %  kann  +  ganze  oder  gebrochen  sein. 

Vergl.  Götting,  Mathem.  Ann.  Bei.  III,  p.  279.  Ausserdem 
Schlömilch,  Compendium  II.  Bd.  4  bis  16.  Sohnke,  Aufgaben- 
Sammlung  1.    Bd.  IL 

§•  57. 
Unbestimmte  Formen. 


Sei 


^W=^  ::r7:;:T'  /W  =^ 


so  wird  aus 

^  ^  ^pW      yi  («)  ^  0. 

3)      CO  -CO  =  ,,(„)  -/(«).../-ll^-,^._ 

5)     0",     00  ^     1"     seir=rg, 
so  wird     - 

q  rzr    (/(a))^/'(«)  r:=r   ß^K«) ?Off/(a)        (p  (a)  .  log  f  (a)   -=  0  •  CO 

Für  a:-  =  0  wird 


6) 


Va  +  bx  -^  cx^  —  Va 


bx  -\-  cx^  —   Va  —  bx  -]-  cx'^ b  i/ a 

Va  -\-  ßx  —  Vk  —  ßx  ~  ~'  ß  V  ~ä 


7x     a^  —  b^        ,  j     j 

i)     ; z=r  loga  —  logb 

X 

8)  xPJog  ~  =  0    p>  1 

X 

9)  x'^  =  1. 

Für  X  ^r=  CO  wird 
10)    ^  =  0  «»>o 


112 

Unbestimmte  Formen. 

11) 

12) 

=    00. 

X 

Für  X  ^-  1 

13J 

1          1 

e 

14) 

(1  —  x)'log{\  —  x)=zO 

15) 

1                1       _i 

hg  X       X  —  l       ^ 

§.  58.      . 
Transformationsgleichungen. 


1)     Sei  iT  =  (p{t)^  so  wird 

dy  l    dy 

dx         (p'  dt 

dx'^       (p"^  V    dp        ^    dt 


dy] 


g=^kfl-»»"il+p'"'-'>"*S 


2)  Sei  X  =  (p(y),  so  wird: 

dy_^\_ 

d  X         (f' 

d  x'^  (jp'3 

^^  =  1,(3  ,"._.>"'). 

3)  Seien  x  und  y  Functionen  von  t,  so  wird; 
dy  dy  Id  x 

dx         dt/  dt 

dUj  __  \dx    d^y  _d^    ^\  /{^y 
Jx^  "~  \dt  '  dp         dP  '  dt\l  \dt) 
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dV^^  \\dt)   Tt^^    'dt'~dt^~d¥ 

/    rd^xV  _  dx^  d^x\  d y\  /fdxy 
~^\[drU  ~lJd¥)jii/\dt)  ' 


4)     Sei  f{xijs)  =  0,  so  wird: 


dx"^  Wds)  8a;2         d  2    dx 


dx'ös'^Kdx)  dz''\/\dz) 

dxdy  y\:dz)  dxdy      d  zldx'  dydz'^  d  y'  dxdz\ 

df    df    d^l/fdfv 
~^dx    dy    dzA/xds) 


dy^~        [\dzjdif  dz'dy'dydx 


(dfyd^\  /fdfV' 
\dyj  dz^/\dz) 


5)     Sei     a;  =  9COS9),     ?/  =  Qsinq)^    so  wird: 
dx  =  d  Q  cos  (p  —  Q  sin  cp  d(p 
dy  rz=z  dg  sin  (p  -\-  gcosfpdcp 
d'^ X  =  d'^ Q  cos (p  —  2dQd(p sin(p  —  q  cos (pd^  (p 
d'^y  =  d^ Qsin(p  -\~  2dQd(pcos(p  —  q sin  <p d^ cp 
xdx  -\-  ydy  =  Qdg 
xdy  -\-  ydx  =  dQsin2cp  —  QC0s2g}dcp 
xdy  —  ydx  =  Q^d(p 

dy       dx d(p 

y  X         sin  cp  cos  cp 

dy    ,    dx 
y   ^   X  \Q 

(dxf  -{-  (dyy  ==  (dQ^  +  (Qdcpy 

dy  dg  sin  cp  -\-  q  cos  cp  dcp 

dx        dg  coscp  —  Q  sin  cpdcp 


2!^  -\~dcpcotg2cp\ 


_-'$  +  KS)'+'' 


dl  ^^ 

-T-4  = TT-— ^- v-j f^^ — ^ —        ^lg  Function  von  op. 

dx^-  /dg  .      \3     '    ^  ^ 

dcp 

dx-^'dy^~dg^^g-'d(p'''^   g   dg 

Laska,   mathem.  Jb'ornielusammluug. 


cos  cp  —  g  sin  cp  \ 
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6)     Sei 

X  =  iicoscct  -{-  vsincit    «/  =:=  —  usinat  -\-  v cos a t^ 
so  wird: 

4^  ^  4^  cosa^+  ^  Sinai  —  ccusinat  +  avcosat 
dt  dt  dt 

L^-  = ^  sinat  4-  -^  cosat  —  aucosat  ~  av sincct 

dt  dt  '     dt 

^^_'^eosat  +  ^  smat-2a^-^  sind  +  2a^cosai 
dt'^        dt^  dt^  dt  at 

—  K^ucosat  —  cc^vsinat 

p.^.^^sinat  +  ^cosat-2J^cosat--2a^smat 
dt^  dV^         ^    dt^  dt  dt 

-j-  oC^ usinat  —  a'^vcosat 


§•  59. 
Maxima  und  Minima. 

1)    Ist 

f(x  +  h)  =f(x)  +  hf(x)  -f  ^/"(^)  +  ••• 

und 

/'(x)  —  0     {oder  oo  }     für  a;  ==  « 

und  ß^'^cc)  die   erste  nicht   verschwindende   Ableitung   gerader 

Ordnung,  so  ist 

f(a)  ein  i^^^'   je  nachdem  p^^  («)  [^^  ist. 

Wird  /('-^)  (oc)  ~  00 ,  so  untersuche  man,  ob 

/(2-)(«  +  /o  -  ß'-'H^)  !]r  ist, 

es  ist  alsdann 

„^  ^    .     (Maximum 

ff«)  em  |,r.  . 

•^  ^  ^         [Minimum. 

Die  Untersuchung  wird  durch  folgende  Bemerkungen  oft  er- 
leichtert. 
1)    Ist 

f(x)r-^^(p(x).^(x) 


Maxima  und  Minima. 
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oder 


ZW- 


und  tl^(x)  für  jeden  reellen  Werth  von  x  wesentlich  -j-?  so  wird 
f(x)  ein  Maximum  resp.  Minimum,  wenn 
[f'(x)]  =  <p(x)  =  0 


[f'(x)]  =  q,'(x)\_^mt. 


2)  Ist/(x)  = 
von  q)(x). 

3)  Ist/(^)  = 


(p{x) 

il^(x) 


,    so   suche   man    das   Max.    oder   Min. 
,  so  ist  es  oft  vortheilhafter,  das  Max. 


1  ib  (x) 

oder  Min.  von  -jr—z  =  — Vr  zu  suchen. 
f{x)        (p  (x) 

4)   Ist/(a)  =  -)-  und  ein  Max.  oder  Min.,  so  ist  auch  logfipt) 

ein  Max.  oder  Min. 

2)    Seien  zwei  unabhängige  Variable  vorhanden  und 

Sei  ferner 


dx 


so  ist  z  emh,.     ,  wenn  C>  <r  0  und  eleichzeitiff  ■——-  — — -  beide 
\Min. '  ^  ^  ^   dx^    ÖI/2 


i+ 


ferner 


und 


sind. 

Für  ö  5  ö  findet  weder  ein  Max.  noch  ein  Min.  statt. 
3)    Seien  XxX^.-.Xn  unabhängige  Variable,  und 

^  =/(^l-..^n), 


U^ 


H.= 


aV 


d  Xy,  d  xx 


Jn  J12  •  '  '  j\y. 
fu 


fix fy.> 

Hesse'  sehe  (Determinante), 


8* 


116  Maxima  und  Minima. 

SO  wird  z  ein  Max.,  wenn  alle    . 

R,,  <  0     für     ungerade  x  ^^  _  ^   2,  3,  .  .  .  ^0, 
Hx  ^  0     für     gerade       k 
und  ^  ein  Min.,  wenn  alle  Hy.  >  0    für  x  ==  1,  2,  3,  .     .  n. 

Findet  weder  das  eine,  noch  das  andere   statt,   so  existirt 
entweder  weder  ein  Max.  noch  ein  Min.,  oder  das  Verhalten  der 
Function  muss  mittelst  der  Taylor' sehen  Reihe  untersucht  werden. 
4)     Sei  gegeben 

U  ■==  f^{x^X.>^  .  .  .  Xn^m\ 

ausserdem  die  Bedingungsgleichungen 

Man  bestimme  aus  diesen  und  aus 
^/  4_  VA  ^-^  —0 


Die  Unbekannte 


XiX^  .  .  .  Xm-\  n 

diese  in 

U  :=f(XiX2   .  .   .  Xm+n) 

eingesetzt,  liefern  ein  Max.  oder  Min. 

Litteratur  und  Beweise  vide  Dr.  Otto  Stolz:     Sitzungsber. 
der  k.  k.  Akademie  der  Wiss.  in  Wien.    Dec.  1868. 


Integral-Tafeln. 


A.    Unbestimmte  Integrale. 

§.  60. 

Allgemeine  Bemerkungen  und  Lehrsätze. 

1)   Findet  man  hier  eine  Integralformel  nicht,  so  ersetze  man 
X   durch  —  X 
oder  X      „      xi 

7t 

2" 


^     X       ,,       ~  —  X 


i 


V       ^  V  ^ 


suche  die  Transformirte,  und  mache  rechter  Hand  in  der  gefun- 
denen Formel  dieselben  Substitutionen. 

2)    Man  beachte,  dass: 

r    clv   ,  r    du 

J      dx  J       dx 


X 


wird  X  =  q){0') 
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3)  Es  ist,  SO  lange  die  Reihen  convergent  sind: 
ffix)dx  =f(a)  ^  +/'(»)  <^J=^'  +/"(„)i^=^  +  ... 

ff(x)dx  =/(0)  ^  +/'(0)  U  +  /"(O)  15  +  ••• 

yVc^)  (Zx = xf(x)  _  |i  /  (x) + ^  /"  (X) + . . . 

4)  Es  ist 

/   I  f{x)dx.dx  =  X  j  (p{x)dx  —     xcp{x)dx. 


\ 


§.  61. 
Zerlegung  einer  algebraischen  rationalen  Function. 

Sei 

F{x)  F(x) 


f(x)        (x  -  a)P  (x  -  ßy  (X  -  rf... 

___        ^p I ^p—1        J ^1        ^1 

(x  —  a)P    '    (^  —  «)^-i    '  ^  X  —  a 


(X  —   ß)1      '      (^  —   /^)2-l      '  ^      X   —    ß 

Sei  ferner 

9,  (X)  =  ix-  ßy(x  -yy...    d.  h.  9  (X)  =  ^/^,, 

so   lassen    sich    die   Coefficienten  J.^,  -4^_i,  .  .  .    aus  folgenden 

Relationen  bestimmen : 

F    («)  ^  Äpcp  (cc) 

F'  («)  =  Äp  (p'  (cc)  -f  Äp-i  (f  (cc) 

F"  (a)  =  Äp  cp"  (a)  +  Q  ^i'-i  9?'  («)  +  1 . 2  .  ^^-2  9^  («) 


Zerlegungen.  n^ 

F'"  («)  :--  A,  q>'"  («)  +  (i )  •  1  •  -ip-1  "P"  («)  +  (2)  ^  •  2  •  ^i>-2  9^'  («) 

+  1.2.3.^^.39(«)- 
i^iv  (^)  ^  A^  cp^^  («)  +  ( J)  1  ^^-1  (?'"  («)  +  Q  1 .  2  .  A,.,  cp"  (a) 

+  (^\l.2.3Ap.3(p'(oc)  +  l.2.SA.Ap-,(p(a),  etc. 

Ersetzt  man  oc  durcli  /3,  ^  durch  B  etc.,  so  ergeben  sich  die 
Formeln  für  die  übrigen  Coefficienten. 
Insbesondere  ist: 

J    Ix  —  ci  —  iß    ^    x  —  a-{-tßi 


2Narctgn 


X  —  Oi 


wobei  Mj  iV,  a,  ß  beliebige  reelle  Zahlen  sind. 


ß     ' 


§.  62. 
Transformation  der  Integrale. 


Es  ist 


1)   fff{xy)dxdy^^JJf{cp,^)^drd 


,  wenn 


x=  (p(:r,s),    y  =  ip(:r,s) 


A  = 


8(p 

8r 

at/; 

as 

ds 

2)     f  f  Jf{x,y,z)dx  dy  cU  =  ffff('P^  ^''  ^)^  ^^  ^^  ^^ 
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Transformation  der  Integrale. 

d  q)  dtl)      dx 

dr  dr  dr 

d(p  dtp  dx 

'ds  Ts  Js 

d  (p  dil)  d  X 

Yt  ^  Jt 

3)  Für    X  =  Qcoscp     tj  :=  Qsincp     ist 

J  J  f{^^y)äx  d\j  =    /      f{QCOS(p,  Qsin(p)QdQd(p. 

4)  Für    X  =  Qcosip,    y  ■=  Q  sin  (p  cosO,     0  =  q  sin  (p  sin  0    ist 
J  J  J  f{^y^)dx  dy  ds  =    /  J   J  f  {q  cos  cp,  q  sin  cp  cosO, 

Q  sin  cp  sin  0]  Q^sincp  dQ  d  cp  d  0. 

5)  Für    X  —  r  cos  0  -\-  asind,     y  =  r  sin  0  -j-  acos  0     wird : 

J  J f{^^y)äx  dy  ^        ffircosd  +  asinß.rsinO-^acosO) 

(a  sin  2ß  —  r)d0dr. 

6)  Für     ax  =  yz,     ßy-^xz,    yz  =  xy     wird: 

7)  Für    X  -\-  y  =  u^    y  =  vu 

j   ff(x,y)dxdy=:  j    //{(l  —  v)u,uv\u  du  dv. 


63. 


Integrale  einfacher  Functionen. 


x'^dx—  j— -,         x-'^d. 


1 

(m  —  1)  a^' 


/-'■ 


dx 


n  -\-  m 


]7^" 


+m 


2)  f~  =  '«!' 


m 


Integrale  einfacher  Functionen.  121 

.     3)     fdxVx  =  ^]/x^ 

5)    fdxfx^=.^fx^     J'dxf'x=^f^ 


räx  ,„         rdx       3 ,3/  . 


7)  I  e""  dx  ■=  e^ 

8)  fa^dx=~-^ 
J  loga 

9)  I  logxdx  =  xlogx  —  x 

0)  /  sinxdx  =  —  cosic 

1)  I  cosxdx  =  sinx 

2)  tgnxdx  ^^  —  log  cos x 

3)  /  cotgxdx  =  log  sinx 

4)  secxdx  =  —  loa  - — ! : — 

^  J  2^1  —  smx 

5)  /  cosecxdx  z=  logtgn  -^ 

6)  /  arcshixdx  =  xarcsinx  -p  ]/'l  —  x'^ 

7)  /  arc cosxdx  =z  x arc  cos x  —  Vi  —  x^ 

8)  /  arc  tgn xdx  =  xarc  tgn x  ~  ~  log{\  -[-  x"^) 

9)  /  arccotgxdx  —  xarccotgx  -f-  -k  %(1  +  ^0 

20)  /  arc  sec  xdx  =  x arc  sec  x  —  log (x  -f-  ]/^2  _|_  i) 

21)  /  arccosec^c^ic  =  rcarccosecrr  -f  log(x  -f-  |/^  -f  ]). 
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§.  64. 
Integrale  durch  Substitutionen  integrirbar. 

dx  a 


r         ax 

J  x]/2ax  —  a'' 


A/ '2  fi  ^  —   n'2  1 

dx  1 

.-      -      x  =  — 


dx  1 

=====     X  =  — 


-\-  hx  -\-  cx'^ 


J   XV a 
4)  j  dx\j  ~j^-^      x  =  a{\  —  coscp) 

6)     j  x^Va  —  xdx     a;  +  a  =  (2 


l/l  +  x^ 


r^_dx___     2  _    «^ 

^^     J    («2  +  X--fk        *     —   «2   -    1 


"^  /?  1 


dx  3 

-■- ^  = 


f  ^3  1/^1    —   ^3 

12)        r_===H^-=====        l+:X:r^^ 


f  1  +  ^  +  ]/!  + 

^cK     r  d^  1  13/^; — i — r 

^     7    (1    -;:c3)fl_(_^3  ^     ^        ^ 

(1  +a;)T7l  "  ^' 


^  7  (1  +  a;)^l  -  ^3  7/+1 
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17)     f     ,    (^-b^')d^  «+&„  =  „ 

J  xyicx^  —  (a  —  bx'^p]      X    ■      •'       •' 

''^  fji  +  xmUx  +  zx^.  '^' + -"^  = " 

19)     r  ^"^  ff  1  +  «'  =  ^f 4,   ^  =  l^l-3?/  +  32/2 

1 

.r  =  — 
,  .        ,  2^ 

23)  f^  " 

'  J  i  -  X*  ■■     yi-\-x* 

24)  f %^—     z=       ^ 

26)      r         ('±f±^ä.     y^0- 

(1  +x-^)'^2x'-  +  i 
J  xVl  4-  3  a;-'  +  X*  '    ic 


22)  r ^^^         x=-^-'^' 

J  (a  +  bx)]/l  +^2 


rtr'\  I  X  Cl  X  -.A./ ; 


/dx 
(l-x")V2^^"-l'    V2^^"-l  =  *2/ 

2n 

(1  -  ^-)V2^^rTrT'   V^^"  --^^y 


31) 
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32)    f— ''i''  z  =  Wy^+~^ 


33)  J ^  _  c^n       ^^  +  ^^    +  ^^     ="  ^ 

34)  /* ^^  ^ .-^ 

J  (a 


35) 


*/   (a 


(a  +  bx'')Ya  +  2&^"     ]/tt  +  2&^" 

0?^ 


2  =  -. 


1  4-  :r  =  ^6 


Va2  -^  3a&ic"  +  3&2^2» 

37)      r ^^ =  2ßn    r^      y-'-^äy 

/.     .^      ,        o^-  V4.ßy-  +  (ß^-4.ocy) 


Sei  i^i?  eine  rationale  Function. 

38)  [fB,  \x,  V^^-f^}  ^^  =  1  r^^-ß  {^^^^'  ^^1  ttc^w 

39)  fFR{x,  V{x  —  a){x  —  h)}dx  =  —  2(a  —  h) 


/^^{hu'^  —  a        h  —  a]      udu 
wenn  u  —  y^  ~  ^  gesetzt  wird. 

m 

40)  J  FR  [x,  V a  +ybx'-^  cjdx     ^"»  =  a  +  ]/bx  +  c 
r     ^(     -,/ — r-. , —  1   .        (]/a  +  bx-{-x^  —  x-{-0 

42)  ri^Ekl/^Z+|U^   ^^=_-^fl:=4      ^ 

J  [      ^  ex  ^  dj  a  ■—  cz"" 

43)  fx'^{a  -^^-bx'^ydx     z  —  a-^bx"" 
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rFR(x^)dx rwjil     ^^^    1     ^^^         ^^ 

^  J    Va+cx^^    ~  J  ^  ^i^^i^:^4^^^=^^'  ''  ~ya  +  cx^ 

,^,      rFE{x^)xdx  -,/ — , 

45)     /    , ,       ^    -       u  =  Va  -\-  cx^ 
J     ya  +  cx^ 

Die  Integrale 


46)      r  f^{^')äx  r         f,{x')dx 


/v(f 


fi(x'^)dx 


V{l—x^){l  —  x^x^) 
;    lassen  sich,  wenn 


\    durch  die  Substitutionen 


auf  rationale  zurückführen. 

Hermit  Lionville  Journ.  VI,  p.  5  bis  18. 


§•  65. 


Sei    a  -I  -  hx^  ^=  w. 


1)     fx^^-\a+hx^ydx  ::-  ^^^  -l^  fx-^+^-UvP-^dx 
2x  a;"*-"i(;i'+i  m  — w 


(p-}-l)wö        (p  +  l)nh 

I  x^-"" '^  tvP+^  d  X 
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c..      r       ./IT,   „X«  7  x'^-'^wP^^  (m  —  n)a 


-n-l  ^^p  (^  ^ 


4)  — j U  -i-^ /  x"^-^  ivP~^  d  X 

^  m-\-np      m~\-npj 


5) 


m-\~np      m-\-np 


m  a  ma 


I   X'^+n-l^pdX 


x^ivP+'^       .m-!^n-\-np 

~"       {p  -\-  l)na    '      {p  -\-  l)na 

wP+^dx 


I  ^m-l 


§.    (^G^ 


Sei     a  -[-  bx  ^=:  iv. 


dx  1  , 

logw. 


-]-  bx        b 
xdx  X         a 


log  IV 


+  bx        b         &2 
x'^dx  x^        ax    .    a^  ^ 

a-^Tx  =  26  -  -p-  +  -P  ^"^'^ 

x^dx  x^        aw'^    ,    a^x 


r  x^dx  x^        aw^    .    a^x        a^ 

r  x^dx  x^        ax"^    ,    a'^x'^       a^x    ,    a*  ^ 


dx  x^        a^*    ,    a'^  x^        a^  x'^    ,    a*  x      a'^  ^ 

+  -TI — u^ogw 


'^  h 


-\-bx        bb        4  62    I     3^,3  2b^     ^      b'^        ¥ 

dx        1 

+  bx)'^  bw 
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xdx  a       ,      1 


log  IV 


^^  Jl(^  +  bx)^        bto    '    b'' 

^,  r    x^dx  fx'^        2a2\   1         2a  ^ 

9)  J  (a  +  hx)^  ^\T-  -W)w  -  W  ^'^'' 

,^,  r    x^dx  /x^        Sax^    ,    3  a3\    1     ,    3  a^  , 

lö)  Jj^+Jxy2-{2-b-^W  +  -br)w+^^'^'' 

,,.  r     x^dx  /x^       Sax"    ,   2a^x^     4  aA  1       4aS 

11)  y  (^+6^  =  V37;--36^+-i;^ — TTJ^-TT^^^^^^ 

r     x'^dx      /x'^       oax"^    .6a-x"^      b  a^  x'^      b  a'''\   1 

-^  J  {a  +  bxy  ~~  V4ö~"iyp'  '  "663  26^   '   "P"y)"^ 


I    5  «S 


dx 


^^^  J  {a-^bxy  2htv^ 

.      r     xdx       /x    .      a  \    l 

^  J  {a-^bxy  ~  ~\b     '    JF^J  ^ 
,^,      r     x^dx  ßax    ,    3a2\  1,1, 

15)  J  ^a  +  bxy  =  [-i;^  +  2¥)w^  +  ¥  ^'^'' 
,^,      r     xHlx  (x^        6a2a;         9a3\    i         3^ 

16)  y  (a  +  bxY  "=  \T  '  -W-  -  Yb^)w^-  1^  ^^^^ 
,^,      r     x^dx  (x^       2ax^    ,   12^3^;  ,  9  aA   1       6a2, 

10  J^^r+6^  =  U — P~  +  ~&^+Tr;^7^+Tr^^^^^ 

/^     x'^dx      /x'^       bax^   .10 a-x^      20a^x      lba''\l 

)    J  (a-j-  bxy  ~  \Wb        6W^      3^3  p  W)W2 

10  a^  , 
--^Jogiv. 

r     xdx      __  _  /iL  _i_  Ji  M 

^   J  {a^bxy  \2b    '    (Sb-^J  iv^ 

^,.      r    x^dx  /3ax^    ,    9a2a^    ,    11  «'X    1,1, 

^^^   y  {a  +  bxy  =  (-1^  +  -2F-  +  "66^;^  +  F  ^^^^^ 

00^  r  ^^^    =  _  /^_^  _i_  _£_^  JL 

^   J  {a-j-  bxy  \3b    '    \2by  iv^ 
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J    x{a  -\-  bx)        a      ^t(; 

26)  r        ^^         — L  _]_  A  7     ^ 

'  J  x'^  {a  -{-  b  x)  a  ic    '    «2     ^  a:; 

27)  r         ^^  —  _  —1 L  J ^  fo    — 

^  J  x-(a  -\-  bx)  2ax'^  ~^  a^x        a^     ^  x 

oö)      r___dx__  ^ 1 b_ b^.    b^  ^ 

29)     r      ^^        ^         ^      I       ^ ^^Ü 


(^;Z;  1  l        T  W 

log 


bxy       atv        «2     ^  X 

w 


^   J  x{a 

-^   J  x^{a-{-bx)^  "  \      a^        a'^ )  w  ~^  a^    ^^  x 

r__dx___  _  /_  _1 1       2  6     _  262  _  463\  ^ 

J^H^  +  ^^)^"~V      Saicä     '    5a2a?2        a'^x         a^ )  u 


w 

4  63  ^      i^ 
-—  log  — 

dx  /         1        .        56  5  62      .      5  63 


+  -::r% 


qi^      /^        ^^         ^  / L_  4_      56      _    5  62 


2a^x 


4-  5A*\J_ 


5  6*,       ^(; 

-— r-  ?o^  — 

a<^  X 


r        dx         _  /_3_    ,    6^\  J J_  ,      w_ 

r____dx__  _  / L  _  H  _  ^i^\  J_  I  5i  7 

-^   J  x^{a  +  bxy^~'  \      ax        2  «2  ^^3    )  tv''^  a^    ^^ 


662  ^         IV 

a^      ^  X 
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r        dx  _  / 1 hh     _   10  62  ^  15  63 

^   7  a:^(a  +  6:z;j3  "~  \       3a:r3     '    6a-' ^^2        Sa^^jj  ^4 

39)      r        ^^  ^^  ^        ,        ^  562      ,    563 

7  ^•Ha  +  6icj3        \^      4ttX'*     '    2a2^a        4a3a;2    '    a^  x 

_|_  ^'^^^    I    15  65a;\    1         15  6^  .      •?<^ 

*  ^  y    xi^a^hx)^  ""  V6a    '    ^02"    '      a^  /  ^3  ~"  ^  ^^-^  ^ 

r        dx  _  / 1 22  6        10  62;^        4  63ä;2\J_ 

J  x'^{a-{-Ox)^        \      aü?        3a2  «2  ^4    y  |f;3 

,    46  7       11; 

42)  r__dx__  _  /      _1 56  5562       25  63a; 

43)  r         ^^         _  {^  _i    ^^^^    1    7  62a;2  _^  63^\  J_ 


44)     r         ^^  -^-i 


1  ,      !(; 
a^     ^    a; 


1256        6562a;       3563a;2 


ax        12  «2  3(^3  2«'* 

5  64a;3\    1,56 


r_^  \  _  _i_  £J?  7      ^ 

tt^    /  ^(;^    '     a«      "^^   a? 

4r)     r        ^^  _  /__      1        I    lA    I    12562        65  63a: 

,    105  64a:2    ,    15  6'^x3\   1     ,    15  62  ,      tv 


Laska,   mathem.  Formelnsammlung. 
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§.  67. 


101 
11 


Sei     a  -|-  ^^^  =  ^'^• 


C      dx  l  ^  /a        _,        -i/ö         a  und  h  gleich- 

y  ^rpi^.  ^-  ä  V  6  «'-« '^'*  *  V  -ä  bezeichnet 

/c^a;       1  1  /  a    ,     a;V— &4-V<^    a  uncH  ungleich 
a  +  ^^^2  ~"   2a ^  ^^  ^^  ^y_^)  _  \/a       bezeichnet 


xdx 


/^4<^ii;     x^         ax    ,     a^    r dx 

/: 


1 

2^ 

logw 

X 

b  ' 

a    rdx 

x'^ 
2b 

^j^.logw 

a  +  bx^ 
x^dx 
+  bx^ 

x^dx 


x^dx  ^*        a^2         «2 


a-J^bx^""  4:b        2Ö2    I    2&3 
d!a?  X      ,     \      rdx 


xdx 

+  b  x^y 

x^dx 


^    4- 

2aw    ' 

2  a. 

1 

2bw 

X 

2bw 

+  2 

2bHv  ^ 

r^4-- 

?>ax' 

{a-\-  bx^y 

/X^dx         ^        _L      "'^      7 

{a-^bx^y  ""  "  2bHv  +  2F^  ''^'' 

f     x^dx       _ /^^.  _]_  3a^\  j- 3^    /'^ 

1^)  J  {a  +  bx'^y  ~~\b  "^  2&2;  t(;        2&'V     it; 

13)  7  (^-ipr^  -  [ü     bO  tv      b^  ^'^"^ 

r       dx        _  (Ux^    I    ^\  1  4-  J-  f^ 


15) 
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xdx  1 


J  (a^hx^y  4:hiv'^ 

r     x'^dx      /  x^         ^\^     \       ^      C^^ 

^   J  (a  +  hx'^y  ~  \8^  ~  86/  'xc^  ^  "8^7   ~^ 

,^s      r     x^dx       /      x'^  a  \   1 

^^   J  {a  +  bx^y  ~  \"2b~  4py  ^ 

r      x'^dx       /      6x"        3ax\l^^o      r  dx 

^^^   J  {a  +  hx'^y  ""  \      'Sb   ~  JW)  ^  "^  8^7    "^ 

r     x'^dx  /ax'^    ,    3a2\  1      ,      1    , 

19)   J  (a  +  ft^y  =  (^  +  iftj},-^  +  2P  ^'^^ 

^^   J  {a-\-  bx^y  ~~  \16a3  "'      6a2  "^ l6^/^3~r  n^^^ij   ^ 

2n     r      '^^^       - L_ 

^  J   («  +  ^^')'  ß'^i^' 

23)   7  (^T+T^"^  Vl28a4^   "^    384a3    +384  6^^^ 

93       \   1      ■       35       /^ 
~^128a  V^t;*  "^  128  «V 


^'^^A 


xdx  1 


x^-dx  /  5?^2  555  7P 


/-      x'^dx       __  /  5  62       ^  55  6      5    ,       73 

^5)  7  (a  + 6^2)5  -  Vi28a3  ^   "^  384«2  ^   "t"  3S4a  ^^ 

5  _    \  ^    ,         5         r 

128  6  ^J  w^  "i    12s a^bj 

9n\      C  ^^  — 3^ —    f  — 

'   J  x^{a  -\-  bx'^)  ax        a  J    to 

2Q>^      r         dx  _  _  _1 6_  .      ^ 

-^   7  ^3((i  j^  })x2)  ~        2ax'^        2a2    ^^  ^(; 

r     dx      ^ L__i  J_  I  ^  C'l^ 

9* 


dx 
w 
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"^^^   J  x(a  +  hx^y        'law  ^    2  «2     ^  ^(; 

dx  [  1  ^\  1         I7..  ^ 


^^^    j  x^{a  +  6^-^)  "     \       2aa;2        a'V 


?o^ 


^      r        dx  __/ ^L_    i_  JL-l-i^^- 

^"^   J  ^4(a  +  &^2)"  V      3a^3  -t-3^2^  -r    2a'3  ;  ^(; 

5  fe2     n  d^ 

'  203  y  tt; 

^      r         dx  __/ L_4__li-4-^^- 

^^^   j  x''(a  +  bx'')  '"  V      4«^'        4^*'^'        '^^'^  ^ 

36)   J  ^(^  4_  ^  ^2)3  -  V4  a  ^  2  a^;  ^f;2  T  2  a^^         1^ 

—  -— -  log  — 

r  ^^ _/ L_    ,    Jl_    i    111^ 

39)   J  ^r(^  6^2)3  —  V      3aa;3  "t-  Sa^^r  "^    24a' 

yoh-ix'^\    1     ■    35j2    /-g£ 
~^"     8a*    A(;2  "^  8a4  J    iv 

^^^    J  ^(a  +  6^  "  \      4a^4  "^  a'^it;2  "T  ^^3   t"     ^4   ;  ^^2 


t^ 


1 
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§.  68. 


Sei     a  -\-  h  x'^  ==  iv. 


1)  J  {a  -\-  hx^y-^^  ~  SapiüP  aap  J    iüp 

r  dx  _  1  I    n  4-  3i)  —  1    r    dx 

^   J  x'^ia  -\-  bx^y^'^  "  Sapx^'-HüP  ~*~  'Sap         J   x^'w^ 

„.    r      dx       _     1       ,  3j)  - 1  rdx 

J  («  +  bx^)P+^    "  3aptvP    '       Sap    J    iv^ 
Sei    x^ff 

'  J  a^bx'-       3al2     •' a;-' —  a; )( +  x»  '    "  ^    2x  — x) 

.      r  x^dx  X       a    r     dx 

^  J  a-^bx^~'l)~'l)J   a+bx-i 


X-       a    r    xdx 


r  x^  dx   ^2       a    r 

^  J  a^bx^~~Yb^~bJ  ä 


r____äx___ 5^ 1  r_ 

*   J  x- (a  -\-  b  x^)  ax         a  J    a  -\-  bx^ 

r         dx  1  b    r      dx 

^  J  x^{a  +  bx^)  "  ~  2aa;2  ~~  "^J    «~T~^' 

1 9^      r___dx___ 1 _6_  ,      g  +  ^ 

^^   J  xHa-\-  bx'^)  ~        3ä;:c^    ''"  3«-^    ^^        ^3 

/*        ^^         ^       \      "^     fdx 

^   J  (a  +  6^3j2  —  20«;  "^  3^7    "wT 

r      ^f?^        ^2  1      Pxdx 

^  J  (a  +  6^3)2  —  3^  ~r  3^7  -^ 
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x'^dx  1 


16)      r     x'^dx        _  X  1      rdx 


-i^bx^y  Sbw 

x^dx  X       ,      1     rdx 


dx  1  1    ^      w 

log 


+  bx^y        Sato        3  «2  ""^  ^3 
dx  /       1  4:bx^\   1  4&     r^t^a; 


1'^)     f-T- 
J  x{a 

^   J  x^a-^bx'-y~\      ax         3a^ )  tv        Sa'^J 

^   J  x-^(a'{-bx^y~  \       2ax^         ßa^  )  w        3  a^  J 


§.  69. 


Sei     a  A-  bx^  =  w. 


.      r       x'^dx         ri;"+i       ,4^  —  n—  1    rx^'dx 

^  J  (a  +  bx^)P+^  ~'~  AaptvP    '  4äi^         J      ivp 

^N      r  (^a; 1     r    dx  b     r       dx 

^  J  x''{a  -\-b  x^Y^'^  ~  ~ä  J    x'^tüP  ~~  ~ä  J  x''-^ivp+'^ 

^   J  (a  -f  bx^)P+^  ~  TäpwP    '       4:ap     J    wp 

Sei  -j-  positiv  und  17  y  r=  x,  so  wird : 

,.       r      dx  X      L     a?2_|_;c^y2  +  x2   ,   ^        ^      x;rV21 

^   7  ci  +  6a;4        4^y2l   '^^2_;,^y2_f_jc2^  ^    K2_^2j 

^.      r      dx  ^'  (t     ^  4-  5c'        ^        ^       a;i 

5^  y  ^+T^ = 4^  r^F=i? + 2  «»-^  ^^»^  ^) 

wenn  -r-  negativ  und  k'  =  y  —  y 
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^  J  (a  +  hx^y  ~  law  "^  laj 


135 


dx 


IV 


r       dx        ^  x_  f    1_       _^|    ,    _21_    /^ 


+  hx^y 


__  ^i_l ,        11 


384  a2  m; 


Sei  y-  positiv  und  x  =  1/y- 

r__xdx_^ 

'^   J  {a  +  hx^) 

C     x-dx  1        /, 


77        rdx^ 

'^  128  «3  y  17' 


1       ,    1/« 


2]/a6  ^'^'^^"'  x^Yb 
(a  +  ^^  "■  4ix  1/2  \  ^^  ^'^  +  z^V2  +  x2 


Sei  Y  negativ  und  x  =  j/ —  -y-, 


I    o       /       ^x]/2\ 


xdx 


r     xdx       1      ,     ^2  _|_  y^2 

^   J  (a  +  &^^)  ^"  "  H^    ^^  ^2  _  ^2 

2)     /  7 — I    ,    ,.  =  —  —7—  ( log  — 2 arctgn  —  )■ 


Es  ist: 


^   J  x{a  -j-  bx^)  a  4a 

11^      r         ^^  1  ^     r  x'^dx 

.-      ^   J  x'^  {a -\- b x^)  a^        a7       w? 
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■§.  70. 

2)     /  ^     '^     ^.^  =  arc  tgn  x  ■=  —  arc  cot  x 

^.      r    dx  1  ,  1   4-  ^  ,1         _,       rrVs 

^   J   l  +  x^        3     ^  yi  ^  x  +  x^^  ^         ^    ^-  X 

^^    r  äx  \    ,    i4-;^- 1/2  +  ^2       1  ^y2 

4)     /  ■; — i 7  =--  — r-  tör/  — - — ~ — —-  arc  tan 

^Jl+x^        4V2      ^  l-x]/2-^x^^  'l]/2         '^    l-x'^ 

^.      r    dx  2(1,.,,.         j.         JT     ,    ,.         27t 

ö)  J r+^  =^ ^\2  ^'^^'  +  ^^  ~ ^^'''  -6+^^ ''' T 

+  Qosin  ^  +  Qisin  -^j 
Dabei  ist 

7t 

xsin  -^ 

Po  — -  _  Zo^  ( 1  —  2  ^  cos  4  +  ^M        Oo  ^  ~  <^^c  ^^*^ — 

l~xcos  —- 


Pl   —  —  /or/  M  -f  2  .3?  cos  ^  +  ^M         Q\   ™  ^^^  ^i/^ 


.      l7t 

xsin  -— - 
5 

"7  2n 

1  -f-  ^  cos  -^- 

0 


,,      r   dx  1     ,     l+^V34-:r2    ,     1        .      3;5?(1— ;r2) 

Sei 

1         /  2  X  -4-  1 

P^  —  --  log  Ix"^  —  2  a;  cos  — — —  7t  -}-l 

Qy  rrtr  afctgn 


.    2z  +  1 
^s^»^ ■ —  7t 


2%  +  1      ' 
X  cos  ■ ■ —  7t 


so  ist,  wenn  n  gerade  ist: 
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rr.      r    dx  2!^'  2x  +  l       ,    2?^'         .    2x+l 

'^         '  0  0 

und  wenn  n  ungerade  ist: 

M— 3 

8)     /  T-n =^  —log(l-\-x) Vx  P;,  cos ■ —  jt 

n—3 

,    2^  ^     .   2x  +  l 

0 

^   J    \  -\-  x^  6      '^  1  —  .;c  +  ;r-    '     y  3         -^     2  —  ^ 

.^.      r  xdx  1         ,       „ 

^^^   y  1  -f  ^4  =  -2  «^^^^^^^' 

r  xdx  2(        I7/      I1X         T^         2:7r,-r,  :r 

13)  y  rT^5 "-^  y (-  2  ^"^^"^  +  ^)  -  ^«'"^ T  +  ^^ '''  y 

Bezeichnungen  wie  in  Nr.  5. 
14)     /  1 -=  % 


15) 


1  —  x  '    \  —  X 

dx  1  ,      \  -\-  X 


r    dx  1  7      1 

yr^r^.=  2^^^T 

.^.      r    dx  1  ,      1  +x    ,     1 

18)  J  r:r^5  =  ^ I2  '"^(1  -  ^)  -  ^. <="« y  -r-  -P» «^"^  x 


/-»     •     ^  /i     •    2  :n: 

—  ^1  Sin ^0  sm  -^ 

0  0 


Bezeichnungen  wie  in  Nr.  5. 
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a;2         1  ,      xV?> 


^^.      r    dx  l  -.     l+^'l/l+^  +  a;2         1 


+  ^2   I    2V3         ^     1  — ;r2 

Sei  w  gerade,  und 

Fx  =  -^  log  p2  _  2  xcos  —  7t  -{-  1 


1% 
X  sin  ^^  7t 

Q^  =  arctgn 


2  X    ' 

1    —xcos  7t 

n 


so  wird: 


20)     /  -^ = log  r— ^- ^y.  Py.  cos  —  7t 

^  J  l  —  X*'  11     ^  l  —  X        n  ^^  n 


2  l-^     .     .     2x 


Sei 

P^  ^  i  7o^  ^a;2  -f  2XC0S     ^^     ^  +  l) 

^^  r;=:  arctgn 
und  >^  ungerade,  so  wird: 


.    2%  +  1 
^  s^w ■ —  TT 


11  2;c  +  l 

1   -{-  xcos 7C 


«—3 
2 


2>c  +  1 

X  (?0S  ■ 7t 


0 

K— 3 


2     '     ^     .     2k+  1 


22) /]^  =  %a-^)-* 
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xdx  1  l  -\-  X'^ 


1   —  ^2 


_^,       r  Xdx  1    , 

0  2  TT      ,       ^        .        7l\ 

ism  —  -\-  QoStn  —\ 


Es  ist 


r  x'^'dx    1    r  x'^dx     ,1    r     x"^ 

^   7  1  —  x'~>'  ~~^  J    1  —  X»  ~^  2"  7    1  +^'* 


xPdx  —  1  x^-^ 

xP-^  d  X 


"^  "In—p—lJ    {l^x\ 

r      dx       ^ 1 1 

^     J    XP{\  -\-  X'^y'  p  —    1       XP-^(l  +  ^2)«-l 

2w  +i>  —  3    r dx 

p  —  1       J   xP- 


2(1    _j_^.-2)« 

dx  1  ^  ,   2>^  —  S    r       dx 


SO)    C—Al—  —  —!—        ^       ■  2>^  — 3  r_ 

^  J  (1  +  ^2)»  —  2w  — 2  '  (l4-^2j»-i-r2w  — 2  .7  (1 

sn    r      ^^^       ^      1  1 ,     r       dx 

^  J  x(l  +  ^2)«  —  2n  —  2'  (l  +  ^2)«-i  -r  J   x(l-{-  x'^y^-^ 


J  (l— ^-)"  ~  2w— 2  '  (1— ^2j«-i      2n-2j   (1  -^;-')»-i 

—  ____L__         ^^~^  p— 1         r  xp-^dx 

^  2 ri  — iJ  —  1  '  (1  —  :c2)u-i  —  2?^— ij  — 1  y   (1  —  x-^y^ 

34)     r "^ = 1 \ 

2^^  4- p  _  3    /^  cZ^ 


'        i>  —  1       J  xp-\l  —  x-^y^ 

r     dx      _       1  a;  .  2i^  — 3    /^        cZ^ 

J  (1— a;2)"~  2w  — 2*  (1— ^2)n-i  +  2^^;iZ^J    (nr^J„:ri 

^     7    ^(1— ^2)n  —  2(W—  1)   (l_^2)n-l  +  y     x{\—^^y^^ 


35) 
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r     dx      ^      X      ^  1 

^   _i__  .  (2|>-3)(2^-5)...5.3.1  ^_ 
'   2i)— 1  (i)-l)(p-2)...2.1        2P-^  «^ct(/>i^ 


A 


_  (2p  —  3)  (2^  —  5)...  (2|>  —  2x  —  1) 

X   7  T  ,    / 77T 7 


38)  /(r^.==2:^i2'^^^2" 


%(1— a;2)i'-'* 

1  (2^)  — 3)(2i)  — 5)...  5.3.1    1         1+ri^ 


'2^—1         (i;— l)Qj  — 2)...  2.1       2J'^^1— :zj 
J.;j  wie  bei  der  vorhergehenden  Formel. 


Sei  m  >>  2n,  w  und  j^i  positiv  und  ganz. 

^'"-ifZ^  1  ^        m7t(2K  —  l) 

2w 


39)        /     -,      ,        ,     =  —  pr—    >  X  COS 


.     (.      ,.         (2x— 1)      ,      11"       .   m7r(2z  — 1) 
l  2n       .'J'^^^-J  2n 


2x— 1 

x  —  cos  — % 

2n 

sm  — TZ 7t 

2n 


+  (- 1)'"+'  2^  S'  «««  ^  %  (l  +  2  »^  cos  "^  +  ^^) 


1 

Oi  7C 

n-1  ^  4-  COS 


'  f —  i)m+i  —  \  X  s^rv arc  tan 

\  ^        n  -*=^  n 

^   J  l4-;r2»+i      '^      ^^  2w+l 


sm  — 
n 


2n  +  l 


1       ^         W7r(2%— 1),     /         ^  2x  — 1       ,     ., 

— p—  >  /  cos  — iv^T-^i — ^  log[l  —  2x  cos  ^      ,   .,  ^t; -]-x^ 

(2x  —  l)jr 

o  2n+l  ._  ^,  X—COS^-— p^ 

2       .e--,     .    m7t(2a~l)        ^  2n-+-l 

~   2^+1^^  2^2+1  "^  .    (2%  —  l)7t 

2  n  4-  1 
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i'^'-^dx  1 


m  J^^.  =  -^ü^,^oo(l-.) 


2n  +  l 


.   /      ,^   .,      1       x^        m7r(2>c— 1),     /,   ,  -         2x  — 1       ,      A 
+  ^'-^r'-'^I^i^-'''     2I+I  'log{x+2xcos^^^^n  +  x^) 

(2x  — l)jr 

2w  +  l  ^^  ^N  X —\- COS  — — j ; — 

4-  (—  n'^+i — -   > .  sin  — ,,      ,   ,       arc  tgn j^ —^ 

'^       ^       2^^^-l-^  2w-f-l  .(2x  — 1)71 

1  S«W— ^r j — 

2n-\-l 


§.71. 


Sei     ^f  =  a  -[-  & rr,    V  =  a  -f-  /^ ^5    zJ  rr^  aß  —  ah. 
(a  4-  & rc)"  (a  +  /3 a;)"^  cZic  — ^ r— r 

—  7 /^^       ,      1  X  I      /    ^"""^  «*"  ^ 

(»i  -f-  ^  +   1)  6  0/ 

J    {a-\-bx)*'        '     m  —  7i-\-l  ^t"~l      (m — n-\-l)hJ     W" 


X 


__        l         v'^+'^      (m  —  n+2)  ß   fj^. 

_  1  ?)»»  W/3        r  v'*'-'^ 

^  '~~  ~  {n  —  \)h'^w^^  {n—l)h  J    '^ü^ 


äx  1  1 


6) 


(«  -f-  ft  ä;)*^  (a  -f-  /?  x^"  {m  —  l)a     v>"  ^  u-'  '^ 

(m  -\-  n  —  1)h    r     dx 
{m  —  \)J     J   V^-^  u'^ 

1  1 


(n  —  l)a    t)»"-iw*»-i 


,    (m  +  n-2)ß    r      1      ^^ 
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§•   72. 


Sei    a  -\-  h  X  -\-  c  x^  =--  w. 


c{m  -f-  2p  +  2)  1 

--—- 1-^— r—^       x'^'-HvPdx TT)— T^   /   ^'"^f^^<^^ 


r^'"+i.     _  x"^       .     m       rx'^-^dx       1)     r 

^   J    tvP      ^  ""   "  2pcwP'^~  2pc  J        ivP  TcJ 

'  J   ^"+1         "'       a*^^"  '  an  J       x"" 


x^dx 
2c  J  lÜP^ 

X 


^  c(2p  —  n  +  2)    rtyPdx 
'  an  J     x""-^ 

h-\-2cx  1 


(w  —  1)  (4  a  c  —  h'^)  t(;"-i 

2  (2  n  —  3)  r  _dx 


2  (2  n  —  3)  /^_rf^ 

H~  (^^  _   l)(4aC  —   ^2)  J      ivn-l 

^   J  2(2n-)-l)c        '    2(2n  +  l)c  J 


+  6^  +  c:r2        l/?,2_4^c 


log—^ '  ,  &2  — 4ac>0 


6  4-  2cx 


arc tgn  —=  ,  62_4ac<0 


V4ac— ^2  V4ac— & 

/^  dx h  +  2cx  _  (4n  — 2)c    r  dx_ 

wenn  zur  Abkürzung 

7^  =  a  -|-  ö  ^  +  ^  ^^    z/  —  4  a  c  —  Z>2 
gesetzt  wird. 
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r äx __h-]-2cx    ■    2c     r  dx_ 

.      A dx  _  Z>  +  2ca;  j_J 3c  ]    .   ßc^    Z'  ^ 

^   y  («  +  6^  +  c^2)3  ""        ^^        {2^^^'  ZIU]~^'2^  J     R 

20c3     rdx 
'^  ^'   J    R 

//rin  /jrm — 1 

(n  —  m)  h         r  a^-^  (m  —  l)a         C  a;»"-^ 

-i^2n-m-l)cj    ~W       '^{2n-m-l)cJ    ~RF 

Wird  m  =  2^  —  1,  so  ist  diese  Formel  unbrauchbar;  man 


hat  sodann 


.2n— 2 

dx 


R 


r  x'^dx  _ab  -{-  (b"^  —  2ac)x    .    2  a    /^' ^ 

^   7  (a  +  6x  +  c;r2)2~  cz^i?  ^~J  J    ~T 

r  x^dx  __    1    ^p  .  a(2ac— ^)2)-^5(3ac  — &2)a; 

J     («  +  ^^  +  Cä;2)2  —   2C2  "^  C2z/i2 

..      /^  xdx  _  _  2a  4-  bx  _  3/j(&  +  2c;r) 

^   J  (a-^  bx  + cx^y~  3zJR^  2zlUi 

Sbc     rdx 
^'   J    li 

^   J  {a  +  bx 


"^  2cz/2/^  '  J^        J     R 
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x"^  d  X  /.^2     ,    a  &  ic    ,    2  a2\     1 


18) 


/x^dx  fx^        abx    .    2  a^ 

{a  +  bx  +  cxy  "~  ~  \T    '    V^T  "*"  TJ 


Sah     r  dx 


Sab     r  di 

l9^  r        ^^^        _        ^ t  r^ 

J  ^{(^  +  bx  -^cx'^f  ^"   {2n  ~  2)ai?"-i        2a  J     R' 

l    r    dx 
'    "ä  J    X  li''-^ 

20)     r  äx  _^ 1 

^  J  x»'{a  -\-  bx  -^  cx'^f  (m  —  l)  a  x'^-'^  K""-^ 

(m  -}-  n  —  2)b    r      dx  (m  -{-  2n  —  3) c 

(m  —  l)a      J   x"*'-^ Ü"  ~        (m  —  l)a 

r     dx  ^    ^ 

J    x'^-^R'' 

^   J  ^(a  +  6a;4-c;r2)  ~~  2a   ^^  i?  ~     2a  J     E 

r dx^ -  A.1  fJR\_±  ii!!zzl^  f^ 

^"^^   J  x^(a-i-bx+cx-')~~  2a'^^^\xy      ax  ^     2a'    J     B 
"^^f  J  x^{a-\-bx-\-cx^)~      2a3      '""^  yx'^ )    ^  a' x        2ax^ 

"'  2'^3  7     E 

\ 

r dx^ !_-.     .T^  ,^    1     L  _  KHi^^l 

^   7  ^(a  +  6a;  +  ca;2)2  — 2a^^^i^    1    2ai^l^  zT        J 

2a-'\    "^     zJ  )  J     B 

^   J  x^{a  +  bx-{- cx-^y        \     2ax^''^2a'^xJ  J  ^ 

/3&2       2c\     /^   ^a;     ■  ^bc_    r  dx 
'   \~^'~~^)J    xK^'^2a^  J    B' 
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27)       C  ^^  =  _J I \ U  J_  7       ?! 

^    /"  ^ h__     r  dx        h       r  dx 

2  a  J     iv'^       2a^  J    liß~2ä'i  J    ~^ 

2gx      r ^ ^ 1 ^h    r  dx        5c    rdx 

J  x^a  -f  bx  +  cx^)^  ax'w'^       a  J  xtv'^       a  J    iv'^ 

29)     C  ^^  _^ 1_    .    ^\± 

J  ^H«  +  6:t;  +  cx^y        V      2aa;2  ~^  a-'^7  iv'^ 


§.   73. 
Integrale  von  der  Form    /  ^»»-^(a  -f  j^r«  +  cx'^'^ydx. 


Sei    a  -|~  ^^"  +  c^^"  =  «^. 


J  m  m  J 

__  2wjöc    /^ 
*^^     J 

2)  -^    a;»^-2^rP+i    ^  (m  —  2n)a    f     _^  _^ 

^  "'"(m  +  2wi>)c      {m-\-2pn)cJ   ^"    "     ^^'''^^ 

(wi  —  n-\-pn)h    r 
—  ~ ,   o       /     /  x^-^'-'wPdx 

o\  x^tvP       .      2npa       r        , 

m-[-2pn   '  m-\-2pnJ 


pnb 

+2-'. 

Laska,   mathem.  Formelnsammluiig.  JQ 


^-rr^ —  f  x'^^^-^wp-'^dx 
m-\-2np  J 
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4)  y  X'»- Hoi- daj  =  ^~ ^^^^ j  X  „,    da; 

ma  J 

Sei  

V62  —  4:ac  =  /^ 

und 

52  _  4ac  >  0. 

/^  ^^  __  c  (    r      dx  r      äx     \ 

5)  J  a  +  bx'^T^'  "  /^  J   c^"'  +/       J    ^'^^  +  ^1 

r  xdx  ^  _1_  /or/  £^i+_/ 

-^  r     ^^^^      -  1  r    ^^    _  /  r   ^^ 

^^   J  a  +  bx''  +  cx^  ~'  /i  J    ca;'^  +  ^        hj    cx-'+f 


Sei 

2,2  „  4  ci  c  <  0,     cos  a  = 


2\/a< 


x^-U2fcos-~+ß 


2fcos^+f 


2fxsin-: 
-|-2cQS-arcf^;^    p  __  ^-2  ' 

n  rar  1  .  psina 

y;   7  a  +  6a;-2  +  c^-*  ~  2  c/-^ sw «         ^    pcosa- x"^ 

Sei  ^  .,  .      N 

^^^^        ;,ca;3  4-  (^^^  -  2ac)x    ■    (4i)  -  l)hc    P  x^dx_ 

2Q9  -  1)(?^2  —  4ac)  +  lac  —  h'^  f  dx 
H ■  ^  J  tv^^-' 

r^^      lcx^._^(h^-2ac)x      h^-Cyac  f  d^,l>c_  fx^dw 


Vermischte  Integrale.  147 

^   J  X»'  wi"  (m  —l)a  ^"»-1  w,'^-i  (m  —l)a 

/dw  Q)i  -{-  4:p  —  0   r     dx 


Reductionsformel  für  das  Integral: 

Um  diese  zu  bilden,  beachte  man,  dass 

(a  +  bx'''^  cx^''  -f-  ■  ■  ')p  =  a(a  +  bx""  -f  -  •  •  -y-^ 
-f  &a;"(a  +  ^-^^  +  •  •  0^"^  -f-  .  .  . 


§.  75. 


Sei     ^f  =:  a  -f-  ?^,2^  4"  ex-,    v  ^=  a  -^  ß x. 


A  ^  aß'^  —  ocbß  +  coi'',     B  =  bß  —  2ca,     z/  =  4ac  — R 
1)     fLldx-^ /^  ^^_Jm--n)^    /'^^l 


2) 


c  {m  —  2n-\-l), 
/  «^ 


10  = 
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^)    J    ^^^  —  {n  —  l)^ß'^W^  {n  —  \)z] 

r    v^  Bm         r  v"^-^ 

J    w«-i     ^  ~  (w  —  l)^  J    tt"-^ 

r  u^        1  W"  2nÄ 

■^  J    ^^^^^  ~  (m  —  2n  —  l)ß  v^^^  ~~  {m  —  2  n  —  1)  /32 
r  it«-i  nB  r  W"-^  , 

J    -^'^''  —  (m  —  2n  -  l)/3-^7    "^^^^ 
—  /3  it'^+i  _  (m  —  n  —  2)  B 

^  —  —  (v;i  —  l)Ä  ^"^-1  ~       (m  —  1)  J. 

/^  ^t«     ,  (m  —  2n  —  3)c  r  ur"     , 

J  i;^"-i  (m  —  l)Ä     J  V''-^ 


7) 


/dx 


^;2^  i3  1  (m  +  n  — 2)JB 


r_doc_  _  (m  4-  2  n  —  3)  c    f  __}__  ^^ 

^  2  (>^  —  1)  J,  i;"^-i  ^^«-1        2  J.  7    ^"^-1  M" 

~^       2(n  -{-  l)Ä       J    i;"*w»-i 


Ist  ^  =^  0,  so  wird 


9)      r 


(m  -]-  n  —  l)  B  V''' u""-'^ 


(m  -\-2n  —  2)c    r       1       ^  ^ 
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§.  76. 


Sei    a  -\-  l)x  ^^  co. 


/clx  l_^  f      -A/b  X    a  und  b  gleich 

(a  +  bx)Vx  ~~  ~  Väb  ^^^^  ^^  V  "^       bezeichnet 
—        1        7      a  —  bx  -i-  2VxV—  ab 

r  dxVx^   _  2Vx  _  a    r    clx 
J    a  +  bx  ~      b     ~~  1)  J    (oVx 

r  xVxdx /  X  ^  \  9 "1/    _i    ^^^     r    ^ ^ 

j  'irvb~x~\Tb~~b^)^^''^'¥ J  ^7y^ 

Cx'^yxdx /^2         ^^^  _\^\c)\/  ^^     r  dx 

J     a  +  bx  ~\f>b~'  U^'^FO^^''  ~T^J  ^W 

rx^Vxdx / x^       ax^.a^x      ^^^\c)\/     \    ^^^    f   dx 

J    a  +  bx  —  V7l~5F  +  3i;^~F;'^^^  +  '6^7    '^y^ 

r        dx         _y  X  ^    \    r  dx 

J    (a+  bxyVx  ~  ä^    ' "  2^  J     coVx 

r    dxMx    _      Vx       \    r  dx  ' 

j    (a  +  6^)2-        bco'^2bJ    coVx 

r    xVxdx    __  2x  Vx        Sa    rdxVx 
J    (a  +  bxy~     bco  F J        c3-^ 

r  x'^Vxdx    __  /x^  _  hax\  iM X    ,    5a2     r  dx^x 
J    (a  -^bxy~  \Sb         3b'- )~^       '      b'^    J        (o'i 

^   J    ia  +  bxy~\bb~i:i)b''~^U-^)~^  Wj     CO-' 

11)     r  ___^^^___  ^ /_1 ,       3     \y      ■      3      r_^:f_ 

19)      r_dxV^___  ( 1_    ,         1      \  V:r  -^  J-   f-^ 

^  J    {a^bxf     \      2bco^'^    4.abcoJ  ^'^'^  8abJ    oiVx 
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r    xVxäx    _        2x\/x    .    3a    rda 


co'^ 


2  ]/xdx   __  /x"-    ,    5  ax\  iVx  __  löa^    rdxVx 
^sV^r^^'         /x'^         lax'-         ^\Sa^x\2Vx 


r  x^Vxdx    __  (  x'^         7ax-2         '6ba^x\ 
^^^   J    (a  +  hxy  '  "  Vsl^  31^  3F~; 


35  g^    rdxVx 


§■  77. 
Sei    a  4-  6;r2  ::^  (o.        %  ^-^   |/|-,     %'  ==  |/ —  -^-. 


'^  /Kq::i^^^^^^V2p^^ 


1       /       yJ  —  Vx        ^        ,      Vx\     a       .  .. 

=  2F7-3  r'  V+Y.  ~  '  ""''"*  ^)'  T  <  "^ 

/"    rfä;V«    _  __l_r      7     X -\- k]/^ -Jr  x"- 
^>  J    ^r+T^'^hnVA       ^'  V»  _ 


xV2ä;]     a 

+  vi 


:^      — .  {log -, \~-  2  arctgn  — 7-  '    -7-  <C  0 


14 


15: 
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r  x'^dxVx  __2xVx        a    rdxVx 
J    a  +  hx^  ~~      oh  ~h  J        Ö9 

/x'^dxVx fx'^         '^\  oV      i_  ^*^    r    ^^^ 
^rT^^""v^~w^^^^  +  ^7  ^^x 

r  dx  __   Vrr  3      r   dx 

J    (a  +  b  x'^y  y^"~2aa9~^4a7    w  V:r 

r     dxVx      __  xVx  1     rdx\/x_ 

J    {a  +  hx'^y  —  ~~  2h  CD '^  4.1)  J   ^]/x 


Vxdx  xV x    ,      3     rdxV 


r  x'-Vxdx     _  _  xVx  _|_  ^    r 
J   {a  +  hx-'y''''        2hco    '    ihj 

r   x^Vxdx    /2;r^    ,     6a\Vx        5öf.    r  dx 

J    (a  +  hx^-  ""^  VIT  "T-  2F;  -^  -  u^J  ^y^ 

^   J    (a  +  hx'^yVx'^\^^i^-'^QciUoJ^''~^32a'^J    cdVx 

r      dxVx      __  /     1 1        5      \     ^ 5_    rdxVx 

^   7    (a  +6^'-^  —  i^4a(D2"^16a-^«y'^^^"^32a27        « 

r    xdxVx     __(hx^  —  Sa)Vx    .        3        r    dx 
J   {a  +  hx-')^'~         16rt6«2         '^S2ahJ    coVx 

r   x'^dxVx    _  _  2x]/x    I    3a    r  ^^■^Va; 
7    (a  +  ?>^2j3  ^         bbcü-'    ~^  bh  J        Ü33 


;r3f^a;Va;  2x"2V^'    I    5  a    /'^■fZ^'V^ 


/^    ;r3fZa;ya;    _        2x"2\/^'        5a    r  x d x 
J    {a  -L  hx-^y  ~~         3  6w^    ~^  ^db  J         w 
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§•   78. 


Sei     a  -\-  hx  =  CO. 


1)  r^i__2^, 

J    Va  +  hx         h 

,.      /^      x^dx  /l      ,         3         „    ,      o  A2Vca 

^  J    Va-^hx        \^  5  ^  y    Z)'^ 

^.       r      2;4c?rr  /l     ^       4       ,   ,    6    „    „       4  ,      A2Vg9 

^H?:r  /l      .         5         .    ,    10 

+ 

3  y  i« 


„.      r     x'dx  /l      .        5        ,    ,    10    .,    ,        „    ,    „ 


2  .     V«  4-  ^  ^       ^  A 

—  arctgn  — ^=— ,    a  <;  0 


r         ^rr         Vg9         b      r   dx 

J    x^Va  +  hx  "        a^         2a  J    xVo 

r       dx        __  /        1         _A?L\  V    -i-  —  r  ^^ 

^   J    '^c^V^+hx~~\       2a^2  +4^2^;  *^''+8a'^J    xV ^ 

^   7    ^Va  +  2>^"  \      3a^3i-  12  a^ ^2  —  ^a^x)  ^  "^ 

bh'^     r  dx 
~  16a-V    ^Y« 


j 


11 
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dx  /  \  ,  Ih  35^;2 


)  r    1^ ^(_ 


.        35    \  w       I     35j>^    r  dx 
"^  Ua^x)  ^^  "^  128aV    xVa 

dx  1 


J    ya  +  hx  h]/Gi 

.      f      xdx  ...       2 

c/     Ka  +  ö^r 


14) 


+  hx  h'^Voi 

x^dx  /l  \       2 


A'      Ä:2f/x  /l  \ 


,_,      /^      ^r^i^^  /l  .  ,       \ 


16)     /   — ==3  =  (- w^  _  -  aw3 -f  2a2w 


.       9, 

4  ((3«  —  a* 


18)     r      /^-        „  ^       I     V  ^^' 


19) 


££__  ^  / 1 3J;\  _i 1^  r  _^ 

^a  +  &/        V      ctx        cvO  yco        "^ci'J    ^y^ 


90)     f         '^•^  ( 1_  _L  _li_    I    11^\  _2_ 

J    x'^Va  +  hx         \      26ta;2  ~^  4.a^x    '     4a3y  y'^ 

21)   /^-_£f_3==f__L_  , __!!__  _3ö^ 

J    x^Va-^hx         \      3a^3  n    12^2^:2        246^3^^ 

35ö3N^     1  35&3    ^    fi^ 

Cd 


__  35ö3\  _1 35^    r    dx 

8aV  \/«         \Q>a^J    "^ 
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09^      r         ^^  _/ 1         I       36  2U2  105 /,3 

315_^\  _2_    ,    315  ^^^    r  _^ 
~^   64a5;  \/a9  "^  128a5j    ^y, 


23 
24 
25 

26 
27 


28 
29 
30 
31 

32 
33 


J   Va 


dx  2 


hx  ?,hc}^/io 


/xdx  (  \     ^^\ 


/    — —    ^    -5  =z  {  co^  -\-  2  aco  —  ~  a 


J    xVa  +  hx   "~  \3  a  "+"    a-^  /  0)  Vw        «'  J     ^' V« 

/'  (^a;  _  / 1 2()^  _  t)h'^x\      1 

7    ^2ytt  _|_  hx'^  \      ^^        3a2  a^    y  wVw 

bh     r    dx 
~  2^V    ^Ö^ 

r^    V TT—       SoVö 

/    dx  Va  -\-  bx  =^         . 

r  .j —-—        /l  a\  2wVa9 

/  ^n^^rVa  +  6a?  =  f  y  «2  —  —  (203  -f  —  «M— -p — 

/  \  3  3 

Ä;<^(ia;Va  -{-  hx  =  (-q-  «'^  —  y  a«^  _|_       ^^j-io? 

1     A  2  ft)  Vt 

a^ 


3       /       6* 


-  ««3  -f  ~  a'^tx)^ 


I    X^dxVa  -\-  bx  =  (yr  «4 

4  ^        I     1     A  2ü3V« 

5  '3/6^ 

/  l  5  10 

x''dx]/a  -j-  bx  =  1—  «5  —  —  a«4  -|_  _  a^«^ 

10     „    „    ,       ,  1       \2oiV(o 


~  a^cj^  -T-  cvcj  —  TT  « 


3      /      6« 
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d X  ,  / T—r—  .  1  /        ,  r    dx 


35)  f'4v^:frx  =  -y^  +  ^  [^ 

'  J     x^-  ^  X      ^    2   J    xV 


Vo    I    hV<o         h'     r   äx 


^  J     x^  '  V       3  a  ^-i    '    4  a2  a;-/  8  a^  x 


h-^     r  dx 


.  j^  r 

^   J     x-"  '  \      4  a  ^'^         24  a2  ^z;-^        32  a-^  x^J 

hh'^Vm  61)^       r    dx 

+  64 a^^  ~  128aV    xY« 


-3        2fa2l/ 


a\  2a92V« 


39)     fdxVa  +  h 

41)  /  .xHixVa  -J^bx  =  (--  092  _  y  «  w  +  -^  a2\  — _ — 

42)  I     XHlxV'ä'+Tx     rrrr   /—    (»3   __   1 


1       \2aj2Vfo 

^     43)     r  x-4(^a;Va  +  bx^  =  (^  ^*  ~  H  ^  ^^  +  1  ^*'  '^^ 

4     ^  1      \2«2V« 

44)     f  x^dxVa  +  bx'=(J^cj^  -  ^  «094  +  ^5^2093 

10     ,     ,    ,     5     ,  1      .\2o92Vo9 
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J     ^^  ax       ^    2a  J     X 

47)     /*f^V^-6^'=('__J___?^\„,V„ 

1    3i2    /'da;,, 
+  8^7-7^'" 

—  T7^~^    /    —    von 
'   J     x^  '  V       4(2^4  "8a 


.r3        32a3^2 


^^^     \     Ol/       .      3^)4      C  äx  .,    ^ 

50)  y^c^xV^T+T^^^i^ 

52)  r^v^r+i^^=-5^  +  ^  r^v 
63)  r!ifv^rn^^=(-^-/^V3v. 

^   J     x^  '  V       2a^2         4a2rr/ 

'     8a^  J      ^ 


C3^ 


ß) 


20931/03 


54)     /    ri;c?^  Va  -f  ö/  =  (^—  g3  —  y  a  j 

56)    y^^3(^^y^_j_^,/^/J_^3  _  ^^0)2  +  1^2« 


&2 


1  \    2  093]/^ 


61)  f 


dx  _   3'^092 


Va  +  hx  2^» 


^_,      r      xdx  /l  1     \nfco 
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3/ 


J    fa-\-hx       V3  5  ^  2      y     &3 


^^^/fli 


dx^  _  3f 


0) 


61)     f^=^M^=(\.-aY^'- 
J    V(a4~bxY        \4  y 


17  («4-^^)2         b 

xdx        /l 

]/(a  +  bxy  ~  \  4  "  ~"  V  ~^ 

J    x'^fa  +  hx  ax         3a  J    ^-^  ^ 

65)  r     ^^     _  ( 1    I  ^Miy.M  gj!  r_^ 

dx  _  J_  fi  7     f^c3  - 

f(a  +  6^)2"-t/a0  2'^^        1^, 


CO 


X 

Vsfc 


—  ]/ 3  arc  tgn 


fo,  +  2fa 

67)     r  ^^  —  _  1^  _  ^    /"*    (?rr 

J    x-^f{a  +  bx)^~         ax         3a  J    ^c"^  ^^ 

^^^   J  ^{a  +  bxy  =  (~  2^  +  ^)l^^ 

G9)   r^^;7ä-^_Mj 

J  46 


13/ 
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rrn^         r       J      f/ TT—  /l  1        \3«]X« 

70)  /    xdxya^bx^=-[Y^~~T^^) — fi — 

X       r        n    13/ 7-1-         /  1      o        2  ,     1       \  3  0)  "ß^üJ 

71)  J   x^dxfa  +  bx=^[j^co'^-jao,-^~a^'j--^ 

72)  J^dxf(a+hxy:=^^I^ 

73)  fxdxf(a  +  bxy^-  (I.  09  -  I  a)  ^^^ 

74)  r  x^dxf{a+bxy  ==  (n  ^' "  "^^  ^  +  -^«') -^^J^ 

J     ^  J     xycj 

r,n^      r^^iV ^ — ; —  cölfw  &      rdx^y 

77)  r^f^rr^  =  f--i-  +  ^-Vf" 

81)     r  '^^  =,  ("  J_    1    J_\  ^^ 

R2)      f  ^^  -(     ^         \         ^         \       ^    \  — 

r         dx         _  /    1 C>        .        8       .     Ifi  \  ■•^ 

J    i;y(rt  -)-  6  xy  ~    \7ara3    '    35  a''' »2  "^  35a3(a'^35aVyo) 
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§•  79. 


Integrale  von  der  Form    /  /  [x>',  V 


1   —  X^  }■ 


Sei  s  eine  positive  ganze  ungerade  Zahl,  so  wird: 
x'^'dx  1 


{Vi  -  x^y       (2r  -  s  +  i){vi  -  x'^y-' 


s—l 
2 


;c  =  1,  8,  5,  .  .  . 

A  =  0,  2,  4,  .  .  . 
i    _  (2r-l)(2r-3)...(2r-x)  _ 

'~(2r-s— l)(2r-s  — 3)...(2r-s-x)'    ^**^  ~" 
_  (s-3)(s-5)...(s-  A-  1) 
(s-  2)(s  -  4)  ...(s  -  A-  2) 

^y_ (2r-  l)(2r-3)...3.1 


^  ^   (Vi 


(2r  —  s  +  l)(2r  —  s  +  3)  .  .  .  (—  s  +  3) 

^2r+l(^^  1  2,-4 


0 


^>ia:^ 


l  yiX 


(Vi— ^2)«  (2r  — s+2)(\/l  — a;^' 

A  =  0,  2,  4,  6  .  .  . 
2r.2r  — 2  .  .  .  2r  — A _ 

^  ~~  (2r  — s)(2r  — s  — 2)  .  .  .  (2r-  s  — A)        ^  ~ 

2r.2r— 2  ...  4.2 

~  (2  r  —  s  +  2j  (2  r  —  s)  (2  r  —  s  -  2j  .  .  .  (s  —  4)  {s  —  2) 

,       (2r  —  l)(2r  —  3)  .  .  .  3.1 
+  2r.(2r-2)(2r-4;...4.2  ^^'^  ^^"  ^ 
;«  =  1,  3,  5,  .  .  . 
y|    ^       (2r-  l)(2r-3)...(2r-x)  _ 

(2r  —  2j(2r  —  4)  .  .  .  (2  r  —  X  —  IJ'       '^ 
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"/ 


a:;2»-+i  dx 
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l/l  -^^      ""  2r+l  2^  ^''''"     • 

^   _    2r.(2r— 2)(2r  — 4)..!(2r4-2  — A) 


■— A 


(2r— l)(2r  — 3)...(2r  — A  +  2— Ij"'    "^^  ~  "^ 
A  r=  0,  2,  4,  6  .  .  . 
Sei  s  positiv  und  ganz 


(2r— Ij^'^'-i^V/l-^^y 


(2r  +  s  — 3)(2r  +  s— 5)...(s  +  l) 


2(1-^^^. 


A, 


(2r-l)(2r-3j...5.3.1  (yrz:^2y  ^ 

A  =  0,  2,  4,  6  .  .  . 
%  =  1,  2,  3,  4,  5  .  ,  . 

_  (2r  ^  .9  —  3)(2r  +  s  —  5)  .  .  .  (2r  +  s  —  A  —  1) 
~  (2  r  —  3)  (2  r  —  5)  ...  (2  r  —  A  —  \)  ' 


7?       _  (s  -  3)(s  -  5)  .  .  .  (s  -  2x  -  1)  1 

^^'^^^  ~       (s-  2)(s-  4)...(s-2x)     '  ^0  -  1,  ^J^i  -  ^3:^ 

a;r  1 


+ 


(2r4-.s  — 2)(2r  +  s  — 4)...(s  +  2)s 


^^Ä, 


X" 


1  —  x^ 


2r.(2r  — 2)(2r  — 4)...2  (\/i__^2y  is  —  2 


(2r4-s  — 2)(2r  +  s  — 4)...(s4-2)s         Vi— a:^  — 1 
"^  (2r  — 2)(2r  — 4)...4.2  ^^  S^ 

A  =  0,  2,  4,  6  .  .  . 
^  _  (2r  +  g  -  2)(2r  +  s  -  4)  . .  .  (2r  +  s  -  A)    ^   _  ^ 


"/ 


(2r  —  2)(2r  —  4)  .  .  .  (2r  —  A) 


dx 


Vi 


IH-:^ ^7^- 


^2.yi_^2  -     (2r-i)^2r-i|  ■r2^_3 

I   (2r-.2)(2r-4)  (2r  -  2)  (2r-4).. .  2  , 

'   (2r  — 3)(2r— 5)      "^  '~(2r— 3)  (2r  —  5)  . ..  3  J 


r  __dx^^ 

J    rr2^+i|/l  — 


14- T^ -x^-\ 


2r.Ä;2^ 


(2r— l)(2r— 3)...3 


'^('2r 


n2r-2 


(2r  — 2j(2r  —  4)...2 


2r 

(2r-  l)(2r  — 3)...3.1 
2r.(2r  — 2)...4.2 


log 


yi__.^2_i 


oj 
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Sei  s  eine  positive  ganze  und  ungerade  Zahl,  so  ist: 

9)  f.HVT^^yä.=-(^iEf^'^.A..^,-. 


s  +  l 


+  ^2r-3  ^  Vi  -  X^  ^^  Bx  (1  ~X^)      '       +  A,r-3  Bx+,  ÜVC  Sifl  X 

0 

^  =  1,  3,  5,  7,  .  .  . 

A  =  0,  2,  4,  6,  .  .  . 

(2r  +  s  — l)(2r  +  s  — 3)...(2r+s  — x) 


0 
s— 1 


iz£|_  2r.(2r-2)...4.2  / 

'^~^'^'  J       (2r  +  s  +  2)(2r  +  5)...(s  +  4)(s  +  2)  ^^^ 
Dabei  ist 

A  =r  0,  2,  4,  6  .  .  . 

Q^  ^ 2r.2r—  2...2r-A 

(2r +  s)(2r  +  s  -  2)  .  .  .  (2r  +  s  —  A)' 

Sei  n  gerade,  so  ist: 


n 


W    V;r2-1        ^  ^        n(n-2)...(n-2x)       ^ 

K+  '^^^^^27(^^^^4):::4:2  ^'^(^■+  ^^'  - 1> 
Ist  dagegen  n  ungerade,  so  wird: 
n— 1 

12)     r'      ^       -     V^i^I  V.  (»-!)(»- 3)..  ■(«-2x+l)       , 
Die  Coefficienten  für  h  ^  0  sind  =  1. 


2;(+l 


13)      r     ^""äx     _        x--^Yl  .^a^        n_-^    r  ^^-^ 
J    V\  —  x'^  n  n      J    \/\~Zr 


X 

~x^ 

liaska,    mathem.  I'ormclnsammluug.  -  ii 
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r    xdx  \rr~~ — '•> 

J    V\  —  x^' 

r     x'^dx     x'^-^Vx^  —  V  n  ~  l   r  x""-^ d x 

^'^^  J  Vx''  —  1  ~         ^  '^J   Mx^'  —  T 


J     Vx-^  —  1 


17) 

/ 

x'^dx 
Vi  +  x-^ 

18) 

/ 

xdx 

Vi  +  ^2 

1o^ 

r 

dx 

;n-i  Vi  -f-  x'^        (n  —  1)    /^   a:^-Ma; 

ViT^ 


/ 


=-  Vi  +  ^^ 


yi  —  ^"^     ,  w  —  2 


Vi  —  x-^  (»^  —  1)^' 

dx  -.      1  +  Vi  —  ^"^ 


•2       ,    w  —  2    r  aas- 


20)     f     J''        -^-log 
J    xVl  —  x^ 

r        dx         ^     Vx-^-l  n  —  2    r  dx 


dx  1 

=  arc cos  — 

X 


J    xVx^  —  l 

dx  1      Vl-^x^        n  —  2    r d^ 

"  n—  1      ^"-1  n—lj    itn-^l/i 


^   J    xVl~^  x'^  ^' 


dx 

vT+^' 


26)    f  xVi  —  X-'  dx  =  ^  (^2  _  1)  VI 


n^dx 


x'^ 


/,/ a;"+^   -./ ■  1        r    x^dx 
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28)     j  xV'^ 


\  dx  =  -  (x-^  —  \)  Vx-^  —  1 


1  4-  ^'2  dx  = 


t^4-2 


29)  C  x^^V 

30)  f  X  Vi  -\-  x-i  dx  =  \^  (^2  _^  1)  yY^ 


;r2 


VT^^^^ 


(»i  — 2)^;^ 


31)  /g  1/1"^^  = 

32)  f  ^  Vr^~^  =  Vl~^~^'  +  7o^ 


p^ i_  r ^ 


dx 


1  -  Vi  -  x^ 


33)  f^V^-         .-         . 

34)  /'  ^  V^?^~^^  =  Vi^"^=~T 

3 


V^2  _  1 


Vx'  —  l      ^        1        r  __dx___ 


arc  cos  — 


>5)/^^vr 


^'-'  = 


Vi  4-^^ 


(n 


/l-^x'^ ]__    r        dx 

-2)^-1      n-27    xnVT-A^^ 


36)  r  ig  vr+-^:=.  vr+i^^  -  ?o^  1  -^  Vi  +  x'^ 

J        X  ^  X 

37)  y^  fZ ^  Vr +^  =.  I  VrT^+  i  log  {x  +  vi+^o 

38)  J  dx Vx-^  -  1  =  I  v^;^^"^=n:4- 1  ?o^  (v;^^^=T+  ^) 

39)  y  f/  ^-  Vi  —x^  =  I  Vr^"^  +  I  ar.'  sf«  ic. 


11 
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§.  80. 


Sei     a  -\'  hx^  =  CO. 


1)     f        ^•''      ^-^hg[xVh  +  V^bx^].    6>0 


arc  sin  x  y ^5  h  <i  0 


dx 


f 


=:  arcstnx 


Vi  —  x'^ 

dx  X 


J    V{a  +  hx'^y^       aVco 
r  dx  __  /_l ,    _2_\  _x_ 

r  dx  _  /     1        ,         4 8_\    X 

/xdx        V« 
Va  +  hx^  ~  ~^ 

/x^dx       xVco         a      r  clx 
Va-\-hx'^  ~~2V~2bJ    V^ 

r       x'^dx        _  /X^  __    2^\  y^  % 

r      x^dx       __  / x^  __  ^ax'^     ,      Sa^  \  w 
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13)     /'  ^^  ^  _1_  7      ya  -\-hx'^  -  Ma 

^   J    xVa  +  hx^  ~  2]/a  ""^  ]/a  +  hx^-l-Va'    ""  ^  ^ 

l                        1/       h 
=  w arc  secx  y ,       a  <  0 


14)    r_^^^,,,VLiL^!^zJ 


Vi  -  X'-  ~   1 


-..      /*        dx 
lo)     /      ..  :=  log 

J    xVl  ~  x'^  "^ 

r        dx  i 

lOj     /        ,  =  arc  secx  =  arccos  - 


J    x^ 


y 


0? 


18)  f      ^^      =  _  ^^ ^  r  j[^ 

19)  f i£_=  =  ^_  _JL_  ,  _1L\  1/,, 

J    x^ya-\-'bx'^        \       ^ax-^    ^  ?>a''x)^ 

20)     f  '^-^  -     (^ 1       ,      3Z>    \  w      .ojjlfdx 

J    x-^Va-^hx'^        \     lax^'^Sa'xO      ^^  8aU    ^ 

21)  r    '^"^  s  =  -^ 

J    Va  +  hx'-         aVco 

,,3  j_jä. 


CO 


hx^  bV^ 


CO 


24)     r    /''ä^     ^        (x^    I    2a\    1 

'   25)     f      ^'^^-^        _  /fl    I    3a£\  J 3a     r  dx 

'  J    Va  +  bx'       V2  6  "t^  2i-^  ;  V/„        ■^-h-'Jyl 

26)     /"      a;"''^-^^        _  /g*         4aa:ä         Sa^X     1 
^    Va  +  6^2'  "~  1,3  i        TP"  ""  Fp)  "jT;; 
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97)       f  ^^  —  -1 V-  —     f   — -— 

28)     f         /^^  ,,=  /      _L  _  ?1^\  _1. 

2^      r  dx  ^  / 1 ^\  J__  _  11   r  dx 

J    x^Va-^hx'        \       2arr2         2  ^  y'^        2^27    ^^7« 

30)  r  ^^^  _^  (^ L_    I      ^^       ,    8^\  _J_ 

31)  r         ^'^  ==.  / 1__    I     _^  _,   ]^\  _L 

32)  r         ^^  _^  /2hx^        x\      1 
W     1/a  +  hx^""  ~  \  3a'^    "^  a)  ^y« 

33)  r       xäx        __  1 

J     Va  +  &^2'  3  &  CO  I/o? 

r     c^dx_  x-^ 

Q^.      r x^dx        __  /      ^^  _   2a\      1 

37)      r  ^^  ^ 1 4:b    r   dx 


G)V  (0 


38)  r     ^^     =  _     1     __^  r  ^^ 

39)  y^c^^v^Tfi^^^  +  iy^^ 


40) 


/   xdxVa  -^  bx^  =  ~^ 


Sb 
xcoVt 


41)  J^x^dxVa  +  bx^  =  ?^^-±^fdxV, 


coV(o 
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45)     f^V^r+i^'=.V^+a   f-l^ 

J         ^  J      XVC3 

48)  y"^V,7+4^_        """ 


dx 


49)    f  ^  l4+-j^  .=  -  ^  ^.  M^       Jl    r 

51)  f  xdxV^^l^^  =  '^^ 
J  bb 

52)  fx^dxV^+h^''  =  ^^^-±.fdxVco^ 

53)  J'x^dxVa  +  bx-''  =  (|i  -  gll^)  »-^  V^« 

54)  y  x4d^  VM^T^'  =  (li  -  ifp)  "'  ^«^ 


Irrationale  lutegrale. 


CO)  f  ^  yiTTh^'  =.(-!_  ^\ «.  v„ 

C2)   f  xdxVa  +  bx-''  =.'^^ 


63)  y^nz^v;^T^^  =  ^^-^^y^.zxV»^ 
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§•  81, 


Sei     ax  -{-  bx"^  = 


l)     f  ^^^  —  2  (a  4-  2  bx) 


2)a-  J       \/'^n-2 


_  4:(n  —  3)^;    r     dx 
(n  —  2)a-  J 


l     2)      /  x"'Vax  -f-  bx'^\l 


X 


X 


Vfa'^+' 


m-l  l/r.-in+2 


"^     b     7)1  -\-  n  -\- 

1"/ 


biin-^rn  +  1) 

w  +  1  J 


^^ (?a;  =r 


a  ^n  -  2   -  1 ; 

b{2  —  m  -)-  ^^)       r  Vo" 

m         J  2{n  -{-  l)b 

r        Diese  Integrale  führen  auf 

oder  auf 

p.      r         dx  1  .    26^  —  a 

J     i/aa;  —  bx'^        Vb  « 


J    V2rx  —  ^2  ~ 


,^x      ,         ^    ^v^  ^'»-iV2r^"  —  .^2 


y2rx  —  ^2  m 
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dx  __    v2rx  —  a?2 

V2rx  —  x^  ~       mx'''-'^ 


9)     /  x'^^y^rx  —  x'^d 


X  =  — 


x-i 


r{^m-^\)    r  ^^^_^  y<2rx-x^dx 
'        m  -f-  2      J 

10)    r^V27^ir^M^=./^^V< 

,       2 ?)^  —  1     r  dx    . /- , 

-f-  r —   /    — —  \/2rx  —  x'^dx 

-  ^ .      r        ^ (^ ^  _  Vc9  a     r  dx 

^   J    Vax  +  hx^  ~~~l>  21  7    V^ 

.^.      f       x'^dx         _  ( X ?>a\  w       1    3a2    T^ 

^   J    Vax-^-hx^^^'y^h        U^)^"^^  Sh'J    y^ 

^    J     V^^+T^2  ^  U^         24&2  +    9663    -  "ÖIF;  V"^'' 

I     35 g^     r  dx 

J     Va^  +  hx^  ""  VST  ~   40^2  +    80  63  64 ^^* 

.     63  an  -. /  63  gs     f  dx 

"^  128Z>V  *^^        256  65  7    7^ 


16)      T- 

J      X 


xVax-^hx'^  ax 

dx  /  1         ,       2h 

Vax  -\-b x'^ 


r  dx  _   /  1         _^       21)    \y 

J    x^Vax-\-bx-^  "  \       30^    '    37^y 


. oN      r  dx  ^  / 1 U       _     86^   \  ^  w 

^   J     ^:^Va^-  +  6x'2        V       5a^3-t-  15^2^.2        lög:^^;'-''^ 


19) 


20) 


J    x^Va 


dx 
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/  1         ,        6& 


17] 


X  -\-h  x'^ 


1  ax^ 


+ 


8^*'^ 


35a2a;3 


^ha'^x'^ 


21) 

22) 
23) 

24) 
25) 
26) 


/ 


/ 
/ 
/ 
/ 
/ 
/ 


dx 


1 


x'^  Vax  -{-h 


dx 


dax^ 


+ 


8h 


16  &^ 


+ 


63  «2  ^4 
Slba^x'^ 


105 «3^3 

_1^28^^'t 
31 


ba^xj 


2(2bx  ^  a) 


Vax-{-hx^ 

xdx 
Vax-j-hx^ 

X-  dx 


a-^y, 


CO 


yax-\-hx'^ 
x^dx 

—  ^3 

y  axA^hx'^ 
x^  dx 


_2x_ 
hV(o 

2x 


+i/ 


dx 


x^    1    3  ax\  _\ 


27) 
28) 
29) 


^/ax-^hx'' 

x^dx 
Vax-]-  hx'' 


■   dx 


hax- 


x^ 
2b 


Iba^x 


3a 


dx 


4/>2 


4^^^  yy, 


J  y« 

1 5  «2   r  d  X 


CO 


/  x"^         7  a 

""  V3U  ~  '12' 


62  +    24  63     ~^  ~8h^    }  \/g5 


Mi^  r  dx 

x\     1 


35  a3 


35  a3     na. 


j   ^y»^  -)-  6^2 
^2y^ 


46 
3 


16  6 
dx 


dx 

CO 


x  -\~  hx- 
dx 


x'^^ax-^  hx'^ 


-    f 
^axVco        3^7     yc5?, 

/  1  26  \   2      ,862     r  dx^ 

\      oax^'^  ba^xJy^^E^^J    Yco^ 

/_  _1 1        86       _     16  62  \     2 

V      7a^3  +  35  «2^2        aSaSo.v'  y^? 

y«3 


64  63 


64  63     n 
3b  a^  J 


f 


dx 


x^Vax  -f-  bx'- 


=(- 


_Jl ,       10  6 

dax^  "^  63 «2:^3 

32  63 


16  62 

'    6303^2 

128  6^    r    dx 


32  63  \     2  128  6^     r 

"i    63a^^y  y«         63  a*  J 


yü3  3 
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31)  r    ^Ji _3  ^  f _  ^^,  .  _i^ ^ii!i_ 

,       64  &^     _    128/;^  \  _^ 512  ^>5    1^    dx 

39)      r  ^^  ^  / 2_        166\  2^ja;  +  a 

'  ''^   J    Va^'  +  hx''    '   \       3  cü  ^  3a'V  "  a^  Vo. 

33)      r         ^^a;  __  (       1         _  4.(2hx  +  6t) |       2 

J     Vä^~+T72^  ""  l«  +  ^^^  ^'  1  3  tt  Va 

x^dx  /      X  ,    2^*\       2 


.       r        x^dx  /      X  2  x\ 

J    Vax  -f  bx'^  '~'\a  +  bx~^    (^  )3aVcQ 
^.        /^        x'^dx  2^3 


2 8_&    f" 


36)  r -^^^  ^^     ,  = ? ^  r  '^-^ 


2 


(^;2;  /  1        ,        46  8&2  \     2 


J    x'^Vax  +  bx^''~     \      9a^3-1    21a2^2        21a3^/ 

~"  2103  J    Vo] 

39)  /c^.yr.-+^=(f +  ^)Vco_|l/^ 

40)  xdxVax  -\-  b x^  =  —-j -^        dx Vcd        •  ^ 

41)  fxux yVxT'h^^  '={rh-^)'' ^^" + S /<^^V. 

42)  /x^^d^v^xT"«;"^-^-  (fi  -  S  +  Ht?)  »i/» 
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J  ^  V6  6         20 J2  ^  160*3 


~  32ÖF  +  mW  "^''-'MbJ  '^^^' 


45)   J^-^yax-^bx''=\f<.^^J 


4'^)     /    -T  V«^-4-  6a;2  = 


2«V. 


48)  /§  V„-7  +  I^=  (_  _L_  +  ^i,\  2«  V. 

49)  /■  ^-  V;^7T^-  f-  ^  +  -^^ ^-^  2  0,  V« 

^    **  V      Tax'    ■   -öüa-'x*     lOöa'x^       '^ 

50)  fdxV^^+l^^'^(^-^l^yjj^-y, 

+  I28F^7    V» 

51)  /^rf^v^Tqr^''^.^  _  ^fdxVco^ 

52)  /.»<i.VJ^T^/^  (^  _  Ä)'^'^« 

64)     /"  »4  rfä^Va^  +  ftV  =  ["£!_  "«'«^'  4.  33a'a^ 
•^  '  \Sh         112  ft2     ■     448*3 

33o3\  ,  33  a*     /'        w   , 


174  Binomische  Integrale. 

05)   y   x^dxVax  +  ?,^2    _  ^__  _  _____  4.  _____ 

USa^x    ,     143  «4 


2688^4     '    3840  Z> 


7  lo3G6'J 


-„        r  dx  1/ ^ — 7 — 3         coiya)     ,     a     /^  ,     w 

5G)     /   —  Va;^'  4-  hx'^   =  — 1 h  "ö  /    ^^  V» 

rdx./ rT~^3         cjVcj     I    3aw       ,    8^2     r  dx 


2(a  +  hxyVcj 
bax'^ 


GO)     fHVax-^bx'^  = 

^   J     x^ 

61)  y   dx  Vax  +  Ix^  =  (^  -  -j^^-  +  ^  — f^Vco 

5  a«       rdx 

r    -,  1/ — : — 1 — ,>     ro^Vu      *   r  T  ^/  ■ 

62)  /    xdxVax-{-hx^    ~~77 Th        '^^Vra^ 

63)  f  x^dxV^+T^^'  =  (Ji-  rfi^)  '"'"^^ 

64)  /  .3..  V^^^  +  I^'  =  gl  _  Jii^'  +  JI5,)  .,  V. 

11  «5     f    ,      ,/     . 

65)  /  ^  V,7^T^^^  =  ^  +±fdxVco^ 

rdx-./ r-'r--}        /  (o"^     ,    5aw\,/       ,    5  a2    T  ,     w 

G6J   y   ^  Vax  +  /.^^   =  (j^,  +  ^)  \/a.  +^y  rfx  Vc. 

67)   /gv^^M^^-^^  (^  +  ii^  +  i^)  V« 

5  CT'    r  ^^ 
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§.  82. 


Sei     ax'^  -\-  hx''-^^  =  cj. 


l)     I  x""  {a"-  +  h  ;r^+")^  d  x 

pnh  r 

^ni-x-n+i  fjjp+1  (,,^4_^;(_,^,_^ljfj     r 

im-^pK-^np-^l)b      {m-^pK-\-np-\-\)bJ 

pyi-\-np-\-lJ 


(m  -\-p  X  -j-  np  -\-  l)      m  -|- 

r       x-^dx 

^   J     {a x^-  -\~  h x^-^'^} 


)P 


(p  —  l)nb  wP-i   '        {p  —  ^) 

/V.MI— ;^ — n  +  1 


PK  — n  4-1    Tx'"-^-" 


_  (^^^  ~  px  —  n-i~l)a    /"^r^-« 
(m — p%  —  n  p  ~\- 1)  b  cjp-'^      {m—pK  —  np~\~\)bj     cqp 

^m—x+i  m~\-n  — pA  —  yip  -1-1    P  ^"-^ 


Q)  —  1)  n  a  cjP-'^  {p  —  l)na 

^   J  x^ 


X 
CJP 


pna                rdxcoP-^ 

(m  — p  K  —  np  —l)  x"^^^  (m  — p  x  —  np  —  1)  J       x"'-" 

ft?-P~^ (m  —  n  —  pK  —  np — 1)  f'dxcjP 

(m  —  px  —  l) ax'" ^''—^  (m  —pK  —  \) a        J    ~x^-» 

4)      f ^ 

^    J    x"'(ax''-{-bx''+'')P 

1  (m  —  n-[-pK-\-np — l)h 


i^m  -j-p  X  —  1 )  a  X'" + ^-1  G)^-i  (m  -\^p  x  —  1  j  « 

/dx 

1  .m  —  n  -f-i?  ic-\-np  —  IT       dx 

(p—l)nax'"+''—'^  cjp-^  '  {p  —  1) n a  J  ^»»+^«J'-i 


I 
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5)     f ^ 


1 ,  p%-\-np—n  —  l    r     dx 

'{p—l)nax"-'-G)P~'^^       (p  —  l)na       J    x'' cjp-^ 

G)     /   dx(ax''  -\-  bx''+'^)p 

xcjp  ,  pna  r 

pK-j-np-^l    ^  px-[~np-[~\J 


§.  83. 


Sei     u  z=  a  -^  hx,     v  =  cc  -^  ßx,     zJ  :=  aß  —  ha, 
so  wird: 


J       Yu  {2m-\-2n  +  l)ß 

-1      (2n  —  i)z/      rv'^w'-^ 

J    v^Vu  (2m  —  2n  —  l)ß     v^-^  ^^ 

(2n  —  l)z7  r  z*«-i 


{2m  —  2n  —  l)ß 


dx 


1         w^- 


;i/.,^-i^!iiziM 


{m  —  X)ß  v^-i  '2{m  —  l)ß 

/   -r^x 


TTTK 

TJNIVERS 


Or 


4) 


r     dx 
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2 


CAI.TO?. 


Vu  (2m  -}-  2n  —  3)ß 

Yu  ^  (2 n  —  l)J  '  t;'«-! w"    '  (2m  —  Ijz/ 


5)      /  ?;'«  V?f 


c?a;  =r 


(2m  +  3)i3 
2 


t;»"+i  Vw 


V 


v^ 


(2m  +  3)ßJ    V« 


äx 


J  "V 


V;  '^"^  =  (2m  + 1) h  "'"  ^^  ~  (2m  + 1) 6  ^     y„ 

/" 1_        _  1  V«        (2to  — 3)?> 

'^   J    «)"'Vm    "^^       ()»— l)z/ w"--!      2(m  — 1)/^ 


§.  84. 


Sei    a  -f-  6^  -j-  c^2  — -  ^^^ 


Es  ist 


/■ 


^rr  1  &  +  2crrH-2Vcö 

Vfl  +  Z>a;  +  ca;2  "~  2Vc    ^  &  +  2c:r  —  2\/ca9 

für  c  >  0 

—  (&4-  2grr) 

V&2  _  4ac 


für  c  <  0 


a;r?^ 


arc  s^n 


]/«.  +  6^  +  ca;2 
x'^dx 


i_  r  dx 


2)     ,    .,      ^ 

oN      r  xHlx  /^  _  5^:3?         5^2         2a\    , 


V 


CD 


^^/w 


Vl6e3  4c2yj 

ya  +  hx-\-cx^  -  147  ~  24^  +  ""  \ßQc^        8^ 


x^dx 


35  ^^-^        55^1  w  /35^^4   _  15  a& 

64c4+  48c3j  '^^~^Vl28c4  IGc» 


5a&2    ,     3rt2\    ^^ 

v7  v« 


Laska,    mathem.  Formelnsammluug. 


8C' 
12 
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-X      r  x'^dx  x^y^        4a    Cx^-clx 

J    Va  4-  hx  +  ex'-  ~  ~^  5c  J      V« 


]/a  +  6Ä;  +  c:r2  5c  5c  J      ]/< 

9  &     /•  x"^  d  X 


J     xya-j-bx-j-cx^  Va  ^ 

1  ^  2a  +  6a; 

=  -_  arc^^/^  ,  a<l 

1/  —  a  2  |/  — -a.  1/« 

rjs    r dx _-  _  V^ ?L  r  ^^ 

J    x'^Ya  +  hx  -{-  cx;i  ~~         (^^         '^aJ    xYco 

'    V8tt2         2a) J   xYco 

9)     r ^^  _  f L_    I       ^^ 

W    ^*|/«  +  &ä:  +  c^2        1       3ax-^  '^  I2a^x^ 

_f5A'__A^llh/         /5^>=^        3/>c\     /-  dx 

0)     r ^^  _  j_  _1_   .       ^^ 

J    ^'^l/a  +  ^^  +  c^^        t       4a^4-r  24^2^3 

_  /35  />2  _  ^\  J_    I    /35^3  ^  55  />  c\  j_| .  / 
35 &*  15/>2c    ,    3c2\    r  dx 


'    Vl28a4         16  a3  "^  b  ay  J 

Sei     4ac  —  h^  z=  x. 

dx  2(2cx-\-h) 


xY 


CJ 


]/a  -j-  bx  -\-  cx^'  X  Vi 


ö 


/^  xdx  __  2(2a-\-bx) 

J    ]/a  ~\-  bx  -\-  cx^  %Y ^ 

r  x'^dx  __  {^ac  —  2b'^)x  —  2ah   .    1    rr/a; 

7    Ya-Vbx-^  cx'^     ~  ex]/«  ^"^7  l/ro 
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J    '\/a-\-bx-\-cx^  ~  ~c\/a  ~  ~^J    VV""277 


15 


I 


ya  +  bx  -{-  cx^''         cYcü  cj    I/g^s       2c  J     y^^ 

.      r  x^dx  / X''         5?>^2\     1  oa/>    rxdx 

-    .       r  x'^dx  _\^^         Tft.'rs         /35ft2         4a\    | 

^    J    l/T+TT+TP'  ~  13^  ~  '127^  "^  V^T^  ~  3c2J^J* 
__1 /15  a /;2  ^  8a2\    ^^^7^  _  /35_^  _  15a/A     rxUx 

j      y«     ^12^''     3c'Vj  1/093     Vi6c3      4c2;7y^ 

J     xYa  +  bx -{- cx'^^         aYco       '^(^  J   \/co"^'^  aj  x^co 

Jg^      r  äx  ^  / 1 3_^\  _2_ 

J    :r2]/a+i^  +  c^2'        \      <^oc        2ayy^ 

'^W'         a)J   y^z        2a^-J  ^y^ 

19)  r        ^^         _  ( !_  ,  _iL 

J    x-^Ya  +  bx-^  cx'^^        \      2ax'^~^4.a^x 

R"^   8a3         2a2;]/«         ^16^3  4«^  J J   y^ 

20)    r_-=i£_3=^f-— -  +  -^ 

J    ^^V^  +  ^^  +  c^'         V      3aa;3     '    12a2;r2 

_  lM_^  _  A^l  1_  /^35  b^  _  15/>c\     />    1 
[24a3        3a-^\x        \l6a^        l^jjy^ 


4-  f?^  _  115  ^^2c        8c2\     /^  dx 
■^  V32«4  :^4^,    +3^yJ    7^ 

__  /35  Z>3  ^   15  ^^c\     r    da 
Vl6a4  4a3;7    ^y 

1)      r  äx  l ^r^ 

J    x'^Va  -\-bx  -\-  cx"^  Aax^Yco        8«7    x^y> 

x-^Y 


dx 

CO 

äx  l  9b    r     dx_ 

«3 

5  er    dx 

12* 
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r  dx  _^  |J_       _8^]  ^{2cx-\-h) 

^   J    ]/a-^  hx  +  ca^      ■  \3xo9  "^  3  %2j  y^ 

r  xdx  __  1  h     r  dx 

J    VT+ir+TP'  ~  "~  3cco]/g9  ~~  ^J    V«ä 

^   J    Ya  +  bx  +  cx-^'        \       2c^  12  c'^J  coY  03- 

/-  ^3(^a;  /      x'^       hx         &^         2  (t  \      1 

\     r   dx 


^.r  1  hh    r   dx 


27)  f        '^■^         -       ^ M  r_ 

J    a;2]/a  +  6iB  +  ca;^'  aa;to]/(o        2a J    x]/ 


4  c     /^'  (^a; 


/35Ö2        5^\     /^    dx      ,     7^c     r  c?^ 
'^  \Sä^  ~~  2^)  J   xY^^  «    7 


y«^ 

(2  0^  +  ^)1/0       Aae  —  h^   rdx 


r  -,    -./ r—. \ {2cx-^b)\/co   .   4:ac  —  ö^   rdx 

29)  J  dxYa  +  hx  +  T^^  =  ^ — __.i:_+_^-_-y  _ 

30)  /  xdxYa~^bx+  cx^  =  ^^  —  y^  j   dxY^ 

31)  y   :r"^c?^ya  +  ^.T-t-c:^-2  =  (^  —  2^)  « V^^ 
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32)  /....v«-T^i+^-(g-I|^+S-Ä^>V^ 


1  ah'^ 


64  c4     '    240c?'j      »^        '    \l28c4         16  cs 

34)     /  x'^ d xy a-\-h X -{- c x'^  =  — =-^^^ n~       x^dx^co 

UcJ  ^ 


0) 

dx 


38)  y  _Va  +  6^+c^^=.-3X_  +  (j--j  +  __jy„ 

39)  f  H  ya  +  lx+T^  ^  (-  -p^  4-  ^,  ^4-  -,^  «V« 
■    J     x^  ^       '  '  \       4a.r4        24a2^V 

lV32rt2        sJ:«-^  "+■  V64«'^        16aV^r'^ 
hU  3h'' c    ,     c'-]     r  dx 


128  a'      le^  +  Mja-V« 


40)   f    dxVa  +  hx  +  cx^  =  (1^  +  M^)  t2c^  +  *)  V» 

V 


,      3x^     p  dx 
+  128c^/   Vfo 
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42)  f  x^-dxVa  +  ^^  +  cx^'  =  {h-  W¥^  "'' ^"^ 

43)  f  x^dxYa  +  hx  +  ex'  =  f  |1  _  i^  +  Ü^ 
J  V       r        -r  Vt  c        28  «•'  ^  40  c' 

44)  /^  ^*rfxV«  +  S:..  +  c^/  =  1^  _  iÜi:^  +  (^iM!. 
»'  1'     T^        -r  |g^.         Ii2c2  ^  \^448c3 

a   \  33  &3         93  „  i  j 

~  16^;  "^  -  640"^  +  mö^l '»'V" 

+  »256^  ~  ^2^  +  16^17  '^^V»' 

45)  /*^.d^V^+&^+17^'  =  2il^  _  ^^JxHlxy^^ 


49) 


J  ^V«  +  ^'^  +  ^^' 
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3  (  1 


+ 


3ax3    '    \2a-^x-^ 
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ca> 


_  /_i^  ,  _c_\  j_  _  / j^ :nc\  2_i    ,. / 

/^^_3_^         3C2X    ^^^ 
^  Vl28a4        16a3^8aV7     ^ 

+  (i£-Sf)/-v- 

52)  /   a:; ^ ^ ]/«  -\-  bx  -\-  cx'^  =  — -^^ 9~  /  ^^-^l/^^ 

53)  r  xUlxya-Y  hx-\-cx'^^  "=  (^  ~  TW^O  ""' ^"^ 

5.)  /.3..v;rF^^T^>  =  fö  -  Uli  +  S 


V 


/dx      ,    ^2 ?>    r  dx    .    ab    r  ,    ^ / 


+  -|/d^V 


W' 
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57)   /gv„  +  5.  +  ../  ==  (-  ^  -  j5,)  »3V. 


§.  85. 


Sei     u  =  a-{-hx-{-cx^,    v  =^  a  -\-  ß  x, 
A  =  aß^  —  hßa  4-  ccc\     B  =  bß  —  2ccc. 


^         jf"    -,/  (2m—2n  —  3)B 


]/u  (n^  —  l)Äv'^-''  ^  2(m—l)Ä 


r      W"  (m  — 2n  — 2)c 

J  v^-^Yu    ^  (m—l)A 

J   v"'-^Vu 


^     ..X 


V 


u       (^''-l)^ 


"^-1     ,  (2n—l)B 


/  r7~dx 


=  __  ___L__  :?f!li  1/ .  I  (2^  —  1)5 


(w^  — - 1)  /3  y»^-!  i'       '    2  (//^  —  1)  /32 


f.n-1 
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2)      r       ^^       =  _  ß  ]/^6     _  (2m-\-2n  —  ^)B 

J    v"'u'*yu  (in  —  1)^  y'"-i«t»  2(w  —  1)^ 

r        dx         _  {m  -\-2n  ~  2)c 
J   v^'-^u'^Yu  (m  —  1) J. 

/dx 

__  ß |/w B_    r        dx 

(2n  -  1)A  v^-^  u-        2  A  J   ^m-i  ^,h  |/,~ 

(:m  +  2n  -  2)iP    p        dx 


+ 


Ist  ^  =  0,  so  wird 

3)     f       '^\    ^__ 
J    v»Hi''Vu  (2 


'2)15-'    r       dx 


(2n  —   \)A         J     |;m^n-l|/^ 

2ß  Yu 


{2m  -\-  2n  —  \)B  v''' it^ 
__   2 {m  -{-2n  —  \)c 


-\-  'In  —  i)c    r        dx 
(2m  +  2n  -  \) B  J   v-^-^iinYu 

4)     r,^>^Y^^dx  =  -~^v^^-HiVu-^~^ 
J  {m  +  2)  c  ^  2  (m  +  2)  c 


.^^f^^^=-i 


'.Yu     (2m  —  b)B  r  Vi* 


m  —  \)A  v"»-i        2  (m  —  1)  A 
(m  —  4)c 


(m  —  1)^  J    ?; 


X 


(m  —  l)A    r  V 


mc        j    Y'i 

7)  f  A^     —  ß  V^^         (2m~S)B    r      dx 

J    v^^Y^^  (^^*  —  l)A  t;»'-i        2(m  —  \)aJ    v^n-iYu 

—  0^^  —  2)c    r     dx 
(m  —  \)aJ  vm-2Yu 
Ist  ^  ==  0,  so  wird: 

8)  /^ -^^  =-  —  __M__  J6i        2(m.  — l)c     r      dx 

J  v»'Ytt 


(2  m  —\)B  i;'"-i       (2  >;*  —  1)  i? 


/ 


Y^i 
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.     §.  86. 

Integrale  von  der  Form 
dx 


J    (cc 


(a  +  ßx+  yx^-j )ya  -}-hx  -\-  cx'^ 


1)   J=    f-  ^^^ 

J     {X 


+  p)]/a  ^  2hx  +  cx'^ 
m2  z=i  a  —  2  &^  -f  cp'^,     n  =  2bp  —  a  —  cp\ 


I.    a -j- cp'^ ^2bp,    J  = lo(j 


l  ,     \Va-\-2hx-\-cx'i-\-m 


m     ^  [  x-\-p 

.    b  —  cp 


m 


TT         I        o^oz.         T         1            •    (^  —  c  p)  (x  ~[- p) -\- m^ 
IL    a  4-  c  «2  <^  2  6  «,    J  ==r  —  arc  stn \  ,    ^^4=— 

TTT  I  o  r.  7.  r  l/a   -|-    2  6  :Z;   +    C  iC2 


^'/ 


(6  -  cp){x+p) 
dx 


(x+p)yi  —  x^ 


i^ioA'+^^+y\-^'V'-^'%'^<i 


yi-p2     {  x-\-p 

1  1   -\-  X 

arc  sin  — — \ — -^    p^  ^  \ 


3)  r ii 

J  (x+p)yx^—i 

1  1  -\-p  X       „  ^ . 

■ — arc  cos  — -r^ — ,    i)^<Cl 


Vl-p'  ^+P 


^l+px  +  Vp'^-lVx'^-l^^.^^^ 


"/ 


r  —  — log  . 

yp2  —  i  "^  x+p 

dx 


(x±p)yi+x^ 


1       x±p—yi-hx'^+yi+p'- 
yi+p'^  ^^  x±p-yi+^'-yH-p^ 
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"/ 


dx 


(x-jj)\/\- 


1/1  -p: 


log 


\—px+y\—p2]/\—x2\ 


x—p 


.p'<^ 


6) 


J    {X 


dx 


.     1  —  px 

=  arcsm — ,     »2  ;>  1 

1  X  —  p'    ^    ^ 


p)yx^-i 
1 


Vi  -p- 


arccos  — 


1  —  px 


x~  p 


1 


1/^)2  —  1    -^  x—p  '^ 


r  r?^  ^  _  1/1 

7  (^  4-  1)  VT^^^^  ~       ^^  1 


/l  —  ^• 


7) 

^     J      (X-    l)Vl    -^-2   "    "■      l^    1    +   O; 


10)/ 


=y 


^+  1 


(^•+l)Vr^2_    1 

(^  —  l)yx-^  —  1  ''^  :r  — 


2-^'"^ 


2|/2 


?0(7 


—  .j; 


1/2(1  +^0 


^'   —   1/2  (1    4-  ^2) 


+  ^  +  y2(i  +  ^2) 


(1  +  a;)  Vi  4-  ^^ 

i2j  r '!^ 

J       (1    _    ^;)]/l    4_^2 

Um  das  Integral 

13j     f 

J     icc  +  ßx  -j-  yx'^  -^•...)ya  +  2hx  +  cx'^ 
zu  bestimmen,  zerlege  man 

1 

a  +  ßx  +  yx'^  +  .  •  • 
in  Partialbrüche  und  bediene  sich   der  vorhergehenden  oder  der 
nachfolgenden  Integrale. 


dx 
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14)    Sei       ]/a  —  cp^  —  2hpi  =  a  -\-  ß 


h  —  cpi  .    ^  .       i  =  ]/—  1 

^  —  y  -{'  dt  ^ 


Ya  —  cp^  —  2bp 


xVa  -4-2hx-\-cx^-\-ax-{-ßp    , 

_I \ L_^ ^^  -\-  y  =  QCOSCp 

X^^  -\-  P^  I       /  S  -r 


—  p  Va  -\-  2  h  X  -\-  c  x'^  —  ap  4-  ß  X    .     ., 

±-JL 1 L ± — ^ — ! U  d  =  p  sm  qp, 

X''  +  i)2  -r  V       r, 


so  wird 


J    (x+pi)Va  +  2bx  +  cx^  ^'  +  ß'       ^^^'         ^ 


/dx 
(x^  -t-y^jV^ 


-\-  2hx  -\-  cx'^ 
1 


1 


«2  +   /J2 


J    {x^  -  iJ')l/l  -  ^'^ 


?ö^  ^-^ — ^ — ^,    1)2  <^  1 


p\/\    -  i)2       ■"  yX^   -  JJ2 


ar c s^w  — ^ — '^,,  ,  p^ >  1 


1/^)2  —  1  y^'^  —  j) 

dx 


j      (^2    _   ^;2)  ]/,^2    _     1 

1  a;2(l— J)2)_p2(^2_l) 

2py\  -i>2         (i-i^o+(^'-i) 


%  -^^ — -,  /-v— -^. '  i^' 


18)  r ^ 


dx 


2p]/l  +i;2        (a:-Vl+xO'-ip  +  Vl+pV' 
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(X-'  4-  P')  Vi    —  X^  pYI   +  jp2 

dx 


arc  tgn 


p1/1  —  x'^ 


(^2  _|_  pt)  yx^  —  1 


1 


1)    f ^ 


i^l/l+i>^ 

(^^ 


?0^ 


"~        Yl^  +  a;2 


I 


i>Vl  — jp2 

1 


arc  ^«yw 


V 


vr 


i>^ 


jp2_^^2_^]/l_^ 


Ä^^ 


,       i>^   <    1 


%rK^!^+!^--K^^!:.->i 


2i^Vp'-l       {^'-1/1+^^1^'+ {i>-M/i^-^-i 


22)      T  — 

o/        (it'2 


^^^ 


7o<7 


]/i+£2_^yrz~^2 


23)  /^ —      ^"^^ 

24)  A'- 

J  (1 


(^.2_|_^,2)|/^2_1  Vl+i^ 

^a?  X 


1  ,  1/^2  _  1 

arc  tgn  ^ 


Vi+p-' 


''>fn 


+  x^)  y  1  +  ^2     yi  _j_  ^2 

a;^;r  1 


26)7 ■ 

J    {X-'  ~  1 


(1  +  a;2)yi  -\-x^       yi  -  ^2 

dx  X 


)y^2  _  1 '      y^2  _  1 

dx  X 


28)    /^ : 

J       (a2   -I-    1 


(:r2   —    1)  y  1    _   :^;2 


yr 


X''- 


(a^2-|_  i)y^2  _  1 


1  ,  a.'y2  -  yr^'  —  1 
V^'''     V.^  +  1 
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§.  87. 
Trigonometrische  Integrale. 

1 )     I  FE  (sin  x^  cos  x)dx. 

X  2  0  1  —  ;?2 

Setze    tan  —  =  0,  also  sin  x  ^^-  - — j — r,    cos  x  =  - — j — r, 

^2  \  -{-  z^  l  -\-  z^ 

2dz  .  2  z  .  1    —  ;£f2 


'^^  =  r+T^'    ^9nx  =  Y^ 


z'' 


-,    cotgx 


^,      rsinxFR(sin^x)  .      .  .  _  ,         r        FR(z)dz 

2)     I   -    r        —  dx.  (stn^x  =  z)=      —-, — -   --^1 = 

^   J     ]/i  _x2.sm2^  J  2y{l—z)(l  —  ^^z) 

Dieselbe  Substitution  giebt: 

r  cosxFR(cos^x)  .     __    f  FR(1  —  z)dz 
J    Vi  —  K^sin'^x     ^  "  J    2]/z{l  —  ü^z) 

rtgnxFR{tgn''x)  ^^  __      /  \1  —  ^/ 

^    J     Vi  —  x2  6'm2^      "^""ty       2(1  —  0)1/1—  X20 

5)   Sei  a  <  &  und  a  ==  hcosa,  so  folgt: 

r         dx         ^1       ^      cog|(«  — ^) 
J    a  -\-  h  cos  X        b  sin  a     ^  cos  i  ("  +  ^) 

J    a  —  bcosx        hsma     ''  stn^{ci  -f-  x) 
Sei  h  <^  a^     b  =  a  cos  ß, 

^^   J    a  ±  h  cos  X  -'-  h  '^  b  J    a±b 

„^      r       dx  ,      X 

7)     /   -—. =  tgn  -^ 

^   J     \  -\-  cosx  2 

/dx  ^  X 
rrrr  COton  — 
1  —  cosx  -^     2 


X 

bcosx 
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8)   Ist  a^h  und  h  z=  asina,  so  wird 
2 


IBl 


i 


f- 

J     a 


dx 


±  .7^  '"'^'^«  j'^nf + f )  ^'j"  (i  - 1)) 


4:  hsinx 
Ist     h  ^^  a,    a  =  hsina,     so  wird 


r/.^ 


1      ,      s/n  K^  +  a) 


6  sm  X        cos  a    ^  cos  \  {x  —  cc) 

r         dx 1^        sin  \{a  —  x) 

J    a  —  h  sin  x  cos  a     ^  cos\{a-\-  x) 


9)    Sei     a  <i  h,     h  cos  a  =  a, 

r      dx  1 

J    a'^  —  h- cos'- 


log 


sin{a  —  x) 


X        2  ab  sin  cc     ^  sin  (a  -f-  x) 
b  <i  a^     b  =  a  cos  /3, 


r  dx 

J    «2  —  b'^cos- 

10)     r_^  +  ßcosx     , 


arctgn 


tgn  X 


X        a-sinß  """  sinß 

aß  —  bot        sinx 


{a  -)-  bcosxy 


a'^  —  b'^    a  -\-  b  cos  x 

,    aa  -bß    r f? 

11)    {n-l){\-c^)f-       ^^ 


~\-  bcosx 


csinx 


(1  -f-  ccosxy  (1  -f-  ccosx)''-'^ 

dx 


+  (2n  -  3)  frr-T-^ r  -  0' -  2)   f 

V    (1  +  ccosxf   1        ^  V 

^^   J  ^ix  +  cosx  =  y-2  ^^^^^  (f  +  f) 


{l -{- c  cos xy-^ 


r    sin^xdx  Va  +  b        ,      Vatgnx        x 

j-o)     /    j — T r-  =r  ^ — — ! —  arctgn  ^ , - r- 

J    a  +  bcos^x  hYa  Ya  +  b         ^ 


U) 


r  x  -]-  smx  ^  ^      X 

l    1. — j dx  z=  X  tgn  — 

J     l  -f-  cos  X  2 


15)   Ist   a2  <  ^)2  _|_  c2,   so  ist 


-[■  bcosx  -\-  c sin x        Vjß    i    ^2 


tag 


Yb'^  +  c2  —  «2  —  c  +  (7;  —  a)tgn  ^ 
Yb^  -f-  c2  —  a2  -f  c  —  (7^  —  a)f^w  ^ 
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Ist  a2  "  ?>2  _|J  c\ 

/= ^ 

"Iß 

c  +  (a  —  b)tgn-^ 

Ist       «2   >    ?;2   _|_    c2, 

2  c -^  (a  —  h)tgn  ^ 

arc  tgn 


1/^2  _  62  _  c2  ya2  —  62  _  c2 

Ist    a  =  b^ 

J  ^-log  {a~\- ctgn^ 

,_,         /"       (cos  a;  H- a)  (^  ;r  f       I         .  7       r    •  I  Ti 

^^^   y   sm^  +  6cos^  +  .="^^^^'^  +  ^^^^^'^^^'^^^^^^  +  ^^^^^^' 

,   f    a  \    r  dy 

+    -; ccoscp)   /    -. r^ , 

'   \  s^w  ^  /  J    stn  y-j-  c  cos  (p 

wenn 

b  =  tgn  (p    und    x  -\-  (p  =  y 

gesetzt  wird. 

/"  ^  ^  A  sin  X         j_     r   B-\~  Ccosx      . 

J    (a  +  ^  cos;5?)"        (a  -f-  6  cos  ^/^-^    '    J  (a  +  ^  ^^s  ^)""i 

1  6  ^ a  ^ n  —  2        h 


n  —  1  62  —  tt2'  a'^  —  ¥'  w  —  1  62  —  «2 


18)  Sei  1  +  ]/—  Itgnnx  =  t*»*,  so  wird: 

r  (cos  X  +  y  —  1  s^n ^)  ^ ^  ^       1  / -^    r      äu 

J  '^cosnx  J    2        u^ 

19)  Sei     cosa;  -f-]/—  Isw^  =  ^,  so  wird: 

f  cosp  X  -\-  ]/—  1  sin  p  X         2         r    zP^'^dß 

J  ^'^.  '^"^ ""'  y^\J  ^ö"T^ 

20)  Sei     cos X  -{-]/—  1  sin x  =  ^,  so  wird 

r  cospx  -}-  ]/—  1  sinpx  .     r  ^i'+^-i  dß 

J  sinnx  ~  J      1  —  ^2n 

21)  Sei 
.  _  aa  —  bß       p  __n  —  2   aß  — ab 1__   aß  —  ba    ' 

so  wird: 
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^       f    a  +  ßcosx  ^^  ^  Csinx r 

*'      J    {a-]-b  cos  xy^      '        (rt  -f-  h  cos  xy-'^    '   J 


22)    Sei 


so  wird 


A  +  B 

COS  X 

(a  +  h  cos  xy-'^ 

-    hrv   S- 

n 
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dx 


:^T'i'  =  ««  +  ,-^^M,  C  =.?,«  + ^-^„^ 


/   (a  ~\-  h  cos x)''  {a  -\-  ß  cos x)  dx  ^=  Ä  sin x (a  ~{-  h  cos rr)» 
J  +  /  (Ä  -f-  B  cos  x)  (a  4-  h  cos  xy-'^  d  x 

J    sinx 


-\-  ß  cos  X 


ha  —  aß 


(«  +  b  cos  X)  '^ ■*■  ^  "«^  -  b^  '"J  ("  +  ^  ">'  ^) 

a  —  ß  X     .    a  -^  ß  -j        .     X 
j  fog  cos  —  +  ■ — p-V  log  sm  — 

a  —  h     ^         2     ^    a  -{-  b     ^         2 


24)     /    -. — ?j-- dx  =  —  log  tgn  (  -r  +  -r  ) 

^   J    cos  X  {a  -\-  hcosx)  a  \  4     '     2  / 

_,    a /3  —  ha    r         dx 

a         J    a  -\-  h  cos  a 


25)   Das  Integral 


J    (a 


dx 


-\-  hcosx  -f-  csinxy^ 
geht  durch  die  Substitution  h  =  rcosa^  c  =  rsina  in 

dx 


über. 


J    \a 


[a  -\-  r  cos  (x  —  «)]» 


§.  88. 
Sinus-Integrale. 

1)  /   sm(px  -\-  q)dx  = cos(px  -{-  q) 

2)  fsin-'xdx  =  ^^(^^)x 

. ^  y  /2  5?\  sin  (2  w  —  2  jf)  .-r 

^"~     ^    V  5«  y        2«  —  2% 


1       2^""^  ^^ 


M  — 1 

0 


Laska,    matheni.  Formelnsammlung. 
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l94  Sinus  -  Integrale 

3) 


cos  (2  n  -\-  \  —  2  x)  ^; 
2n  +  1  —  '2yi 
In  den  letzten  beiden  Formeln  ist  n  positiv  und  ganz. 

4)  r f(sinx)dx  =    /   fy         '^^^,  wenn  z  —  sm:r  gesetzt  wird. 

5)  /   sin''xdx  = ] —  /    stn''-^xdx 

r    dx    cosx ,    n  —  2    C     dx 

^   J    sm'^        ~"  {n  —  l)siw-'^x    '    w  —  \J   siii^'-^x 

^  J     sin^'x  J         sin'^^^x  '  J  sin'^x 

8)     /   x^^ sin xdx  =  —  x^^ cosx  -\-  n   1  x*^ 

=  —  ^" cos X  -\-  n a;"-^ sin x  —  n{n  —  \)  j  ^"~ 

r  sinxdx sin x         _,         1         C cos x  ^ 

^   J         i^^~  "~        (n  —  1)  ^"-1  "^  n  —  1  J    ^•""' 


^sinxdx 


sinx  cosx 


(w  —  l)  ^«-1      (?i  —  1)  {n  —  2)  ^»- 


1  r  sin  X  , 

)in  —  2)J    x^^     ' 


(n  —  l){n  —  2)   '       -   "  "^ 


10) 


/*  ;r^ir  sinx-{-{n  —  2)xcosx    .  ^^  —  2    ^    xdx 

J    sinFx  ~  ~  {n  —  2)  (n  —  1)  sm"-i  ^  ''  w  —  1  J    sin""-^  x 

11)   «2  /  ;2;'" sin^ xdx  =  x"^-'^ sin^-'^ x  {m sin x  —  nxcosx] 

_|.  ^^  (i^  _  1)    /  ^w)  sin^-'i xdx  —  m  (m  —  1)  /  x'^'-^sin"" xdx 

—- —  cLt  == r-— -r-  [msinx 

s?n''x  sm^'-^x^ 

__+,«(,„_i)_y  _-^rf^ 

/sin^^x  sin^'~'^  x  l(m  —  2)  sm  a:*  -f-  ^  ^  ^^-^  ^1 

-^--   (/^  =  ^m-l       [  (m— 1)(W  — 2)  ) 


„    Csin'^x  7      ,      .        i\    r 


X 


m—2 
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-,  ,^       r    ■  •  7  sm(p  —  q)x        sin(p  -\-  q)x 

J         ^  ^  2   p  -  Q)  2  p  -i-  a) 


15 

16 
17 
18 
19 

20 
21 
22 
23 
24 


25 

26 
27 
28 
29 


(p  -  g.)       ■  '^(p  +  q) 

/.,.-,                  1  icos(a  —  h  -\-  c)x 
Sin a x  stn b x  stn  ex  dx  ^:= ^^ :; — ^ — ^— 
4  [      a  —  b  -^  c 

,   cos{—a-^b-\-c)x  .   cos{a-\-b  —  c)x      cos(a-]-b-^c)x\ 
"^      —a  +  b-^c        '       a^-b  —  c  a^b^c      J 

r  .  1  1 

/   sin'^xdx  ■=  ——  sin  2x  -]-  —  x 

r  1  3 

/   Sin^xdx  =  T-r  (?ös3a? cosx 

J  Iz  4 

r  113 

/   sin'^ xdx  z=z  —  sin  ix sin  2x  -\-  —  x 

r  15  5 

/   sin''>xdx  =  —  --  cosbx  4-  —  cosSx  —  —  cosx 
f  dx         1     ^       X 

J  JüTx-^'^^^''^ 

j      ^i^---    ''^^^ 

r   dx     _^        1      cosx         1  x 

J    sin^x  ~^         2  '  sin'^x    '     2  ^^'^^   2 

r    ^^    —  _  Ji      ^^^^         ^ 
J    sin^x  ~        3  '  Jm^  ~  's  ^^^^ 

log  tgn  -^ 


r   dx    _  _  J_      cosx  _  3^  cosx 
J    sin'^x  4  '  sin'^x  ~  8"  sin-  x    ' 

/    X  sin  xdx  =  sin  x  —  xcosx 

I  x^  sin  xdx  =  2xsinx  —  (x^  —  2)  cosx 

I  x^  sin  xdx  =  (3  x^  —  6)  sin x  —  (x^  —  6x)  cos x 

I   x^  sin  xdx  =  (Ax^  —  24rx)  sin  x  —  (x^  —  12  x'^ -\-  24)  cos  x 

/  x'^sinxdx  =  (5a;4  —  60:^2  -\-  V20)sinx  —  {x''>  —  20 x"^ 

-\-  \20x) cosx 

/sin  X 
— —  dx    vide:  Sinus -IntegraL 


13^ 


j  Qß  Sinus  -  Integrale. 

rsinx         smx  __  cos  x  __  jl_    r  sin  x 

^^^   J   ~^^^  ~~~  ~2^         2x  2J       X 

r  sin  X        sin  x        cos  x    ,    sin  x  _  }_   f  ^^-^^  ^^ 

^^^   J   ^^  '^^  "  ""  "3^  ""   6:r2   "^    G^  6  J      ^ 

r  sin  X   ,     __        sinx        cos  x    ,    sin  x    .    cos  x 


dx 


+if 


stnx   -, 
dx 

X 


35)     f  -JL-  dx.    Nur  durch  Reihen  darstellbar. 

^    j     sinx 

3(3)     /  _^? —  clx  =  xcotgx  -j-  log  sinx 
^   J    sin'^  X 

"'>   J   sin^x  'ism'x        ^  1  J    smx 

^   J    stn^x  6s2n^x  3  l  J 

r     X       .     __       sin X  -\-  Sxcosx  __  3  (sinx  +  xcosx) 
^^^   J   sE^  12 sin^x  Ssin'^x 

3     Cxdx 
'Sc/    siyi  X 


Siehe  auch  „Sinus-Cosinus-Integrale". 


§.  89. 
Cosinus-Integrale. 


1)  f  cos(px  4-  q)dx  =  -  sin{px^q) 

r  1   /2w\       ,       1     ^  /2n\siYi{2n  —  2n)x    \ 

2)  y    cos2"^(^;z;=-22n(^,J^+2^^i2j'^V'^;~2^ 


J 


/ 


3)    /   cos^"+'xdx 
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_1_  ^  /2 «  +  l\sin(2n  +  1  —  2x)x 


4) 

l      5) 

C) 

8) 
9) 


In  den  beiden  letzten  Formeln  ist  n  positiv  und  ganz. 


COSX  =  Xi 


C'.,        x^  rj{Xi)dx^ 

/sin  X  cos'*-'^  X    ,    n  —  \    r 
cos^^xdx  = /   cos'^- 
n             ^        n      J 


^xdx 


cos"^-2^-"  x  d  X 


10) 
11) 


/dx    sinx  I    *^  ~~  -^    r     ^^ 

cos''  X  ~"  {n  —  1)  eös»-i  x    '    n  —  l  J    cos''-^  x 

cos^'x  0  ^    m  —  K  \      K      J 

/, 

/  :c" cosxdx  =  x^ sin x  —  n   f  ^"~^ sin xdx 

=  x'^sinx  -\~  nx''~^cosx  —  n(n  —  1)  /  x'^-^  cosxdx 

/cos xdx cos X  \         r sin x   , 

^'       ~~  "~  {11  —  l);z;"-i  ~~  n  —  \J    x''-^ 

cos  X  .  sin  X 

—  ~"  (n  —  l)a;"-i    '    (n  —  1)  in  —  2)  .x»-^ 

1  /^  cos  X   , 

■"  (w  -  ij(n  -  2)j  :^^^ 

/.r  (n  —  2) X sin x  —  cosx    .n  —  1    C    xdx 

cos''  X  (n  —  2)  {n  —  1)  cos''-"^  x~^  n  —  1  J   cos"-^  x 

n-  I   x"'' cos'' xdx  =  x'"~'^  cos"~'^ x  {m cos x  -\-  nx sin x] 

-\-  n(n  —  1)  /  x'"  cos"-^ X d X  —  m(m  —  1)   /  x"'-^ cos" xdx 


dx 


cos"-^  X 


im  cos  X 


/x'" 
— ^^—^^  d  X  -f-  m  (m  —  1) 
cos       X 

r  x'"-^   , 

J     C0S"'^X 
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cos'^  X  -,     cös"-^  x\{m  —  2)  cos x  —  nx  cosx] 


='/ 


13)      / dx  =r 


^2   /    dx  -\-  n(n  —  1)  /    TT-  dx 


^  A\      r  j  sin(p  4-  q)x    .    sin 

14)     /    cospx  cosqxdx  =     ^/ — — ^ - 

^    J  ^  ^  2(«  4-  (/)        '       2 


(p  —  ^)^ 


2(i)  +  g)        •       2(|>-3) 

.r'\      C  7  7  1  i's^^^  (a  +  ^  +  c)  ^ 

15)  /   cosax  cosox  coscxdx  = -~\ ^ — r—, — r^^ — ^— 

J  ^\      a  -y  b  -\-  c 

sin (— a -{- h -]- c) X      sin {a  —  h-\-c)x_.   sin  (a-\-h  —  c)x) 
"•         —a  +  h  +  c         ^         a  —  b-{-c        ^         a  +  b  —  c       ] 

,^-       r  cos^'^x    ,  1  x^    /       ,,.  f       (25<+l)     ]'" 

16)  /  dx  =  —  y]^-  (—  1)^   cos  ^^ — ,,'      ^  Tt] 

^    J    cosnx  n  ^-^  ^  2n  J 

0  ^ 

'2x4-1        ,    X] 


stn 
log  — 


2  %  -f  1  X 

sin  \ — 7-^ —  7t  —  — 


l     in 

/l  X 

cos^ xdx  =  —  sin 2x  --\-  — 

C  1.3 

18)  /   cos^ X  d  X  =  Y^  sin  3  X -\- -7- sin X 

r  113 

19)  /   cosqxdx  =^  —  sin  ix -\-~  sinix  A^  ^x 

r  15  5 

20)  /   cos'^ xdx  ^=  -^  sin'^ X  -\-  -^  sin3 X  -\-  •—  sin x 
J  oü  4o  8 


^»/-l^-^^^'^«(f  +  f)  =  ^^^VfE^. 


22)     f-^  =  tgnx 

^   J    cos^x         ^ 


r    dx  1  sinx     :  1   7      ,  fit  .    x\ 

r    dx  1  sinx     I  2  i     ^   ^     , 

^        r    c?^    1  sinx  j^  3    si7tx  |^  3  ,     i      f^  _i_  ^\ 

'  ■    J    cos-'x         4  cos^x     '  8  cos'^x  '8  \4'2'/ 


Cosinns   Integrale.  199 

26)  /    xcosxdx  ==  cosx  -\-  X  sin  x 

27)  I   x^cosxdx  =  2xcosx  -\-  {x^  —  2)sinx 

28)  /  x^cosxdx  z=  (3x'^  —  6)cosx  +  (^^  —  Q)sinx 

29)  I  x^  cos xdx  =  (4 ^3  _  24 x)  cos x -\- (x^  —  12 x'^ -{-  24)  sin x 

30)  /  x'^cosxdx  =  (5a;*  —  60a;^  +  120)  cos^  -f-  (x-^  —  2^x'^ 

-\-  \20x)sinx 

—  '- —  dx  =    vide  Cosinus  -  Integral. 


32 
33 


/cos  X  ,                cos  X  fsin x  , 

-——cix  = /— — dx 
X""                                      X  <J         X 

/'  cos  X   ,                cos  X    ,    sin  x         1     r  cos  x  ^ 
— —  dx  =  —  -X—-  -f-  — —  /   dx 
X'^                       2 x^     ^      2x          2  J       X 

o.x      r cos  X  -,  cos  X    ,    sinx    ,    cos  x    ,     1     fsinx  -, 

34)     /  — —  dx  =  —  -r-—  -f  — —  +  — h  TT  /   (^'X 

^   J      x^  ^x^     ^     QfX^     ^      i)X     ^     ^  J      X 

'^K\     f  cos  X  ^     cos  X  _.     sinx  ^_   cosx        sinx 

^   J      x'^     ex  —  —  -j^  -\-  j^^  -f-   24^.2   "~   24:  X 

,     1     C  cos  X   ^ 
+  247^-^^' 

/x  d  % 
^-     Nur  durch  Reihen  darstellbar. 
cosx 

37)  /  — - —  dx  =  xtqnx  -\-  log  cosx 

^     J      COS^X  J  \  J 

„c,      C     X       ,  xsinx  ~  cosx    .     \     r    X 

38)  /   — —  dx  = ^r h  TT  /  <^^ 

J    cos^x  2cos^x  '     2J    cosx 

/x       ^           2x  sin  X  —  cos  x   ,    2  ,    ,  ,   , 

— r-  dx  = h TT  (^  ^'/^^ ^ -h  ^oci cos x) 
cos'^x                      6  cos^x  '    3  ^     '^        '      "^         ^ 

Ao\     f     ^     ri     —  ^^ ^^^ ^  —  COSX  j^^{x sin x  —  cos x) 
^   J    cos^x         ~         12cÖ5^"^  '  Scos'^x 

_,     3    Cxdx 
8  J    cos  X 
Siehe  auch:     „Sinus-Cosinus -Integrale", 
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ßinuH  -  CoHiiius  -  lutograle. 


§.   90. 
Sinus  -  Cosinus  -  Integrale. 

2j     /*  .s/.^  (a  X)  cos  (b  X)  cos  (c  x)  ä  x  =-  -  4"  /— ^i  ~±-^>^^ 
J  4t  \      a  -\-  b  -]-  c 

cosi—a-]  b  I  c)x      cos(a  +  b'-c)x  .  cos(a-^h  +  c)] 

'—a+b  +  o       '""       a-\b~-c       ■+■     a  —  b~\-^i 

3)     A'  .'o.s  ra  X)  sin  (b  x)  sin  (c  r/:)  dx  =  ^l  ''^"'^^^  ;'"  ^^  "  ^)^' 


a  -\-  h  —  c 

sin  (—  g  -f- 

a  —  h  +  c  a-^b  +  c  —a  +  b  +  c 


sin(a  —  h-{-c)x ___  sin{<^  I  l> -  f  ^')^ _  sm(— g-f  5  +  c) x\ 


4)  fslr^xco^^xdx  =  -  ^^^""^^g^l!J^  +  !!L- l 
^  w+1  '    w  -f  1 

_  sm^~^cos*^+^a;       m  — - 1 

wj  -|-  n  '    m  -^  w ' 

/  sin'"''  "2  ^  6'ö.s"  ^  c/  ic 

sin^-^"^ X cos*^"^ X    \^n  —  \ 

m-\-n  '    m  -{-  n' 

I  sin"^  X  6'os"~2  X  d  x 

sin^'^xcos^^-'^xi  .   .  m—\\ 

r= . {sm^x r 

m-\-n  \  m-{-n~2\ 

.      (m— l)(n>-l)      r  .       , 
+  7;r-i — Tr\ o^  /  !^(n'''~^xcos''-'xdx 

5)  /_i^f__  ~ ! m  +  n  — 2 

siyim-2  X  COS^  X  J 

1 ,    m  -j-  ^  —  2      ^ 

n— 1  /y.    "1 


/"  dx 

J    sin^'^x  cos^--''^x 


1 
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C  üin^  X  ^  1        fiin"^-^  x    ,    m  —  1    /*  8m"^~^  x  , 

(,\       /    (Ix  = / (Ix 

J    cos"  X  m  —  n  cos"^^  x        m  —  nj      cos**  x 

~~  1 —    /  dx 

n—\     J    coH**-^ X 


n  —  1  c()s**-'^x 


1       sm'^'^x       tn  —  1    f  sin^^-^x  , 
-^ ■ .   I   (Ix 

n  —  l  cos*^^  X        n  —  \  J    (^s^^-^x 

r  coH**x  ,  1       cos**-^  X      n — 1     rcos**-^x  ^ 

J    sin"^x      '  m  —  n  sin'"~^  x      m  —  nJ     siW'^x    ^' 

n  —  2  /"'  cos**  X    , 

— ; —  /  — 7rd^ 

—  1    J  s'm**^'^x 


1      cos"-^^x   ,  m  —  n  — 


m  —  1 8m*"^~^  X         m 


1      co8**-^x       n  —  l    C  ms^-^x  , 
= ^_ /  _ -—dx 

m —  1  8in*^^  ^x;      m —  1  J    sin**^'^x 

r cosnx  ,     /' sin n  —  lxd x ^_   f  cos n  —  2xdx 

J    si'tii'x      '  "~  J        ma'-^  X        '  J  sin^x 

o       f  ^^^ ^^ "^  1     o   f'^^^^  —  \xdx        r sinn  —  2xdx 

J    cosvx     '    "     7         cosJ*-^  X  J  (mi'  X 

lOj     /  -:—- dx  =  -^  y^y,  (—  \Y  { cos  — - ) 

J    sm2nx  2n^^^  ^  \      2  nJ 


sm'^  X 


i"""(f-4-.)+'<»^'»"(f+?i)-i"-f:%*'fi 

1''^^  '^"  (f  -  4^)  +  ''^^«^"  (f  +  4^) 

^  -'^   J  sin(2n+l)x  ^^'  =  2^+1  ^'  ^-  ^^'  V'''  2^Tt) 

('^^'  2^)1 


%     1  - 
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7t 

Setzt  man  in  den  letzten  vier  Formeln  —  —  ;r  an  die  Stelle 

Ji 

von  x^  so  erhält  man  ganz  analoge  Ausdrücke,  welche  im  Zähler 
die  Potenz  von  sinx  enthalten. 

Dabei  sind  m  und  n  positive  und  ganze  Zahlen. 

^  ,.      r       ■                  7              1    •                 .     })cosx-\-(mA-n)xi>inx 
14)     /  xi'sin'''xcoü''xdx-=xP-^sni'''xcos''-^x  ^ P— ^ — -f 

-L  --^^  /  xP  sin'*' X  cos»-2 xdx—  ,    ^^\^^  ,, 
m  -^  n  J  [m  ^  ny- 

(m  -\-  n)'^ 


/  xi'-^  sin'''-'^ X cos"-'^ xdx      ^^^^^        ^ 


I  xi^-^ sin'^'' X  cos" xdx 

15)  I  xP sin"^ xcos^^xd X 

,    .       ,  ,     p  sin  X  —  (m  -4-  n)  x  cos  x 

=  Xi'~^  SlW'-^  X  cos"-^  X  ^ ,         .      \—^ 

(m  4-  ny 

,  m  —  1  r      .     o 

H ■ —   /   xP sm'"~^ X cos'^ xdx 

m  -\-  nj 

4-  7 ~ — -,   /  x^-^ sin'"^'-^ X cos'^'  ^ xdx 

(m  -j-  ny  J 

P(P     1)  A"  O         •  7 

—  ^^^  , /   xi'-^ sin'" X cos" xdx 

m  -f-  n    J 

.n\     r     .n      ■         j  cos'^xcosnx 

16)  /  cos'"  X  sin  n X  d  X  = , 

J  m  -\-  n 

m         ( 

/  cos'"-'^ xsin(n  —  l)xdx 


m  -\-  n 
7)     /  cos'" 


-,  cos'"  X  sm  n  x 

xcos  nxdx  = 


m  -f~  n 

-| ; /  cos'"-'^  X COS  (n  —  Vjxdx 

'    m  -\-  n  J  ^  ^ 


18)  I  dcp  sin  cp  cos"  cp  zz=  —  cos'^~'^  cp 

19)  /  d  (f  cos  cp  sin'^  (p  =  — - — -  sin"+^  cp 
r  in 

20)  /   d  cp  sin^  cp  cos  cp  =  —  ~  l~  sin  3  gp  —  sin  (p 
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21)  I  d<p  sln^  (p  cos'^  (p  z=  —  —  (-^  sin  4  (p  —  cpj 

22)  I  d(p  sin'^  cp  cos'^  cp  =  —  —(-^  sin  5  9)  -j-  -  smSg?  —  2 sin (pj 

23)  I  dcp  sin''-  (p  cos^  (p  —  —       f     sin  6  (jd  +  —  sin  4  cp 

—    -  sin2(p  —  2  (jp  j 

24)  J  d(p  sin'-  (p  cos'^  (p  =  —  —f—  sin  7  9  -f-  —  sin 5  (p 

+  —  sin  3  q)  —  5  sin  cp  ) 

25)  /  d  7)  s/y^^  (p  cos  (p  ^^^  ^  (—  cos  i  q)  —  cos  2  (p\ 

26)  J  dq^  sin^  (p  cos''-  9^  ^ —  (-  cos  5  9  —  —  cos  3  cp  —  2cos(p\ 

27)  /  (^  9)  s/;i-'  9  cos^  9)  =  —  f  —  c'ös  6  9)  —  —  cos  2  9)  j 

28)  /  (?  9)  sm3  g)  cos*  9?  =  —  (^y  cos  7  9)  +  —  cos  5  93 

—  cos  3  9  —  3  cos  9) ) 

29)  /  <^?  9  -s^"^^^  9^  cos''  9)  =  j—  (^—  cos  8  9)  -f  —  cos  6  9? 


—  —  cos  4  9)  —  3  cos  2  9) 


30)  y   c?  9  sin^  (pcosfp  r:=^  —  (--  sin  5  9?  —  sin  39  +  2  sin  (p 

31)  J  dtp  sin^ (p  cos'^  (p  =,  —  (-  sin  6  9  —  i  sin 4  9 

—  -^  s/w  2  9?  +  2  9)J 

32)  J  dq)  sin^  q)  cos^  q)  =  —  (---  sin  7  9)  —  —  sin  5  9) 

—  s/?i  3  9)  -|-  3  sm  q) ) 
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83)         dcp  sin^  (p  cos"^  cp  =  — ^  (  --  sin  S  cp  —  sin  4  g)  4-  3  g) 

34)  /  d  (p  sin^  cp  cos-'  cp  =  ^^  ( -^  sin  9  9?  -("  y  ^^^^  "^  9 

4  4 

—  —  sin  6  cp  —  — -  sin  3  9)  -f-  6  sin  cp 

35)  J  dq)  sin-'  cp  cos  cp  =  —  —  ( --7-  cos  6  qp  —  cos  icp-^--  cos  2  cp 

/l   /l  3 

d  cp  sin'''  cp  cos'^  9  =  —  ?7  ( T  ^^^  '''  ^  —  —  cos  5  (p 

-|-  -^  cos  3  9p  -|-  ^  ^^s  9^ 

37)  f  dcp  sin^  cp  cos-'  cp  =  —  — —  (—  cosScp  —  —  cos  6  cp 

—  —  cos  i  cp  -\-  ?>  cos  2  cp\ 

38)  d^  sin''  cp  cos^  cp  =  —  jj^  (7.-  cös  9  9)  --  y  cos  7  9 

—  —  cos  b  cp  -]-  —  cos  3  cp  -j-  6  cos  cp  \ 

39)  I  dcp  sin-'  cp  cos'^  cp  —  —  ——  (--  cos  10  cp  —  —  cosGcp 

-\-  6cos2cp 

r  -,      sincp  -, 

41)  fä^p'-^^^-sin^-^f^l^ 
^    J  coscp  ^     '  J   coscp 

r  1      sin^cp  sin'^cp        , 

42)  dcp = ^—  —  log  cos  cp 

^    J       ^   coscp  2 

r  1      sin'^cp  sin^cp  .  T  d  cp 

43)  dcp = ^—  —  sm cp  -{-       — — 

^    J       ^    coscp  3  ^     ^   J    coscp 

r  -,      sin'^cp  sin^cp        sin'^cp        -, 

44)  dcp = T-^ ^  —  log  cos  cp 

^   J       ^   coscp  4  2 


j 
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/    -.  COSCp 

d(p  —. — --  =  log  Sin  ip 

J       ^  sincp 

r  ,  cos'^q)                    .     r  d(p 
dw    - . --     =r  cos  (p  -\-       -r-~ 

J       ^  sin  (p                      J    sin  (p 

r  ^  COS^' w         cos^  w     ,    -, 

/   d  (p  —. — -  =      ^      +  log  sin  cp 

r  ,  cos^w        cos^cp    .               ,     f  d  (p 

dcp  -T-—     =    —IZ—    +    cos   Cp     -^  -      /      -.r-^ 

J       ^  srncp             3                           J   sincp 

y^  ^  cos-'  W         COS"^  OP     ,     COS^  <p     I     7 

^  sincp            4        '        2        '       "^        "^ 

f  A  ^    SZV?  qp    1 

/ 
/ 


dip 


cos^  (p         cos  (p 


,      sm^w 
d  w  — -^  =  tgn  (p  —  w 

^  COS'(p  ^      ^  ^ 

T      sin^cp  ,       1 

d  (p  — r^  =  coscp    ' 


cos2  9)  '         cos  9? 


2*P 


r    .         S?U4flp  /  1         .     .,  O  \  1 

/   c/  o)  — — ^  =  {  —  —  Sin-'  cp  —  77  sin  cp    

J       ^  cos^  cp        \       2  ^         2        ^J  coscp 

r  ,      sin^cp        /       1      .  ,  4     .  ^        ,     8\      1 

dcp  — — ^  =    —  —  Sin^  cp  —  —  sin^  ff  -h  -77) 

J       ^  cos"- cp        V       3  ^         6  ^    ^     3/  coscp 

/^      coscp                  1 
dcp     .  /    = ^ 
^  s?n^  9?              sin  cp 

\  dw    .  ^^  =  —  cof^w 9)  —  9) 
J       ^  sm^cp 

/COS-'Cp                    .     '                1 
d  cp  -T— -^  =  —  sin  cp : 
^   sm^cp                             sincp 

r  ,      cos^cp        (\        .  3  \      1  3   ^ 

\   dcp     .  J  =    ^  COS'  CP  —  TT  cos  CP    -^ 77  9^ 

,7       ^  sm^cp        V2  ^         2        ^)  smcp         2 

/,      s?w  cp             1 
d  cp  :r-  =  7^ ^— 
^  COS-'  cp        2  cos-  9) 

/sin"^  cp  sincp  1     A*  (?  cp 

^  ^  cos-'  cp        2  cos'^  cp         2  J    coscp 
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cos'(p        2  cos^  cp  ''        ^ 

63)     I   d(p  — ~  =  (  —  stn^  9^  +  TT  s^w  flp )  — tt  /   — ^— 

^   J  cos-' cp        \  ^     '    2         ^  J  cos^  cp         2J     cos^) 

G4)         dw  £üiJP  =r  ( —  —  .s/??>  Gp  4-  1  )  — -—  +  2  7o//  cos  op 
^   J       ^  cos-'  9)        V       2  ^    I      y  cos'^  ^    '         -^       ^ 

60)     /    dw  — -^  =  T, ^- 

r  -,      sin^cp         1    ,     o 

•^ß>  J  '''^^s4'=  ^ ''"'"' 

^   J       ^  cos*  g)        \  ^J  cos-'cp 

/S'ifi'^  w         1 
'^^  '^^  ""  3"  ^^'''  ^  ~  ^^''  ^  +  ^ 

69)  \   dcp  — ~  =  (  —  s/w*  qp  -4-  4  sw->  —  —    — :,— 
^    J       ^  cos*g)        \  S/  cos^(p 

70)  /    dw  r^  =  :; 7— 

^   J  cos-'  q)        4  cos*  g) 

^^)   y   ^^^  c-^  =  U  '"^'^  +  8  '^^'"^;  c-^-*^  -  8  7    ^sT 

72)  fd^'il^^^tgn^^ 
^    J       ^  cos-'  cp         i.  ^ 

^^,      r  ,      sin^w        /ö     .  „  3     .      \      1  ^    r  dcp 

73)  \   dw  — r-^  =    77  sm-  qp  —  -^  s/w  g)  )  — —  /  — ^— 

^   J       ^  cos-' (p        \8  ^    .     8         ^J  cos^cp         SJ    coscp 

„ ,.      r  n      sin'-"  cp         1    .     .  1^0  7 

74)  J   f?  9^  — ^-^-  =  ^  ^^^^'  9^  ~  "2  ^^'^   ^  ""  ^^^  ^^^^  ^ 

Man  beachte,  dass  sin  (—  —  x\  =  cosx  etc.     Dadurch  er- 
geben sich  sofort  die  hier  fehlenden  Integrale 

/cos-  X  r  ^        cos''  X  C  -,        CO^''-  X 

dcp  —.--:—-,  dcp  -^-r— ,  dcp     .   ,     • 

^  sin^cp     J  S'in'^cp     J       '^  sm-'cp 

/■j 
- — -^ =  log  tan  cp 
sin  cp  coscp 

^  J    sin  cp  cos'^  cp        coscp     '  J    sin  cp 


77)     f-.-^^ 

^  J    Sin  (p  cos'^  (p 

J    sin  (f  cos'^  cp 
J    snicpcos'cp 

80J  r  ../^'^.^ 

J    sin-(pcos^(p 

81)  r  .  /f . 

J    s?w2  g)  COS'  g) 

82)  r    .  /"P  ^ 
J     SiU-Cp  cos^cp 

83)  f   ./'P   _ 
J    sin-  (p  cos-"  (p 

84)  f    .  f^f    3 

J    sin"(pcos^(p 

85)  [-.4^— 

J    stn^  cp  cos"^  (p 

86)  r    .    /^'P   , 

J    Sin-'  (p  COS''  (p 

87)  f    ./''^^ 
J    sni^  cp  cos^  (p 

d(p 


Sin  US  -  Cosinus  -  Integrale. 

-; 1-  loa  tan  w 

2cos^(p    '       ^  J    ^ 

1 
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o  COS-' (p  COS 


L_  1   rA'p^ 

s  cp  ~^  J   sin  cp 


+ 


4  cos"^  cp     '     2cos'-  q) 


+  ^og  tfj)i  cp 


r=  —  2  cotg  2  cp 

—  (     ^       _  1\     1     -^  ~  r  v?y 

\2  cos-  cp         2  )  sin  cp  ^  2  J     cos  cp 


7^—- 7, -^  cotg  2  cp 

3  s?w  cp  COS"  cp        8 


\4  cos*  qp    '    8  cos'^  cp         8  /  s?w  g) 

_,     15    r    t?9) 

S  J    coscp 

2cos2cp 

\o  cos'^  q)  ^^  3cos  cpj  sin-  9  J    sin'^  cp 

4  shf^  cp  cos"^  cp~^  2  J    sin'^cp  cos'^  cp 

(  8  16      \         ^ 

=     —  o    •    -o o    •    o     \  cos2cp 

\      3sin-'2cp        osinlcpj 

\4  co8^  cp    '    8  cos-  cp/  s^n-'  cp 

55    r        äcp 
'     8  J    sin^  cp  cos  cp 

89)     f   .  /^^    .      =(--^ ^l^cos2<p  +  ^^oyUjncp 

J    sm-' cp  COS' cp        \     sin'^Icp      sin-lcpj 

2  sin  cp  —  logtgn  (j  +  2"  ^) 


/ 


sin"^  cp  COS""  cp 


90)  f'-'^^^drp 
J     coscp 

91)  f ''''''<' 


cos^  cp 


^ 


2cp  —  tgn  cp 
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^^N     Ccos^w    ,  sinw      .27,       fit     .     \ 

^^^  J  l^'^'*'--  2^  +  ¥  ''^"<"'  (4-  +  2  -P 

93)   f'^,lcp  =  \tgn<fU--\r) 
^  J     cos^  (p      ^         3    ^    ^  V         cos^  cfjj 

r  eos  2  (f  ^^      ^  1_  ^^^^      /     n 2    \ 

95)    / ^(^Qp   =  —  2coscp 

■^  J      cos  (p 

f'sjn2^^_2Jogcos(p 

^  J      COS'^  cp 

„^,     rsin2cp  ">■ 

97)    /   ^  d  cp 

^  J       COS-'Cp 


cos  (p 

o 


t^  >  2 


^  J     COS''  cp  ^  ^        (n  —  2)  cos"-^  9) 

99)    /   — ; — ^  (^  CP  =  stn  2  (p 
^  J     stncp 

102)    I  ^'-^  dcp  —  2coscpsincp  —  cp 
^  J      cos  cp 

104)    r^-?^  f/  ^  =r  4  9)  -  3  ^r/«  g) 

-)/l^^'-=-lS5+l'"■""'■■(f+i'■) 

107)    r^^  Jg^  =r  -  2s'm2g)  +  7o^swg) 
J      .S?w  cp 


Sinus  -  Cosinus  -  Integrale. 
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4:Sincp  — 

1      _ 

2  sm2  (p 

1 


sm  (p 

4  log  sin  cp 


108)  f'-^pLd^ 

109)  f'-^d<p 

J    sm^  (p      ^ 

110)  f'^^dcp  =  -^ -. -^ 

J    sin''  (p      ^  (^  —  1)  sin''-'^  cp   '  (n  —  3) sm»-^  9? 

111)  / ^  dcp  =  2sm^(p  -f-  log  cos  (p 

1 1 J)    /   — ^  dcp  =  —  4  cos  op 

J    cos^  9^  ^         cos  cp 

114)    f'±.^dg,  = ! 1 

J     COS'' cp      ^        (n  —  3)  cos''-^ cp      (n—l) cos''-^  cp' 

fsinScp  3,1 

J     sin-^  9  2       ^  ^  s^?i  g) 


,  w>3 


j  ^og  tgn  ^ 


119)    f't'^dcp  =  eotgcpl2--l-l 
V     SW''^      ^  ^^1  sin'cpj 


n  >3 


§•  91. 
Tangens-Integrale. 

1)   J  fiign u) d u  =  /y^-^—:,  dz,     tgnu  =  0 


0  J  tgn"xdx  ^  '^^^  ^  —    /  ^^|^»- 


n  — 

Laska,  matliem.  Formelnsammlung. 


^  xdx 


U 
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'  J   tgn''x~~'     (n  —  l)t!)n"-'x       J    i(jn"-^x 

/rln-l  p,1n—^ 

^  2  n  —  1        2  yi  —  3 

-|-  (—  lyuirctgn, 

wenn  ^  =  fr/n:»  gesetzt  wird. 

5)  /  Ujnxdx  -~  —  log  cos  X 

6)  /  ^i/n'-^  ^  f?  :i;  r=  f r//j  ^  —  ^ 

7)  /  tgn^xdx  =  -y  tgn'^x  +  log  cos  x 

8)  /  tgn^xdx  =  —  f^/w^^  —  f//w^  +  x 

tgn^xdx  =  -~  tgji^x  —  -^  tgn^- x  —  log  cos  x 

r      tgnxdx  logjcos'^x  +  m'^sin'^x) 

^^^   J   V+m^ig^x  "■  2 (^Ji^  _  i) 

U)     rtgna--tgnx  ^^  ^  sin2alogsin(a  +  x)  -  cos2a 
^  J    tgn  a  -f-  tgn  x 


§.  92. 
Exponential-Integrale. 


1)  ff{e'-)dx  =  \ff{^^-^.    ^  =  ^- 

2)  f  x'^  e^'^  dxr=^-  x'^'  ^''''  ~  "^  7   "^'""^  ^'*''  ^^  ^ 
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4)     fe-» COS'' hx dx  ^  '^'^o^^^^  +  ^^hBinhx 

I    n(n  —  l)b'    r 

6)  y  e^Hyn^xdx  =  ^^  _      igW^-^x 

~  '^i^~Zr[j  (^'"'^  iun''-' X  d  X  —  j  e""^  tgW'-'- x  d  x 

7)  J  e-^coUrxdx  =  -  -?^  coty>^--^x 

~^Jf~II^J   ^''''(^ot(f'~'^xdx  ~  I  c^^cotrr-'^xdx 

9)     r_?!l_  ,?^  ^  ._  ^«.  ('^osx  -  (n  -  2)shix 
J    cos^'x  {n  —  \){n—2)cos^^-^x 

a->  4-  (n  —  2)2    /^     e"^ 
■^  (w  -  lj(n  -  2)J    cos—^x  ^^^ 
0)     /  e''""  siw  X  cos'' X  d  X 

{m  +  n)'^  +  a^  7    ' 


ma  r 

~  '(jifzir'.^n^r^i  J  ^""^  sm'^-i  x  cos^^^-^  xdx 

'  e''''sm"'cos>'-^dx 


e""^  sin"^-^  X  cos*' X  (  ^ 

-  -(^ir+nj^-+-^  K^ -5^'^ ^ -  0^'  +  ^0 cos ^} 


(«i  +  ?i)2  4- 


/ 


Qax  sin^n-2  y>  f.Qgn  xdx 


(m  4-  np  -j-  «2 

14* 
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/  e'ii'' sf'fftn  _f  ros'^ 


COS"  .r,  (I  X 


l'lxpDiM'iil.iitl    liitcigrulc 


<•"■''  cos"     '  si h'"     '  ./' 

I        ^„    ,       .,    las/if.r  cos  j-    I     1/ snt'' X  -~-  mcos" .c\ 

{lU      I      U)~     )      ((r      '  '  ' 

I  M  (W  —    1  )  /'  .,       , 

/    r" '  snt"'  X  cos'^ '"  x  (i  x 
(('■'  J 

/c'-''  sni"' 


,  ill  (  >iA  I  ) 

(■"■''  sfit'"    ' ./'  cos"    ' 
(m  -|    nj-    I    ((r 
I        '/i  f  >/        1 ) 
'    int    I    uy-    I 


]  ^f-  s/H  J-  COS  X     I      U  S(U'^  X  Hb  COS-  x\ 

/  e"'*' sin'*^-^  X  ro,s'*  '- ,/;  d  x 
(1-  J 


iit        n)(m  +  ^  '"    n    /  •       .,  I 


j a  sin  X  cos  x  -  \    h  si)i'  x  —  m  cos-  x ] 


+ 


- 1)    /' 

L. —    /    ß 


'/'^Hin'*'~^xcos''"^x(lx 


m(m 

(m  -]-  ny 


(m  -\-  n)'^  -j- 

1 1 )  Jx'^  c"'^  j  cos  b  X  -f  /  8m  h  x]  d  x    (/"  --::-:  |/™1) 

ÄJ»* e«'"  {coshx  -\-  i sin hx]  i  n      _ 

a  -{-  bi  \         (a  -  \    b  i)  x 

12)  f  X-  a-  dx  ^  i*-—  -™  "^-'^-^  +  5l?_-J  )  '^'  •'"   ' 


3)     /"f-^-f 


-4-  >^  (^^^    --  ^ )  (^^  —  2)  .  .  .  2^.2 


(c'  loff'^  a 
, lo(p'-^a  /"  ^^'^   7        i 

'^  \n  -^  i)(ir~:r2)77.^.  1 J  —  ^^^    1 


14)      /   ^^^..^lo(jx-\   -j  loa a  ]--..} o(fhi       .,    .,,/o//'rr 


j 
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lö)   J   ^-  ^_  ,,-u.  -^  -  arctyn{c"-) 

/dx  1 

19)  r         ^^  -       1      ,      V^+l>^>»^"-  Va 

20)  f   '^^'^--^—f— 
^  J    (1  --^'xy^        1  -frr 

21  j  /  ase^f^ic  —  e{x  —  1) 

22)  /  x'ie^dx  —  e«(.-r2  —  2rr  -(-  2) 

23)  /  a^J^e^tZa;  ==  e'^{x'''  —  3x^  -]-  Gä;  —  Gj 

24)  /  .T^e-^cia:,'  —  e""  (x^  —  4.x'^  -f~  12^'2  —  24a;  4-  24) 

25)  /  x'-'e^dx  ~  e^(;r'>  — 5a;*-f-20:r3— G0^'2_|_  120ä:~120) 

2G)     /  —  dx^    vide  Exponential -Integral. 

'     J      X'^  X       ^     J  X 

QT^     /"^x  „„„„7         "^  (sinx  -\-  acosx) 
Ol)     I   c!"'cosxax=: ^^ ^ <■ 

J  1    +   «•■! 

a()\     C  „-r  „■       7  e'"  (a sin X  —  cos x) 
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^^.      r  o     7  e'''' cosx  {2sinx-\-acosx]    ,        2  c^« 

33)  /   ß«-^  cos'^xdx  r=  4-- — --I ^'-  + 

34)  /   e«^ .s?.n2 xdx  ~  — ' -^ ---^ 

^   J  4,-j-a'^  '    a(4-4-a-'j 

e''""'  tgn^~ x d x  =  —  {atgn x  —  l\  —  a  /  &'^  tyn x d x. 


§.  93. 
Lögarithmische  Integrale. 


/  f(logx)dx  =r  I  f[z)e/dz^    ^  =  hg  x 
f  x'^fQog  x)dx  =r.   r f{s)  e('"+i>^  d  p: 

/  x""  log  xdx  —  ^n+i{    ^^^    _ j— r-j,    -J^  >  1 

filogxydx  =r  ^^-|-^  (%^)-+i  -  —l-^J^(logxy+^dx 

r  dx    _  _  X      1     r    dx 

J   ijögxf  ~~       {n  —  l)  {logxf-^  '^  n—lj    {logxy-''  j 

^™  (loa xY dx  r=  -^-r-T Qog xY r—  /  x'"" (log xY''^  dx 

r     •'^"'  _  ^"""^^  ,  m  +  l   r      ^"'        7 

7  (%^     ""  ~~  0^  —  i){iogxY~' + ^r=n; j  {logxY-^^^ 

y  (a  4-  hx)-^logxdxrr^^  ^^^_^  ^^^  logx 

Fi]67         ^  I 


{m  + 
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r    log xdx logx 

^   J    (a  +  bxf'  ~        {m  —  l)b{a  -\-  bx) 

,       1       r       dx 

'    (m  —  l)bj    x{a  -]-  bx 


m — 1 


X) 

logx  1 

^1 


{n  —  \)b{a-\-b xf'-^   '   {n  —\)ab 

^ _u 1 

[n  —  'l){a^bxf-'^   '   ^n—'6)a\a-\-bxf-^ 

1 


'   (/?  —  4j  a'^  [a  --f-  b  ;r)»-*   ' 

f ^ + 1 

'   '2.a''-'{a-}-bxy   '    l.a«-3(a-f/>^;j 

j 1  j  X 

'^{n—\)a'^-H\-\-bx 


/q>m  -\- 1 
^'«  (/  :i'  log  (a  +  bx)  =  —r-  log  (a 


bx) 


rx»'+^d 
ij   a  +  b 


X 

-f-  bx 


J    Juijx  '"'•'•''1^2     2!       '33!' 

13)  /(«  +  6^)  /opxrf«  =  ^^^4r^'  '"^^  -  5  '"^■'^ 


1   ,    . 

ax bx- 

4 


U)   y  (a  +&x)^%a:rf:»  =  (a -\^hxy  j„^^_^  ,,^^ 


36 
abx^         h^x'i 
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1 5)  /  (a  +  h  xy  log  xdx  ~  - — 4T"        -^  x  ~  —rlogx 

—  a^x  —  -  a^hx^  —  ^  a^/^^^^^  _        ?,3.^4 
4  o  iO 

16)  f  ~r^^^^  =  jlogxlog(a+hx)  -jfUo(j(a+hx)dx 

Dieses  letztere  Integral  bildet  eine  selbstständige  Transcen- 
dente. 

r      logx       -j     _  logx  J_  ,  x 

^'^^   J   (a  +  bx)^  "^"^  ~  ~  6(a  +  />^j  "^  ab  ^""^  a  +  bx 

im  r_j^^i^dx--^-^ I ^- 


bxf  2b{a-\~bxy'    '    2ab{a-{-bx) 

1       ,  X 

log 


'^fvt. 


^    2a^b     ^  a  -|-  bx 
log  xdx 


bx 


b  [^   -^  '     -  Va-\-bx—Y  a] 

^  |.  (jog X  -  2)  Vä'4^+  2 V^ ardgny^ _^V  a < 0 

20)  /  sm  {log  x)dx  —  ^\  sin  (log  x)  —  cos  (log  x) } 

21)  I  cos  (log  x)dx  rrr  ~  [sifi  (log  x)  +  cos  (log  x)\. 


§.  94. 
Integrale  cyklometrischer  Functionen. 


Sei        f{x)dx  —  (p(x),  so  wird: 
1)     f  f(x)  circ  sin  xdx  =  (p(x)  arc  sin  x  —       -^ 


(x)        -j 


^2 
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2)  /  f{x) arc cosxdx  =^  (p  (x) arc cosx  -^    (      ^     ^     dx 
J  '    J     Kl  —  ^2 

3)  I  f(^)  «**f'  ^9'*^  ^(^^  =  fp{^)  arc  tgn  x  —   j    ^J^^  -  d x 

4)  /  f(x)  arc cotgn  xdx  rr=  cp  (x)  arc cotgn x  ~\-        ^  ^ -  d. 

Insbesondere  ist  für  n  ^  —  1 

0)  /   x^^-Uirc  stn  X  d  X  =--  —  arc  sin  x /    -^==^ 

J  ''^'  ^^  J    Vi  -  x^ 

n,         r     r     A  7  ^"  ,        l       r       X"dx 

6 j     /  ^"-1  rtrc  cosxdx  ^r=-  —  arc  cos  x  4 /  —;= 

J  n  '     n  J    i/i  _  ^2 

'7\  r  ^n     1  ^  7  ^"  ^  l        r     X'^dx 

1)  I  rr"— 1  «rc Uni xdx  =  —  arc  tan x / 

J  '^  n  ^  n  J    1  -^  X'' 

x^-'^  arc  cotg X  d X  =  —  arccotgx  -j /  

^  n  ^      ^    n  J    1  ^  x'^ 


9)     /  {arcsinxydx  =  (arcsinxYlx  -| 5- ~ 

J  arc  sin  X 


n(n  —  l)x  _  n(n  —  1)  (n  —  2)  Vi  —  ^-    ,      , 
arc  sz^i^  ^  arcsin^x  '      ' 


10)     /  {arccosxfdx  =  (arc  cos  x)""  \x  —  *?^-^— — 

J  arc  cos  x 


arc  cos  x 

__  n(n  —  l)x        n  (n  —  1)  (n  —  2)  Vi  —  x^    , 
arccos'^x      '  arc  cos ^x  ' 

/x  d  X  ■ 

^,  arc  sin  X  t=z  x  ~V\  —  x'^  arc  sin  x 

Vi  —  x'^- 

^^.      r    x^dx  .  1    „      1     ^/ 

^^)     /  77  arcsmx  =  ~x''-  —  —xV\  —  x 

J    \\  —  x^  4  2 


•'^  arc  sin  x 


-f-  -r  (arc  sin  xy 


13)/ 


:r36?a:?  .  1,2 

Vi  —  ^2  9        '    3 


~  —  (^2  _j_  2)  Vl~^  ;3?2  ^^.^  g{^2>  X 
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J    y\  —  x"^  16  16 

—  —  {Ix-'  -\-  3^)  Vi  —  x'^  arc  sin  X  ~\-  —  arc  sin''- x 

.-.      r         ^^  •  X  arc  sin  X    ,     1   ,     ,, 

^,..      /'        ^f/rr  .  arc  sin  X    ,     1  ,      1  —  ;r 

16)  /  77,  r-  arc  stnx  — 4-  --  ?o^  - — ^ — 

J    (1/1  —  ^0'  Vl—x'^  ^  '^     ^  1  +  ^ 

17)  /      _,    ,^-2  arctgnx  =  ~  arctgnxlog(l  -\-  x^) 

—  77   /    — 1 — ^ -~  f/^ 

^^^     r  x^dx         ,  ,  1  7     ^.    , 

18)  /        .      -  arctgnx  =  rr  arctgnx  —  ~  log(l  -(-  rr^) 

—  7y  {arc  tgn  xy 

^^^  J  FH^^  arctgnx  ==—  -^-|--(l-(-  x^)  arctgnx 

/,           xdx 
arc  tan  x  - — ; 
'^        1  +  x'^ 

^^^  f  r^^  arc^^n^  =-^x^-Y-~hg(\  +  x^) 

+  (—, ^j  arctgnx  -f-  —  {arctgnxy 

21)      /  — =-  arctgnx  =  —  Vi  —  x'^ arctgnx 
J     Vi  —  x'^ 


xV2 


-f  V  2  6/rc  ^/y?^      -  —  arc  sin  x 

1/1  —  ^-' 


,     arcsmx     -,  arcsmx 

22)        /     ^ ; ;  dX 


2)     r^  .-.  - 

arc  tgn]/) — ,    /\  -, — ^,  ö:^>^^ 


ßVcc^  —  ß'- 

arc  sin  x 


IHf^  +  lix) 


^    j,^y(ß+^)o+^)+y(ß-^)n-^)^  «2</3 


ß\/ß2^a-^    -^  V(^  +  c^)  (l'+  ^)  -  V(/?  —  "a)7l  -X) ' 
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»)/^ 


X  arc  sin  x    ,  arc  sm  x 

dx  = 


yx')"^     '  2  7(1  -f-  T^') 


H ..  , arc  tan  \  ,  y  >  —  1 

arc  sin  X 

^  ~  27(1  -fr  ^0 


4-  1  loa  Vl-^^^^-^V-i^-^i)  1 

rV -  (r  +  ^)      1/1  -  ^'  -  ^V  -  (1  +  7/  ' 

r   arc  tan  X    ,  1       f,      a4-^a7       ß  —  ccx        .        \ 

24)  /  7 ^^V-^- (^ ^  = TT { log    .  ■  —  — — — j—  arc tqnx\ 

r   arctqnx      ,  xarctqnx 

25)  /  ^ , ^^ 3  ^a;  =        .       -^    — 

J    ]/a-f  5^2^  al/a  +  &ic2 


1  ,     -|/a4-^^'      ^i 

,  arc  tan  y  —. ^  a  <Z^b 

a]/h-  a         -^     ^     b  ~  a  '      ^ 

X  arc  tgn  x 

ay a  -]-  &  a;2 


1  ,      \' a  -^  h X''-  —y a  —  b       ^    , 


aSja  —  b        ya-ybx''-  -{-  Va  —  b 


Integral-Tafeln. 


B.     Bestimmte  Integrale. 

§.  95. 
Einleitung". 

A.     Einfache   Integrale. 

1)  Sei 

h  —  a        ,      ...  ,,     , 

=  11,     km n  :==  CO,    hm h  =  0, 

ferner  cp  (x)    eine   zwischen    den   Grenzen   a 'ZL  x  ~Z1  h  endliche, 
stetige  und  eindeutige  Function,  so  ist 
h 

j  (p{x)dx—- lim 'h{q){a)-{-(p {a-^h) -f  9)  (a -|- 2 /^) -| (p(b—h)] 

a 

Man  hat  auch 

/  cp  {x)  d  X  ^=  i\}  {h)  —  i>  (a), 

a 

wenn 

-^-^  =  rp  (x)      ist. 

dx  ^  ^  ^ 

2)  Das  Integral 

/^ 

rf(x)dx 

a 

hat  einen  bestimmten  Werth,  wenn: 

I.  f(x)  innerhalb  der  Grenzen  f(a)  und  f(ß)  endlich  und 

stetig  ist. 
IL    Wenn  zwar 

/(l)  =:  00   für  «  z  I  Z  ^, 


J 
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jedoch  so,  dass 

lhnöf{^  4-  8)  =  0,    für  limd  =  0, 


oder  wenn 


m--  =  (^^  i>^^>o 


wobei  aber  i^  (|)  weder  Null  noch  unendlich  wird  für  «  2  |  z  /?. 
III.     Die  Integrale 

Cf{x)äx,      rf{x)dx,      rf(x)dx, 

haben   einen  bestimmten  Werth,   wenn  f{x)   endlich   und   stetig 
bleibt  innerhalb  der  genommenen  Grenzen  und  wenn 

limx''f(x)  =  0,    7i  >  1 
für  resp. 

Um  X  =  cG^    lim  ^  ==  —  oo ,    Um  ^  =  +00. 
3)   Aus  der  Definition  folgen  folgende  Sätze: 

6  a 

I    (p(x)dx  =  —    I   q)(x)dx 

a  b 

h  a 

=    I   <p(x)dx  —    I   (p{x)dx 

0  0 

=    I   cp(x)dx  -\-  I  (p{x)dx^    a  ^  ß  ^  h 

C cp{x)dx,     ^  =  a  +  {h  —  a)d,     0  <  ö  <  1. 
^^ 

b  h 

I   ccp  (x)dx  =  c   I   (p(x)dx 

a  a 

h  b  b 

I    [cp  (x)  t};  (x)]  dx  ^=   I  (p(x)dx  -\-  I  ii^(x)dx 


4)   Es  ist 


k 
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5)   Man  hat: 

b 

Jf{x)  dx^Qj-  a)/(^,),     l.,_^a-\-{h-a)  Ö.,     0 

a 

=  (1-2  -  V)f{ii)  ^0(j  ^-^.    a,  h  ^  ij 


<0.<\ 


__   fe    -    ^i)"  ,(.  W  1  1  1  7>      ' 


1_ 

(q  —  ay 


Ebenso  ist 

h 


r  (p  (x)f(x)  dx  =  (p{a  +  (h  ~  a)  0]    ffix)  dx,    0  <  fy  <  1, 
'»  rt 

wenn  /  (^')  in    dem   Intervalle   a  z^  x --^  h  sein   Zeichen    nicht 
wechselt. 

6  5  a 

I   (p(x)f(x)dx  ==  9)  (6)    Cf{x)dx  —  9(a)    f'f(x)dx 

a  \  i 

a  0 

6)   Es  ist 

—a  a 

ff(x)dx  =  2   Cf{x)dx,     wenn  /(—  ^)  ^  f  (x) 

=  0,  wenn  f(^—x)-=—  f(x). 

a  a 

I  (p  {x)  dx  =    I   (p(a  ~  x)dx 

0  0 

2«  a 

I  (p  (x)dx  ~    /  {(p{x)  -f  gp  (2  a  —  x)]  dx 
b  0 

Ist 

(p{1a  —  x)  =z  (p  (,^), 
so  wird 

2a  a 

I    q)(x)dx  =  2   I   q)(x)dx. 

0  '  0 

Ist  dagegen 

cp(2a  —  ^)  --=  —  g)  (x)j 
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SO  wird: 


j     (p(x)dx  ^=:  0. 


Man  hat  weiter: 

+  00 


I  f{a  -{-  hx)dx  =  4^  -~-    f  f(x)dx,  je  naclidem  6^0 

— 00  — 00 

+  00  -j-  00 

—  CO  —  00 

0  1   -f-  X^ 

Schlö  milch,  Analyt.  Studien  I,  S.  83. 
//  {^  +  ^)  arctgux  ^  =  f  | /  (:.  +  1)  ^ 

0  0 

0  -  0 

Liouville,  Joiirn.,  Vol.  XVIII,  p.  168. 

JTfpiax)  —  (pjhx)  h       .„      ,,      ., 

/  ~ dx  =  (p(0)log  —      (Friillani). 

j  x  d 

0 

Ist 

f{x)  =  ^]  ein  sin  nx 

(f  (x)  =  2  bn  sin  n  x^ 
so  wird 

TT 

^  J  f{x)^{^)dx  =  ^  an  hn. 

0 

7)    Es  ist 

IV  1 

/  f(^^y)dy  =  (w  —  to)  j  /[xu  J-  (tu  —  it)0]d 


^, 
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wenn 

p  =  u  -{-  (iv  —  u)^ 
gesetzt  wird;  diese  Transformation  macht  variable  Grenzen  con- 
stant.     Man  beachte  ferner: 


h—a 

=  a  4-  ^ 


jf{x)dx^    r f{yiy)ytdy 

«  a 

K 

b  h—a 

I  f(x)dx  =z   r f(a  +  ^)dz,    X 

a  ö 

8)   Ist   die  Substitution  x  =:r.  (p  (z)   mehrdeutig,  so  bestimme 
man  a^,  aus 

(p' (a)  z=:  0,     a  :Z:  oc -^  h. 
Es  wird  sodann 

b 


I  f(x)dx  =  I  F{z)dz-\-   C  F{z)dz-\-^>^  f  F{z)d 


h 


9)   Es  ist 

j-    rcp(x,a)dx=    fL^pi^dx, 
dcc  J  J         da 


b 
d 


wenn  die  Grenzen   a  und  b  constant  sind  in  Bezug   auf  «;   da- 
gegen 

b  h 

a  a 

wenn  a  und  h  Eunctionen  von  a  sind. 

10)   Die  im  §.  1  gegebene  Definition  des  Integrals 

ß 

'' x 


f  f{x)d 


ist  nicht  mehr  zutreffend,  wenn  die  Function  f{x)  für  einen  Werth 
X  =^  c  discontinuirlich  wird.  Seien  m  und  n  endliche  Constan- 
ten, ferner  e  positiv,  so  ist  sodann 
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c—ma  h  \ 


I  f(x)dx  ■=  lim  I  /  f{x)dx-[-   I  f{x)dxV    für  Ums  irr:  0. 


c-\-mi 


Die  conventionelle  Definition   des  Integrals  in  diesem  Falle. 

ß.    Doppel-Integrale. 

1)  Die  Umkehrung    der   Integrationsgrenzen   ist   im    Allge- 
meinen nicht  gestattet: 

a)  wenn  sie  variabel  sind, 

ß)  wenn  die  Function   zwischen  ihnen  discontinuirlich  wird. 

Sonst  ist 

J  äx  J  dyf(xy)  =-- J  dy  J  dxf{xyy 

a  y  y  u 

NB.     Man  kann    nach  dem   Vorhergehenden   die   variablen 
Grenzen  immer  in  constante  umwandeln  (vergl.  3). 

2)  Allgemeine  Theoreme: 

00        00  00 

J  J  sp(a'2^2  _^  hhf)dx  dy  =  ^  J  ^>{x)dx 

)       0  0 

r 

/    /  /[^^ ^^5 0  -^  h sin ßcosip  -{-  c sin 0 sin t/;] sin 0  dd  d^ 

+1 
—  1%    f f{nu)du, 


0       0 

7t  iTt 


wenn 


7i!  =VaH-^''  + c'^ 
(Poissön)  Bertrand,  Calcul  Integ.  p.  461. 

3)  Sei 

y  =  y^  +  (Y—  yo)t, 

so  wird 

X      Y  '  XI 

f  f  cp{x,y)dxdy=J  J{Y-y,)f\x,y,  +  {Y-y,)t\dxdt 

4)  Umkehrung  der  Integrationsgrenzen. 
Es  ist  (vide  Fig.  1  a.  f.  S.): 

J    f  f{^->y)äxdy  =rz  J  J  f{x,y)dydx 

.-Co     I/o  'io    5o 

Laska,  mathem.  Formelnsammluug.  15 


^B  R  A^^ 

OF  THE 

TTNIVERSITY 
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Es  ist  (vide  Fig.  2): 


I    I  f{x\j)dx  dy  ■=    I    I  f[rcos6^rsind]rd6dr. 


^0    Vo 


h     ro 


Fig.  2. 


Fig.  1. 


% 

X, 

5- 1^ 

Xi 

-X 


'^1 


Insbesondere  merke  man: 


a 
a       b 


ab  b       a 

J  J    (p(x,y)dxdy  =  J  J    cp(x,y)dyd 

0       0  0       a 


X 


a       b-\-x 


b_ 

b-\-a    a 


J  j  cp(x,tj)dxdy  =  J      1  q)(x,y)dydx     • 
ob  0         0 

+  Jj(p(x,ij)dyd, 


b        0 

b+a 


y 

ab   b 


J  J  (p(x,y)dxdy  =  J  J  (p(x,y) dy  d. 


0       bx 


c—y 
c        d 


J    J  (p(x,y)d'ydx, 


wobei 


ab      0 


b  +  d 
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0     0  ob 

j  J  (p{x,ij)dxdy  =       J  (p(x,y)dydx 

0    0  0        y~7^^ 

2a     3a — x  a       ^^ay 

J  j  ^^{x,y)äxdy  =  J  J  cp(x,y)dydx 

+  J  j  ^{^.y)ciy 

0 

J  J  cp(x,y)dxdy  =    /  J  (p(x,y)dy  dx 

J  j  (p{x,y)dydx  +       J  (p(x, y) dy  d 


0        X 

3a      3a — y 


a       x-\-2a 


0       ya-2_a;2  0       ya'2_y2 

2a    a  3a    a 


dx 


2a    y— 2a 


a       Vo^^^ 


/       (p(x,y)dxdy  =    /    1  cp  {rcosd.rsinß]  rdß  d 


0         0 


7t 


2a    'V2ax-x^  2        2acos9 


/  ^{oo,y)dxdy  —    /       (p  [r cos 6,r sind]  rdQ  d 


7t 


r 


2      2acose  2«     ^^^'(^<^os—^ 


j    f(p{:r,0)rdedr  =    C  C(^i^r,d)rdrdd. 

0        ö  0        0 

Einige Litteratur  viele:  Todhiinter,  „A  treatise  on  the  integ. 
calc.'S  p.  237. 


15* 
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§.  96. 
Einige  allgemeine  Integralformeln. 

(Vergleiche  die  Bemerkung  am  Ende.) 
rf(iu)  +/(—  iu)     udu     ^  _  1  f   rf(x)dx 


0 


_    rf(x)dx\ 
J     Ji+xi 

0  '' 

0)      /'/O'^O  --/(—  iu)      hdu     _  _  _1  [  ff{x)dx 

0  '  io 

rf{x)dx\ 

^J    h  +  X 
0  -' 

.      jf\f{i  u)  -f  /  (—  i  n)  Ji  log  udu        ^  .n^i     1 

3)  j  2 -iM+^r=- 2^(^^^^"^^^ 

0  '  ■ 

0  0  / 

V    J  2 W~+^  =-'2  /('')%Ä 

/{  sifi'^  x  1  /^ 

'^^9'  ll  +  2acosx  +  U  =  J  '^^9'(««^^)'     «^  ä  1 

0  '  0 

7t 

Liouville,  Journ.  XIX,  p.  423. 
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+i 


-s  ' 

Sitzimgsber.   der  k.  k.   Akademie   der  Wiss.  in   Wien,    1857, 
S.  29. 

1  —  2pcosx  -|-  ^9'^ 

=/(«+iOH-/(«) 


"ly 


töj    —  / ■ -f- cl  X  ■==  f  (a  -\-  p)  ~  f((x). 

^  J  1  —  2  p  cos  X  -^  p^  -^  ^      '  -^  ^      ^  ^  ^ 

0  XIX 

(Poisson)  Bertrand,  Calc.  Integ.,  p.  1G9. 

0  ' 

(Abel)  Bertrand,  Calc.  Integ.,  p.  171. 

12)  y      ^  ni+^^-^) ""  '"'f'^^''  +  ""^  ~f(^)i 

Ist 

i^(^)  =  A  +  A  ^  +  ^2  ^^  -! ,     w  —  ;r  e^^' 

/(a:;)  =r    ciq  -^  o,iX  -{-   a^x"-  ~\ ,     v  =:  xe-^\ 

so  wird: 

2  ^4o  «0  +  Ai  eil  ^^  +  ^2  «2  •'^'^  H 

7t 


2^~/V00  +  ^Wl  {/OO  +/W}^?ö. 


Ist 


so  wird 

n  a 

13)      /  {(p  (x,x)  -J-  ^'  (^,^)}  dx  ~   1    [cp  (x,0)  J-  1/;  (a,x)]  clx. 

0  0 

Mathem.  Annalen,  Bd.  4,  S.  551. 


230  Allgemeine  Formeln. 

a  a  a  a 

14)     /  dx  J  f{xy)dy  ■=        dy      f{x,y)dx. 

0  0  0  y 

Serret,  Cours  de  Calc.  Integ.  II,  p.  295. 


^  2 


15)  /  (2  cos vy" cos  (m -j- 2n)vdv  =  sin nit  j  w^^ (1  —  u)'''-^ d u. 

_7t_  0 

2 

(Kummer)  Bertrand,  Calc.  Integ.,  p.  176. 

16)  / V      y  dx^^^^^^—J{a-\~c\   v  =  c-^ 

^     J  l    —   2CC0SX  -i-  C^  1    ^.2  •/  V        I       7' 

0  ' 

Todhunter's  Integr.  Calc,  p.  281. 

■"/,^i;:,r;.:.k"+"+/(°+7)H- 

=  7t[f(a  +  c)+f(a)]. 
Ibid.  p.  282. 

18)     [■  f^A-  U(a^v)-f{a-^,dx 

^    J    \  —  2CC0SX  -^  c^y  ^      '      ^        -^  \  V )\ 

=  ^l/(«+«)-/w)- 

Sei 

9?  [r  (cos  9)  +  i  sin  (p)]  =  cp^  (r,  (p)  -f  i  (p^  (r ,  9)), 
so  wird: 


OD 

20)   y  g,,  (r  cp)  -^^^  ^  ^  |g,  (re-)  -  9.  (0)) 

0 

0 

00 

22)   /^'.('--P)  ^^^f^)  -  2^  !•?  W  -  9'('-'^)} 

0 

Dienger,  Diff.-  und  Integralrechnung,  1857,  S.  263. 


j 
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Tt  Jt 

23)  /  (p('^(cosx)sin^'xdx^^l.3.^...(2i  —  l)  1  (p(cosx)cosixdx 

0  0 

i  ist  beliebige  ganze  positive  Zahl. 
(Jacobi)   Bertrand,   Calcnl.   Integ.,   p.    174,   vergL   auch 
Schlömilch,  Analyt.  Studien,  II,  49. 

24)  Ist 

00 

I     X'^''(p(x^)dx  —  A2n 

0 

CD 

0 

so  gilt  nach  Cauchy  die  Gleichung 

__  0^+1)^         ,   (n  +  2){7i+l)n{n-l) 

Bertrand,  Calcul.  Integ.,  p.  228. 

25)  Ist/(^)  endlich  und  stetig  zwischen  0  <;  ^  <<  oo,  so  gilt  die 
Gleichung: 

Schlömilch,  Analytische  Studien,  II,  158. 

26)  Man  hat 

0        L    .  0  J 

Satz  von  Abel,  ibid.  S.  111.  Vergl.  Crelle's  Journ.,  Bd.  I, 
S.  153. 

NB.  Alle  diese  Methoden  gelten,  so  lange  die  Entwickelung 
nach  der  Taylor' sehen  Reihe  möglich  ist,  natürlich,  wenn  diese 
ihnen  zu  Grunde  liegt.  Vergleiche  auch  die  betreffenden  Capitel 
der  Functionentheorie. 
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§.  97. 

Medianische  Quadraturen. 

Bei  allen   diesen  Methoden  darf  die  Function  innerhalb  der 
genommenen  Grenzen  ihr  Zeichen  nicht  wechseln. 


1) 


X 


2)    Sei 
so  wird 


«—2 


J  f{x)dx  r^ ~ h (yo  +  ijn)  +  -^^^^yi  +  -^^i^y. 

0  2  1 

A  =  2,  4,  6  .  .  . 
;t  =  1,  3,  5  .  .  . 
Simpson,  Mathematical  Dissertations,  1743,  p.  109. 

3)   Sei 


X  1 


/  f{x)dx  r—  n  h  I  f{^n  Ji  x)  d  x. 

ü  0 

f{x)  =  Ko  -|-  of^iX  -f-  a^x'^  -\-  '••  a^ ic", 


ü  0 

Setze 


so  wird: 


X 

J  f(x)dx  ==  nh[A,'yo  +  Ä^y^  +  A^2  +•••  Äntjn] 

0 

1 

Jlp   =  A  n—p  ^"^     /      -jij     tt  X 
0 

^         nx(nx  —  V)(nx  —  2)  .  ,  .  (7tx  —  n) 
nx  —  p 

Mp  =r   Xp,    für    XrrrJ^ 

n 
Cot  es,  De  methodo  differentiali,  p.  32. 
Für  n  ^=  2  folgt  die  Simpson'sche  Regel. 
Für  n  =-  3,  4,  .5,  .  .  .  9,  10,  ergiebt  sich: 
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-  3h 

;       f  f(:c)dx  .^^  (y,  +  3y,  +  ny,  +  y,)  *). 

0 

^  4h 

J  fix)  dx^-  ^2/0  +  yd  +  ^  (^1  +  2/:;)  +  ^  2/2. 
0  ^0 

/  ^W^^*  ^  S  (y"  +  ^/^'^  +  S  ^^'  +  2'*>  +  Ä^2/.  +  Ä). 

0 

f  f(^)''^  =  ^  (2/0  +  2/o)  +  I  (2/1  +  2/0  +  Jü  (2'-'  +  -"0 

0 
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r  fr  M  751     ,        ,        ^    ,     3577    , 

,     49    ,       ,       .     ,     2089   ,       ,       , 
+  ^4Ö  ^^-^  +  ?/0  +  ly^sö  ^^=''  +  ^^^^- 

r  fr  M  989     ,        ,        ,    ,     2944    , 

0 

464  ,   ,   ,  ,  5248  ,   ,   ,    454 
-  14175  ^^^^  +  y^^  +  14l75  ^y-'   +  ^^''^  -  2^35  ^^^ 

r   fr  M  2857  ,   ,   ,  ,  15741  ,   ,   ^ 

J    fix)  dx  =  ---  iy,  +  y,)  +  -—  iy,  +  2/3) 

,   27  .   ,   ,  ,  1209  ,   ,   ,  ,  2889  ,   ,   , 
-I-  524Ö  ^^^  +^^^  +  5600  ^^^'  +  ^'^^  +  44800  ^^^  +  ^•^)' 

lOTi 

r    .(  .-,  16067  ,   ,     ,  ,  26575  , 

j    f{^)dx  =  ^g^  0/0  +  ^,0  +)  ^9688  ^^'^  +  y^^ 

16175  ,   ,   ,  ,  5675  ,   .   ^    4825  ,   ,   , 
-  19958^  ^y^^  -^  y^^  +  12474  ^^^'-  '    ^^^  ~  1TÖ88  ^^^  +  ^«-^ 
,  17807  ■■--^'^"' 

'  24948  ^'* 
4)  Sei 

q>'ix)^fix) 

Z/  9  (a^)*  r=   g)  (;r  -|-  Ä)    ~    (p(x)  =:    I  fix)  d  X, 

X 


Dieses  Resultat  hat  schon  Newton  gefunden 
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SO  wird 

x  +  h 
ff(x)dx  r^  hficc)  +  ~hJf(x)  -  i  B,h^^f'(x) 

X 

l 

I   cp  (x)  d X  ~-  h  {(p  (a)  +  g?  (a  -|-  h)  -f  •  •  •  g?  (a  +  n  Ji)] 

a 

-  1  Ä  (9  (h)  +  <p  (fl))  -  1  B,  7*2  {qp'(i)  -  9D'  («)) 
+  -1ä,ä*|9."'(ä)  -  g)"'(«)l  -  ^5:,''M9''''(*) 

Sei  ferner: 

so  wird: 

h 
J\(x)  dx^^  {217  [(p(a)  +  g)©]  +  352[(3p(a  +  2^) 

+  cp(a  +  66)]  +  486 (p(a  +  4Ö)}  +  ^^-  [g^(a  +  ö) 

+  g)  (a  +  3  Ö)  +  9?  (a  +  5  ö)  +  9  («  +  7  ^0]- 
Diese  Formeln  rühren  von  Euler  her. 
Vergl.  Bert r and,  Calcul.  integ.,  chap.  XII. 

Einiffe  Coefficienten  von  der  Form   ^,     ^""^\ . 

^  2n  -f-  21 

^  =  0,08333  33333     -^  r=  0,00000  08267 

-^  =rr  0,00138  88889     -^j  ^  0,00000  00209 

-^  =  0,00003  30688     :^  z::^  0,00000  0005 
5)  Methode  von  Gauss. 

h  ^ 

9  ^ 

n 


Quadraturen 

Dabei  ist 
^^h  —  g,    F{g  -{-  ^  .t)  -^  cp  (t) 

a  sind  Wurzeln  der  Gleichung: 
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A 


1  +  «, 


f?" 


-—  (x'^  —  ])«  =  0 


t/  :>t/' 


+  i)   -r  Zo    +   ^1  ^   +   A  P 


22-^(2,+!)  [1.3.5...  (2;^  —  Ij 


n  ^=  1 

a, 


0,5 
1 


1    j 


W,   r-rr    2 

«1  rrr.  0,2113248654 
«2  -=  0,7886751346 

1 


Ri  -^  E2  =^  — 


^  =  Tsö^^ 


?Z    rrrz    3 

«i  =  0,1127016654 

«2  ==  0,5 

a.  ■=  0,8872983346 


R^  =  R,  = 


Q 


0 

18' 


R,^ 


n  =  4: 

eil  =  0,0694318442 
«2  =  0,3300094782 
«3  =  0,6699905218 
«4  rrr  0,9305681558 
i?i  =  Ri==  0,1739274226 
J?2  --=  J?3  =  0,3260725774 
%  A\  =  9,24036806 
logR,  =  9,51331428 
1 


Q  =■ 


44100 


1 
2800 
w  =  5 

ai  ---=r  0,0469100770 
üo  =  0,2307653449 
tto  r=  0,5 

«4  =  0,7692346551 
a-  r=:  0,9530899230 
i?i  =r  i?,  r=  0,11846344 
i?2  =  i^4  =^  0,23931434 

^^=225 
Zo^i^l  r:rr  9,073584349 
logR^  r=  9,3789687142 
%i?3  z=  9,453997456 
1 


Q 


698544 


Ao. 


6)  Bei  allen  diesen  Methoden  wurden  äquidistante  oder 
bestimmte  Werthe  der  Function  als  bekannt  vorausgesetzt. 

Sind  zwischen  den  Grenzen  a  und  h,  «i  «3  •  •  •  c«n  nicht  äqui- 
distante Werthe  eingeschaltet,  so  wird: 
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h 


wobei 

cp  (x)  =  (x  —  a)  (x  —  h)  (Xi  —  a^)  (x  —  a.^)...  (x  —  «„) 
gesetzt  wurde. 

Vergl.  Dienger,  Diif.-  und  Integralrechnung  1857,  S.  537. 
7)  Man  hat 


^=.0,     A.==^ 


r'  ("  -r  1)! 

X 


fix  +  a) 


\X=r.O 

Schlömilch,  Mathematische  Abhandlungen,  S.  103,  1850. 


In  Bezug  auf  die  folgenden  Integraltafeln  bemerken  wir,  dass, 
wenn  nichts  anderes  bemerkt  ist,  wir  mit 

a,  &,  c, . . .  m,  n 
positive  und  ganze,  mit 

ebenfalls   positive,    sonst    aber   beliebige   (rationale,   irrationale, 
gebrochene  und  ganze)  Zahlen  bezeichnen  wollen. 

Bei  bekannteren  Integralen  ist  die  Quelle  nicht  angeführt. 
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§.  98. 


1 
Integrale      f{x)dx. 

b 

1)     /  X"  d  X  = ^^-,  n  >  —  1 

0 
0 


*-*  J  ~  ^'       "' &.&  +  1 ...  6  +  «  -  2 

J   \\  —  xj  smpTi      ^ 


dx 


=  00 


dx  Tt 


1+^2  4 

;r'^(l  —  xf-^dx 


,  i>0 


'  Grelle,  33,  13. 


6)     /(     -     Y^^__A_,    ,,.<! 
J   \\  —  x)    X  sin])%      ^ 

0 

^)     /(r^y-^-  =  4^-^^,y^<l.  Grell 
J   \1  —  ^/  2       sm))7i  -^ 

0  -^ 


e,  38,  162. 


1+^  +  ^2        3^3 
f?.2;  2  TT 


1-^  +  ^2       3y3 

fZa;  1 


0 

^°^  /l-2x"JsA  +  r^  =  itl  «'•^■'^'* 

0  ' 

"^  fl  +  2Jeosl  +  x-^  =  '"^  (^  ^"■"  i) 


sin  l 


1  —  cosk 
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13: 


14^ 


15 


161 


17 


181 


191 


201 


2r 


22^ 


231 


241 


f ^'  -^ ^^  _  _J^_  .  sinpl  ^ 

J    1  -\-  2  X  cos  X  -{-  x^  sinp  %      sin  A  '    ^ 

Legendre,  Exerc.  4,  103. 
1 

f        X  dx         _  __  1  I  1   -[-  ^J  TT  p] 

j  1  _!_  ^2  •  1  _|__2,^  —     r+17^ '  p  "y^  +  Tj 

0 

Schlö milch,  Studien,  I,  7. 
1 

/ 


X''  2«/2 


2  Jrt/2 


vT 

0 

1 

rdxVT^~x^  =  j 

0 

1 

J  Vi 


Schlömilcli,  Studien. 


.2  2 


J    Vi   —  ;2;2  "^ 
1 


2«-i/2 


—  _  3^-1/2     ^ 

^    ~  "4^/2~  •  "4 


Grelle,  35,  13. 


/  ;r2«  (^^Vl 

0 

1 

/,      1  1  aß  1  &/2  TT 

^2a(l    _   x'^f-^^dx  =  i— T^  ^7-StT 

0 

/  1  2«-V2  1&/2 

^2a-l(l_  ^2/-,^^  _______ 


.7  vr^T2  -  "2^  •  T 


r 
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Vi  -  X'^  1«^^ 


Vl+i9;z;2         |/^j 


^?ö/7{i/i)+vi+i^; 


^log{Vp+yi+p] 


x(l  -j-px)         V^) 
1 
28)     f         f""        =^ 

j  yx(i  -  X) 

1 

/{l    ^\a^h  -la/i  1&/2 

<ii,i.  =  i^..  Oh„,A.„.«.,. 


»«)/^ 


(Ix 


Jt 


bx    yx{\  -  x)       ya{a  —  h) 

1 

^1)     /  hgxlog(l  —  x)dx 


,     0  <  &  >  a 


==  2  — 


1 
'^^   fl^^x^^-   Mascheroni,  Adn.  p.  18«). 


33)   ydxVzo-/^  =  J^.    Grelle,  17,  1. 


34) 


äx 


=--y%.  Ibid. 


loq  — 

0       '       -^  ^ 


1 
35)     r^^'-i  Qogxydx  =  (—  1)»  ^,    a  >  0 


*)  M.  Ohm,    Die   Aiiswertlmngsmetliodeu   bestimmter   Integrale,    Nürn- 
berg 1852,  437  S. 

*^)  Mascheroni,  Adnotatioues  ad  Calc.  integ.  Eiileri  Ticini  Galeatis,  1790. 
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36j     /  e-'^yxdx  =^^- 

0 
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y. 


-)/i¥^^^ 


12 


X  6 


39)   /^^ 

0 


0 

jr2 


>  Grelle,  38,  331. 


1 

42)  /  cosqx  dx  r=  -  -  sin q 

0 

1 

43)  /  sinqx  dx  —  --  (l  —  cosq) 

0 

/  1      ' 

44)  /  sin^(2  7tx)dx  :=  -y 

0 

1 

45)  /  cos^(2  7tx)dx  =  ^ 

0 

1 

46)  /  sin(2a7tx)dx  ==  0.     Grelle,  35,  1. 

0 

0 

1  -  oo  -I 
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1  _  22«-i 

2"-l   == 71^-  B.2a-, 


v)2a— 2 


^"'B2a-l 


0 

1 

0 

0  ^ 

0 
1 

53j     T-^  %(1  —  2xcosl  4-  x'^)  =  ^  —  ttA  + 

0 

1 

^^)  J  T  '"^  Y^x  =  T 

0 

1 

_,      /^        fZ^  1  _f-  rt'^' 

•'^^)     /      w  %  1 ^-  —  Tiare  Sin  q 

J  xVi  —  X'-      ^  —  q.^  ^ 

1 

ob)     /  ==  -  77  ^og'2 


Grunert's 
Archiv  6,  434. 


2" 


57) 


1 

/xdx 


'» f- 


,       —  rf  X  -=rz  log ■ 

logx  ^  q  -\-  \ 


ßidone,  Eifern.  Turin   1812,  231. 


59)    f'--'^^1^:Klx  =  .Uo 

j     yi  -  x-^ 

60)/ 


1  -^l/i  -T 


loy  (1  —  x^  sin  A)   ,  ^     ,  A 

:, , dx  ^^  2%  loa  cos  -r- 

Vl  -  x^  "^2 


1 

61)     /  arcslnpx  d  X  r-=  aresin)) Vi  —  P' 

^  P  P 


Laska,  tnathem,  Formelusammlung. 


16 
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1 

62)      /  arctgnpx  dx  =  arctgnp  —  —  %(1  -f-  p 


ü 
1 


63)     /  —  arc  sin  x  =  —  log2 
J     X  2 

(2  n  +  1)2 


0 

1 


6i)  f'-^arctgnx=±(-l)n^ 


§.  99. 


Integrale  j  f{x)dx  und      f{x)dx, 

+1 , 

/d  X 
— ^  =^  —  (2jc  -(-  l)^^j  3<  beliebig  aber  ganz. 
X 


^)     /      -,»/  =  -—  cosec  —    Ohm,  Ausw.  14. 

J    xfxP  —  1       p  a 

00 

3)    J'  (x"  -  1)""^  ~  =  (-  ly  l  cosec  ~.  Grelle,  38,  162. 

i 

/dx  7t  ÜTt       ^.  .  ^ 
;;  =  j  cosec  -y-  Ibid. 


5) 


/rf^^^*  =  i:(2^r^-   Mem.  Turin  1812,  231. 

r    log  X 
J   1-^2 


6)     /    rj — - — -  (?^  =  —  -— .     Ohm,  Ausw.  16. 


J 
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i)         —  arctgnx  =  oo 

1 


oo 


(2  »  +  1)^ 


Vx  -  1         fe 


§.  100. 
Integrale  /  f(x)dx. 

0 

1)  Jx^^dxVp'  -  .^2  =  2^  i>''+'  f  •  Sohnke,  Sammlung-). 

0 

2)  A'  ^-sö+i  d  X  Vp''  —  X''  =  3^^  p^^+^.    Ibid. 

0 
0 

^^/v|^  =  |Si-'''f     Sohnke,  Samml. 


/^     ^26  +  1  „    ^ 


Vi)2   _   ^2  —    3^/2 


*)  Sohnke,   Sammlung   von  Aufgaben   aus  der  Differenz-  und  Integral- 
rechnung.    Halle. 

16* 


I 
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6)    J^^^Jt±^.=  ^i^n.    Rogner,  Mat.*). 


7)  /   arcsin  —  ax  =  — t: —  p 

0 

8)  /  arc  cos  —  d  X  =  p 

0 

/p—qx 
_!l (^^  _  _  33^    Grunert's  Archiv,  10,  247. 
X  —  p 

0 

10)   jlog{l  +  px)  YZT^i  =  %^^  +p')arctgnp. 


Grunert's  Archiv,  4,  113. 


§.  101. 
Integrale  j  f(x)dx. 

0 


1)  t'-^^,  =  -^^  «>ö'  ^>ö 

0 

2)      r_-i^_,  unbestimmt.     Grunert's  Archiv,  10,  240. 
J    h'^  —  x^ 

0 

^   J    iax  +  h)(cx  +  d)       ad-hc     ^  hc'     ^ 


*)  Eogner,  Materialien  aus  der  höh.  Analys.     Gratz  1853,  463  S. 
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^^    J   {ax  +  h) 


dx 


{ayX-^h^){a2X-\-b-2) 


eil  h 


aib.2 


=-- \hrlog  "-^  -^  b,p1og  ^^ 

pqr  [         ^  aöi  '^    ^  a,b^ 

wenn    -r  ^  -r-  ^  -r-  ^^infl  alle  positiv,  ferner 
b         by         b-i 

p  =  a  bi  —  Gl  b,     q  t:=  a  b^  —  a.2  b,     r  =  «j  b.2  —  «2  ^j 
dx  In 


0 

QC 


-J-  x-^         9 

dx  71 


-\-  x^         4t 


Vi 


V2 


rj.      r  g  +  hx""-         dx       _q  —  hh-2      71 

^      J        ~&2   _|_   ^2     •    c2    _ 
0 


x^         b-i  -f  6'2      2b 
In 


+  ^  +  ^'        3^3 


9)      f ^ 

J    1  —  'Ix  cos 


TT.    —   X      71 


COS  l  -^  x'^         sin  l  '   2 


,  I7>'t  >  0 


00 

10)   /, 

11) 


dx 


2  ^  cos  A  -|-  ^2  "     5/^^  ;t '     2 


.T^  fZ  o; 


7C  sinpl     p^  <;  1 

1  -|-  2qxcosX  -f-  (^2^2  "~  qP^^shipTt      sink  '     A2  <;  jr^ 


Plana,  Mem.  Brux.  Tom.  10. 
dx 


13) 


r  x^-dx  _  7t 

J    a  +  bx-^  4-  cx^  ~  2a  Vi  +  4a 6 


7>2  <  4ar 


.,        l'XV-^dx  71 

'^  J  T 

0 


^:         sin  p  7t 
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00 

15)     f  ^A^  ^  ^  coseciiTt,    p  <  1.     Grelle,  45,  370. 

0 
0 

Cauchy,  Cours.  Leg.  34. 
^r-\      r^^~^dx        n      .    p^      1  ^  Tu-j 

17)  J  Yzr^2  ==  2"  ''^  ^  2  '    ^  ^  ^-   ■^^''^- 

0 
0 

Grüne rt's  Archiv,  3,  278. 
^   J     l  -\-  x^        p  _2^ 


' 


00  '         (l>  P 

X-P         dx  7C  pit 


r       x-P       dx 7t         pn 

^   J    'xß  +  ^-3  IT  ~"  ~~  Yq  ^^  "2g 

0 

Cauchy,  Sav.  Etran.  1827,  599 

r  X'^  -\-  X~P   dx  7t  p7t 

22)     / =  —  scc  ^ 

J     X'i  -j-  x^^    X  q  2q 


r  XTP    —   X-P   dx  7t    ,  p7t  ^        ,,  ^o     - 

23)  / —  —  tan  ^ —  Grelle,  38,  1. 

-^   J    x^  —  ^-^   X  q    -^      2q 

0 

24)  /' ^^^,  r=       ,  ^        -  arctgn  Y^tzi^^  q  <j»> 

^   J    (g2  -f-  ^2)  y^yi  _j_  ^2        q  yp2  —  qi  q 

1          ,     q-{-Vq:'—p^       ^ 
—  /o^^LJ ^ ^-^  q>p 


25)   f  e-^^'dx-=-^ 


qMq'—p'-  2 

V: 
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OD  1 

26)  /    ß   ""'^^^  -^Vit 

0 

27)  /   ^        ^^-^  ax-=^  e-^Vn 

0 

00 

28)/ 

ü 


'  1 


00 

30)     Te- 


31)/, 

0 

00 

32)/ 


'"^  x'^^dx 


äx 


laß 


—  Vjt.     Grelle,  35,  13. 


+  e^i'^        2i> 


dx 


log  2 


7t 


ü 

00  00  • 

33)  /  sinxdx  und    /  cosxdx  sind  unbestimmt. 

0  0 

00  00 

34)  /  sh,  ^,  dx  =/  ,os  ^  d  ^  =  I  V^ 

0  0 

Bidone,  Mem.  Turin,  1812,  231. 

r  r 

35)  /  s?»2« xdx  ■=  i   cos'^^ xdx  =  ( 


<x> 

36)     r  shi^^  +  ^xdx 

0 


3<2 


37)     I  cos^"+^xdx  =  0 

0 


Raabe,  Integ.  149"^). 


Raabe,  Integralrechnmig,  3.  Tbl.,  Zürich  1839. 
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00 

38)  /   sin^'^xsinpxd X  :=  —  • '. 

J  p      2-^  —  2/-  .4^  -—  pK..^  a-^  -L  pi 

CO 

39)  /  Kw2«  X cos pxäx~-  0.    R a a b e ,  Integ.  1 49. 

0 

00 

40)  /  sin^"^'^xsmpx  =z  0 

0 

/^                                                                                               pa— 1/1 
sm2«+i  .-r  ^o.s  «;r  =: 
(!''  "i>')  (3'^  ~  p') . . .  (2  a  +  l)-^  — 2>'^ 

.  r^x      r  sin  bx   -,  ^7 

42)     /    -. dx  =r  0,     />  <  ri 

^   J    smax  ■ 

0 

r       fitn  X 
^   J     l  —  pcc 

0 

44)     / da 

^   J     \  ~  pcosx 


43)     /    -    '  '    '^ dx:=0 

^  cosx 

0 


,2:  =  00 


/•            cos  ax  „ 
_ ^^  na:  =  0,    i>2  <;  1 
0      (1  —  p^'-sm'^x)  ^ 

03 

46)  r  c-p'^'xdx  r^^  -— 

0 

CD  I 

47)  ^e-i'-^T2^^^~-l  - 
^    J  47r   f^    2> 


4B)/^^'- 


+  1   12 


00 

/»  -y  ;7r2 

_— — -  dx  ==  — .    Caucliy,  Mem.  Paris  1823,  G03. 

0 

n       ^2a—l  02a— 1    1 


j 


^J^IVEBSI 
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y*^       /v.2a— 1  92rt— 1 

-— - — r  dx  --=  _- —  52a-i.     Grelle,  42,  348. 

0 


0    ^ 

Ö 


53) 


/"^  pTtx      I      1  02a  -1 


0 


Grunert's  Archiv,  1,  360. 


^^4)  y  (,..  ^  1).  ^^^  =-  — ^ —  ^--^ 

0 

56)     r        ^        ä^=-±    y  ,'^" 


ütj 

J    e"^-.- 

—  ax  — 

-ax 

8  a:' 

58) 

J    e""^  —  e- 
0  ■ 

dx^ 

-nx 

22a   _ 

4tt 

Griinert's 

Archiv , 

12,  130. 

59) 

J 

,-qx 

dx 

P 

^2fl-l 


0 

00  / 

62)     fgiä.A/^ 

J    ]/x  *  a 
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CO 

63)/ 


xdx 


Ve^  —  1 


^  =  27t  hg  2 


64)  r-J^l^^dx=---^~log^ 

J    P'  -\~  q^^  x'^  2p  q     ''    q 

0 

CO 

65)  f  Ug  (q^  +  x^)  ^~  =  J  hy  (p  +  g) 

0 
0 


fioqxdx  1  ^  ^  ^ 

0 

69)/ 


"   Jogx         dx  1     (hgq)' 


X  -\-  q     X  -{-  1    '     2      q  —  \ 

u 

/?  '  12a/l 

70)  /   rr^«  5m qxdx  ■=  { —  1)*  -^-j^ 

0 

71)  /  x"^""  cosqxdx  ^=i  0 
ü 

72)  /  x^^'-'^sinqxdx  =z  0 

0 

00 

73)  /  ^^«-icosg.Tt?;:^  =r  (—  1)« 


prt-i/] 


Oettinger,  Crelle, 
38,  216. 


00 

,,-      r  smpx  -,  7t  ^   ^ 

4)  y  — ^^^^  ==  -2  '      ^'^^ 


rrr     0,  ^)  =  0 

7t 
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rcospx^^^^^^_ 


■'/ 


70)     /    -^  ^      (Ix  =  — .     Legendre,  Exerc.  5,  35. 


r  smqxcospx  ^ 


^  =   2-'    ^>P 


=  0,      q<:p 


=  j^    P  =  q 


0 

79)   f'^clx  = 


OD 


00 


80)   f'J^^dx^^ 


x^ 


r  sinpx  sinqx  -,  pji  ^ 


J 


.  Ohm,  Auswahl,  18. 


onx      p sin'^qxcos'^px  ,  2q  —  p 


gjT 


P  ^^ 


83)/ 


qn       ^ 

•  1  —  C0S2JX  71  q         .      . 

.  dxr=^.  -^,    q>0 


Bidone,  Mem., 
Turin  1812,  231. 


x^ 


=  -¥'^<« 


Poisson,  Mem.  Acad. 
1816,  71. 


252 


84)/ 
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COS qx  —  cospx    ^  p  —  q 

± ; ± dX     -=  r.  ^' 


Bidone,  Mem.,  Turin  1812,  231. 

0 

86)    J^^^^dx^^^e-^,      p>0 


7tei\   j»>  <  0 


00 

/'  xiqnpx   ,  e  p 

0 

r  xcotgnpx  . 
^^^   J      1+^2     ^ 


X  :=   TT 


eP  —  e-i' 


Legen dre,  Exerc,  5,  85. 


r  cosqx     ^  n     . 

s^)  J  nzV^  "^^'-^  2^'''^ 

0 

«^N      f'xsinqx  -,  TT 

90)    J    i__^2  äx=--^-  cosq 

0 

00 

J     ^    +  ^  2  ^  ^  — 

0 
^^.  r  XSinpX     -1  ^  ^rr  ^     f\ 

92)  J  ^j^,  dx=j  e-p-,  p  >  0 

0 

r  xsinpx  '  Tt 

93)  /   — — ^,  dx  —  —  —  cospq 
^    J    q^  —  x^  2 


r  cospx    ,  7t 


Caucliy,  Sav.  Etran. 
1827,  124. 


1 

j 
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r  sinaxsmhx  ^                   e^'i  —  e-^i    ^ 
9!^j     /   rn — :^dx  =  ne''''i ,  (X^lx^a 

J         q'  +  x'  4q  ^     ^ 

0 


ao 

96)/ 


xsinaxslnhx  ,  e-^'^A-e^'i    ^ 

dx=7ie-'"i -^ ,  0<^<(t 


(/^  +  ^^ 


ß—(iq ßaq 

=z7ie-^'i ,  a<?/<x 


ßHJ^ß-'bq 


^„.      r  cosaxcosox  ,  ^     ,  v.  ^      , 

J        q:^  +  x'^  '      4  g       '       ^     ^ 

0 

ßaq\ß—aq 

=7te-^'i ,    a<6<o 

4g 

0 

.         r     COSpX     dx    .  TT  _ 

0 

.^^.    /^  sinax dx  _  1^      n 

U    l  +  2pcosax  +p-^   X    ~  2  1+^/^^^^ 


Schlömilchj 
Studien,  1*). 


1  7t 


-=^>r+J>'''>' 


101)  f- — -ii^ 

J    1  —  2  2)  cos  a 


dx  1  TT 


^  +  p'^    X  2  1  — ^j 

_J__£r_ 


Plana,  Mem., 
Turin  1818,  7. 


10 


riog 


»7  .  «i  JC 


103) 


104) 


2,  »«a 


Hog 

J  1 

00 


,  TT    ,         1   4-  ß" 

— -  dx  ^=  —  log  — 1— — 


?0^  f^/i 


mx 


x-^ 


2     -,  7t  ^      e»»  —  1 


*=}  Schlömilch,  Analytische  Studien,  1848,  2  Thle. 


254 


105)/-- 


xdx 
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sin  m  X 


-j-  x^  1  -}-  2  K  cos  m  X  -\~  oi'^        2  (a  -[-  e'") 

u 

CO 

/'      cl  X 
—-J- — -  log  (1  —  2acosmx  -^  a'^)  —  %  log  (1  —  w  e-'") 

sin  hx      dx 


107) 


%     & 


sinax  1  -{-  x^        2     e'' —  e- 


-a^     ^<^ 


coshx        dx 


71  e^ 


108)    f^^^^^  _ 

J    sinax     1  -\-  x^        2   e«  —  e- 

0 

1  00^      f  ^^^  ^  *  ^^  '^ 

j    cosax     1  + 


Legendre,  Exerc, 
5,  29. 


TT  e^  -^  e- 


110)  /"^-Lpi^ 

^  J    1  —  2pco 


cosrx  dx 


,     a  >>  &.     Ibid. 


1 


2q     l  —  p  6  -*■« 
:e  1 


p'^  <  1.     Grelle,  25,  74. 


">/i 


2  g     1  —-  pe*"9 
sin  r  xdx 


-,    ^2  ->  1.     Ohm,  Ausw.,  26. 


2^9  cos  r^  ~\-  p'^  q^  -f-  .r^ 


1  7t 


(ß-q 


p  <<  1.   Legendre,  Exerc,  4,  132. 
o   1     I  o  7,     ^^  >  1-     Ohm,  Ausw.,  26. 


2    1  -4-|j  e22r  _  j^ 
1        :7:  eö»' 


114)    r^ÜL^  f^^  ^  V2i>;r.    Mem.  de  Turin,  1821,  209. 
J     xyx 


0 


15)  A-^ 
J     xVx 

<x 

16)  f 


Bestimmte  Integrale. 

dx  =  —  V^pn.    Grelle,  38,  216. 


255 


sin  a  X  cosbx 


V. 


dx  = 


X 


\        1 


5v^jVf"'>' 


a-~b 


[2  Va  +  h        2Vb  -  a(  ^    2 
Bidone,  Mein.,  Turin  1812,  231. 


/TT 


:Vf-<^- 


00 

117)  f   e-^'smqx(lx= f — 

/  P^  +  ä^ 

00 

118)  I    e-P'^cosqxdx  =  ^ — 

J  p'  +  q^ 

:  119)     r  e-P-'cosqx  dx  =  ~  e-f^  ]    -^ 


i^         Cauchy,  Exerc,  1827,  p.  233. 


e-i^-^-'sm^z^  c?^  =  y  (_  1)» i H 

0  0  \         I        ^  x- 


Grelle,  38,  216. 

e 


•>     '-"-'5 

2  a  a-   /3  — 2  a  a; 


/zj2  a  a-   g  — 2  a  a;  -i 

0 

/(^^«■^'   p—ax\2  1 

0 

0 

//52aa;   p- 


a  f?  a 


icos'^x 


.^..     /'(e«^  —  e-«-'^)2  da  1   , 
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/•  ßax    ^ — ax                        I 
— -  dx  = coUjn a 
e-^^  —  1                 a  "^ 

0 

f   sinax     ,  _  1 11    ,    e"  +  «-" 


0 


Plana,  Mem.,  Turin  1818. 


§.  102. 

+  00 

Integrale    j  f(x)dx. 

CO 

'    J  X  ±q 

00 

r    dx       _  7t 
^    ,y  p'-^  +  ^^       i^ 

CO 

+  00 

3)  f-J^  ^  0 
J  ^^  —  i^' 

—  00 

+  00 

4)  fr-^^a  äx^~  cosec  |^^^  «|,  2  &  <  2  «  -  1. 

^   J   1  +  «"»  a  12«         J 

—  00 

Grunert's  Archiv,  2,  266. 

+  ^^ 

^A ^  (?^  =  0 


4-  ^2« 

+  00 


,      r      x^^  -j  7t  ,      /2b  —  1     7t\ 

6)  y  r+^i^  '^*'  ^  2^^=^  '=''^^'*  (2^^  ■  2) 

00 

+  00 

//r2?>— 1  7t 


^^-       -  'T         .  J:r  jj^.^_ 


2a  —  l*'2a—  1 

00 
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T^r^iT.  rf^  =  -  cotgn  i^-^^  ny    2  J  <  2«  _  1 

30 

+  00 

9)/f^  =  0.     26<2«_1 


+  00 


10) 


r      x^"  n  f2J  +  1  n\ 


+  x 


/^26— 1 


^i^W 


OTT 


2  a  —  1    -^    2  a  —  1 

Griinert's  Archiv,  2,  266. 


+  00 


'^  h 


a  -\-  hx 


x'^  -\-  2  c  X  cos  l  -\-  c- 

OD 

Plana,  Mem.,  Turin  1818,  7. 

+  00 

13)     I  e'^dx  ^=  OD 

00 

+  QC 


-  dx  r=t:    — ?—   [a    —    —   h"^' 

csml  \  2      / 


14)  Ce-p-''dx  =  \-^ 

00 

15)  fe-P'^'-^'^dx  =  e^]/  -•     Cauchy,  Exerc,  1827,  233. 

+  00 

e-^^'+3^- fZ  a?  =  e^p  |/—     Ohm,  Ausw.,  20. 

00 

+  00 

17)  A-i'--^-|  J^  =  e-^Vi's  ]/-.     Cauchy,  P.,  19,  511. 

00 

+  0 

18)  /j- 


rt  ^'  z=  —  cosec  — 


71 


19)  f'si)i(j>x^)(lx  =  V; 

00 

+  00 

20)  Jcos(px-^)dx  =  y~ 

—  00 

Laska,  matliem.  Fornielusamiiilung. 


Schlö milch,  Studien,  1,  13. 


17 
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+  00 

21)     fsin {])x'^-{-qx-\-r)dx^-  sin  \~  -  ^'  ""  ^^\  V- 
J  [4:  4=2)        ]   ^    p 


+  00 


22)     /  cos(px'^  -\-  qx  -\-  r)dx  =  cos   —  —  - — - — ^|  |/— • 

00 

Ohm,  Ausw.,  25. 


+ 


e-~+'^j  ^^^  ""  sinT^  '^^^^^  ~~  Ttcotgn.pTt),    p  <  1 

00 

24)  I  e-^'^Vxdx  ~  -r-y—'     0  li  m ,  Ausw.,  20. 

—  00 

+  00 

25)  /  — f?;;i;  =  :r 

00  • 

26)  r?!liPl  dx  =  Tccospq.     Bidone,  Mem.,  Turin  1812,  231, 

00 

+  G0^ 

27)  r^l^'P''    dx  =  0.    Moigno,  Int.,  133. 


00 

+  «> 


28)     r^?!^  fZ  ^  =  :;r  e -i' *.     0  h  m ,  Ausw.,  25. 


+  ^2 
+  C0 


29)/ 


smtxdx 


SO)  J 


r -{- 2  s  X -\- x'^ 

P~~^^  sin rtA-acosrÜTi q-^Mv-s-^.    Ohm,  Ausw.,  25. 

Mr  —  s'^  J 

+  00 

^  sinpx      dx 

+  °°. 

-pq 


^  J  a'  +  ^'   •^'"~'  2'" 

—  00 

+  C0 

32)     r^^!^  f^^  r=:  ±  ;rsmi;g.     Mem.  Turin  1812. 
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+  00 


r^^^  dx=.-  e-i^'i.     Ohm,  Ausw.,  25. 

00 

+  00 

o ,  ,       f^  COS  px    ^  ^       ^ , 

34)  /  -^-2  f^^  =  ^-     Ohm,  Ausw.,  23. 
J  X  -\-  q 

00 

35)  f-^   J'  +  "'' 


COS  txdx 


r  -\-  Isx  -\-  x^ 

=  Iqsitirt  —  ^~  ^^~  cosrÜTte-^^"-''.     Ibid.,  25. 

+  «. 

or.x         r   COSpX      dx  ,  ,,  TT 

J     g2  _^_   ^2  ^2«  V  ^)      ^a  +  1   ^ 

00 

+  a 


+  00 

cospx      dx 


4-  ^2    ^2a-l 

+  00 

38j     /   — ^—  dx  =  7c. 


=  0 


§.   103. 

Tt 

T 

Integrale       f{x)dx. 

0 

Tt 

T 

1)  /  tgnxdx  =  —  log 2 

0 

Tt 

T 

2)  r^^n«  ^f?^  ^-r  ;^  (-  1)"  — LÖ^iTT- 

J  i7^  a  +  2w-|-l 

Grunert's  Archiv,  6,  434. 

17* 
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r       tgnx  \_  U      1  +  P  _      ^ 


0 

7t 

T 


xignxdx  =  — -^  log  2  ~{^  — 2  ^n  4-  1 


0 

Tt 


y 

xdx        %  ,      „    ,     1  ^     (-1)» 


^)    ,/  1^.-^  =  8  '"•''  '  +   2  4^  (2^-+-lT^ 

Ö 

TT 

6)  Mo(/  s/w  xdx  =  —"^logl  —  ^  ^  (2'tr4n^ 

0 

n 

7)  I  logcosxdx  -^  —  -^  7ö^  2  +  -  ^  (2ir+~l) 

0 

Jlogtgnxdx  =  -  2  ("  !>"  (TiT^r)^ 


0 


8) 

0 


9)     flog{\  +  tgnx)dx  =  -|  %2.    Grunert's  Arcliiv,  G,  448. 
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§•  104. 

n 

Integrale    / 


2 

1)     /  sinhxäx  -—-  0,     h  rrr-  4:a 


"~  4a  4-  1 

1 

~  2a  4-  1 

1 

"  4a  J-  3 

7t 

^        ,     J  -=r  4a+  1 


&  =r  4a  -!-  2 


,     6  r^z^  4a  +  3 


2)     I   coshxdx  =  0,    b  =  4:  a 


^        ,     6=r.4a-f-l 


4a  +  1 
=r  0,  ?;=r4a-l-2 

~~  ^     ,     &  =  4a  +  3 


4a  4  3 


3)  C sin^^xdx  =  1^^  ~     Grelle,  38,  p.  331. 

0 

71 

"2 

4)  r  sin^"+'' X  d  X  ^  ~     Ibid..  p.  162. 


0 


2 

cos2«rr(^:r  —  —  .  — .     Cauchy,  Cours.  Le^.,  32. 


0 
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/Ofl/2 
ms2«+iic^^  rrz  — .     Grelle,  38,  p.  1G2. 

0 
n 

/lal2\h/2     jj- 
sin^'' X  cos^^' X  d  X  ^=- --—r^  t--     Cr  eile's  Journ.,  15,  1. 

0 

7t 

/1  1«/2  0&/2 

sin^<'xcos^^+-'xdx  ^  ^a -^  1  S^^^'     ^^^^'  ^^'  ^^^' 

0 

TT 

/la;2  ll)j2 
sm^^'+'^xcos^^xdx  =-- -^-j^-    Ohm,  Ausw.,  49. 


0' 

7t 


la+yi  lh/1  i 


0 

Grelle,  88,  162. 

TT 

/;l^      Ja/1  l&A 
cos''+^xtgn^''+''xdx  =r  —  -^^^i;^-     Ibid.  38,  1G2. 


0 

TT  _^ 


0 

7t 


(_  ly^      2«^ 


(/2 


2  a    iV2i(«-?>);2 

0 

7t 

¥ 

^   J    \  —  Sin  x  COS  k 


.    Ibid. 


16)  /j 
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^^  Icosecl.     V.  T.  12,  Nr.  19. 


-|-  sin  X  cos  ^ 

0 

Tt 


r      dx  1  ^ 

17)     /    — -. =  , , —  arc  cos  — 

J   P  —  qcosx        yp2  _  q2  p 


arc  cos  — ,     q  <^  p. 


L  obatto,  Integ.  53*). 
1  ,      g+Vg2  —  p2 

%^- — l -^  p<q 


Vq'  —  p 
1 


—  p  =  q 


18)  /   ^ -^  =  —  -7 —  log  -^ -^    P  <.q 

J    -p  +  qcosx  yg2_^-2     ^  p  '    ^-^^ 

=  —  00  p  =  q 

Ueber  die  letzteren  Integrale  Grüne rt 's  Archiv  21,  26. 

19)  r  ^     ,   ^^f^      --  ::=  f  -i Grunert's  Arch.  10,  449. 

^    J    l  -\-  p^  tgn^  X        2   1  -\-  p 

0 

TT 

¥ 

20)  T- '^.^    ,    .  ,     =  ~-    Grelle,  34,  101. 

J    p^ cos^ X  -\-  q^ sin^ x        2 pq 


0 

7t 


21)  r_^!2££5__  ^  i  arctgitp,    p^  <  1.    Ibid.  46,  119. 

n 
¥ 

_.,      /^       sinxdx  1    -,      1  H-i?        0^1      Ti  •  1 

22)  /  -^^  =  ^r-  /o^  , — ^-^,    i)2  <;^  1.     Ibid. 
^   J    Vi  -p^sin'^x        ^P     -"  l  -p' 


23)/ 


xcosxdx  ■==  —  —  1 


*)  Lobatto,  Lessen  over  de  Integraal - Keckening,  'sGravenb. 
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7t 

24)  r?^^  :^  .^  logx   Grunert's  Arch.  10,  449. 

0 

7t 

1 

25)  /  xtgnxdx^=aj 

0 

TT 

26)  r^  =.  2  ;27ö-^^TV2-   Legendre,  Exerc.  5,  61. 

0 

7t 
2" 

27)  T-?-^  .=r  OD.  Cauchy,  Exerc.  1826,  p.  205. 


0 


^     .  r  XStnX  ^  ^7/1 

28)  /  ^— i -.  d X  ^=^  —  log {l  —  p) 

^   J    l  —  2pcosx  ^  p''  p     ^^         ^^ 

0 

7t 

29)  /  log  sin xdx  ^r=:  —  —  log2 

0 

7t 
"2" 

/TT. 
log cosxdx  ^  —  ^log2 

0 

TT 

2" 

31)     /  logtgnxdx  —  0 


0 

7t 

~2 


-./..  14-vr+g; 


32)  /^  ?o^  (1  +  ö  ^ös2  x)  dx  ^=  n  log 
0 

Mem.  Kasan.  1835,  1. 

7t 

¥ 

33)  /  log{\  4-  q^tgn'^x)dx  —  7r7o^(l 


^i) 
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cos2«+i:rc/rr  =  0 


§.  105. 

n 

Integrale    /  f(x)dx. 

0 

1)  f'sin^^+^xdx  -=r=  ^i^  22«.     Grelle,  38,  162. 

0 

n 

2)  f 
^   „  [  Cauchy,  Exerc.  1826,  p.  205. 

r  ^         i«/'2 

3)  /   cos'^'' X  d  X  ■= —r^  7t 

0 

4)  /  sin  a 

0 

n 

5)  /    cos  a 

0 

7t  n 

6)  /  sm^pxdx^r=  I   cos^^pxdx  =  — 

0  0 

71 

„^     r   '  '  7  ^      ix    ,  asmpn 

7)  /   srnpx  srnax  dx  =  ( —  l/'-^ — 

0 

7t 

8)  f  cosi^ 

0 

7t 

9)  r_l^  =  0. 

J     cos  X 


X  sin hx  dx  ^=  0 
X  coshx  dx  =r  0 


«2   _  p2 


cos ax  d X  =  ( —  If  '^ — ^ — 
^^    —  P 


Schlömilch 
Beitr.  I,  §.  8. 


10) 


7t 


dx 


,  p'>q 


+  qcosx        yp2  _  g2 

—  0  ^2  ^q2 


Grunert's  Archiv 
21,  26. 
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dx 


7t 


-,     2)2   >   ^. 


12)   /,- 


-[-  g: cos ^       Vp^--  g2 

dx 


Grunert's  Arch. 
21,  26. 


I^cosx  +p"^  '     1  — i^^' 


i)2    —    1 


272  <    1 

,  i^2  >  1 


"/r 


(^^ 


:7r 


-f-  2j9CöS^  +i^^  1  —  i? 


2,  i><l 


14)/^ 


cosaa; 


l^cosx  -f-  jp2 


(^^  =  r-^^,  jk)2<l 


1   —  j7' 


p^->l 


Euler,  Calc. 
Int.  4,  p.  4. 


TT 


1'^^     I   ~-^£--dx^-nlog2(l-~p) 


p'^  —  1 

i9<l 

2;r%{l— i^  +  Vi?^  — 1}    i)>l 


16)/ 


xsmx 


p  —  cosa; 


(^;r   rr=   7C  log  2  (l   -\-  p) 


P<1 


27tlog{l+p-Vp^--  l)    i)>l 


a 
u 
<v 
X 


71 

17)     r  V  -    #"'''-^--7—7,  ^  ^  -  -  7ory  (1  +  ^\  p  <  1 

^    J      \  —   2p  COSX  -\-  p^  p  ^       \    i-j^  X 


_  _  log L_^,  29  >1 

P  P 


Poisson 
P.,  17,612. 


cosp%\ 


18)  j  c'i^sinpxdx  ~    ^  .^    ^  {1  — e«^ 

'  0 

TT 

19)  /  e«'^ cospxdx  =rr 4-—  (^^^ cos pii  —  l 


Grelle,  34,  75. 
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7t 

20)  jlog{\  —  Ipcosx  -\-  'p^)äx  ^^  0,  i>  ^  1 

0 

=rr   2  7llOgp,      i^   >    1 
n 

21)  rJoy{\-\-2pcosx-{-p^)dx  =  0,  i^  <  1 

0 

=  2  ;r  Zo(/i>,    ^  >  1 
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Integrale    1  f{x)d 

0 

27t 

1)      /  .Sm2«+iÄ:(Z;r  =  0 

0 
2 

^'/ 

0 

2 
3)      I    .?f?l2« 
0 

27t  •     ■ 

..      r dx^ 2jr 

0 

In 

2n 

5)     /  :rn — ö FT —  0,     /)  <  1.    Raabe,  Integ.  172. 

J    l-\-p^  —  2pcosx  '    ^    ^  7  o 


l«/2 

sm^"xdx  =  -— .2:;r 


'+^:rcos?;a;(^^  =  0 


Grunert's  Archiv 
13,  193. 
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in 


r  COS  a 

6)  J  Y+1^-^. 


2jr|)« 


^  QQ    ■:—  ±_ —  1)  <^  1  j 

'll)COSX         ^     \—i)^'  Grunert' 

2  %][)' 


27t 


dx 


27t 


s  Arcli. 
13,  193. 


p>\ 


J    a-^hcosx-\  csinx        \/ a'i  —  h'^  —  c'^ 


»'/-- 


dx 


2jr 


a2  — &2    I    c2 


:,     a2>2>2_{-c2 


a-^-hcosx-^-c  sin  x        y  a'^  —  h'^  —  c2 

"^    '  =r   0,  a2<?j24_c2 

rrr—  00,  a2  =  &2^c2 

Grunert's  Archiv  12,  409  und  21,  26. 

in 


^    J     1  -^  p  cos  X 

0 


Vi  — p2   [  p 


10) 


F  cosax         .  2^2      |yi_p2_i|« 

/    ^ xdx^^r-  — \ f  ,    P<i 

J    1— _2Jco8^  yi_p2(         ^         j 


Ohm,  Ausw.,  26. 


in 

11)  f  log(l  —  2pcosx  +p'^)dx  ^  0,    p^- ^  l 

0 

12)  flog(l  —  2pcoshx  -i-  p'^)cosahxdx  —  0 


13)     /^  /o^ (1  +  2 j) cos .T  +i)2) cos axd 


1  P*" 

a— 1  ± 


^=r2  7r(—  1)«-!^,       i)2<^l 


Grelle,  23,  105. 


•^71 

14)      r  log  (l—2pcosx-^  p^)  cos  axd 


Grunert's  Arch.  13,  193. 


2;r(-l)«-i— -,  i)2>l 


^  — |)«,    p  <  1. 
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§.  107. 
Theorie  der  Gammafunctionen. 
Es  ist 

1)  r(p)  =    Ce  ""xp-^dx  rzr   rflog  -Y 

0  0 

nach  Legendre,  Exercic,  oder  nach  Gauss 

r{x)  =  n(x  —  1) 

Com.  Gott.  rec.  1812.     Tom.  IL 
Ist  ^  ^  0,  so  wird 

2)  xr{x)  ^  r{x  +  1) 

und  für  ganze  Zahlen 

3)  r(H)=^(u-'V. 

4)  r{n  +  a)  ==  a(a  +  1)  .  .  .  (a  -f  n  —  l)r(a) 

5)  Es  ist 

d  r(x)  =  r(x)  logxdx^    X  ^  0 

6)  limr()i  -\-  a)  =z  Jinir(n)n''  für  Umn  =  oo. 
Man  hat  ferner 

7)  r(,„)r(i_,)  =  --^,    ,>,>o 

r..  ^/  ,  1\  1.8...2n     -1     W 

wobei  «  eine  ganze  Zahl  ist.     Ferner  ist 

Ist  n  sehr  gross,  so  wird 

10)  r(M)  =  n~^^  e~-V2  ;r  [l  +  yi^  H 

Sei  n  eine  positive  ganze  Zahl,  so  wird 

11)   r(;.)r(A+i) ...r(A  +  ^)  =  (2^r"'-''J~"\r(,a). 
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Es  ist  auch 
12)  /  Io(jr(x)ctx  =  —  log2  7t  -\-  xlogx  —  x 

X 

c)f.i  Qu  All 

13)       r(i  +  ft) 


l.-(l+^u)   2.-(l  +  |i^)   3/^(1 4-ii^) 
.  2"  3''^  4'^ 


l'^-iCl+ft)   2."--i(2+i[i)   3."-H3  +  fi) 


•  •  a) 


[                   1   2   3      w  1 

^^-^               l/t(ft4-l)(^tt-|-2)...(^-f  ^— 1)  J 

Durch  diese  Formel  (&)  definirt  Gauss  die  Function 
TT  Ca  -  1)  =  r(^) 

und  leitet  aus  ihr  alle  Eigenschaften  ab.  V.  Com.  rec.  Gott.  11, 
1812.  Die  Formel  {a)  ist  wohl  die  älteste  (Euler' s  Brief  an 
Goldbach  vom  13.  Octob.  1729  aus  Fuss  Corr.  math.  et  phys.  de 
quel.  cel.  geom.  du  XVIII  siec.  p.  P.  H.  Fuss  Tom  1,  p.  3.  Petersb. 
1843).  Sie  ist  aber  auch  deswegen  interessant,  weil  sie  allge- 
mein für  negative  oder  complexe  ^  gilt  (vergl.  Hankel,  Zeit- 
schrift für  Mathem.  und  Physik,  Bd.  IX,  p.  1.    Grelle  102,  237). 


14)  r(^)  :--=.  Um  ^A  -2^  ('^  -  1)!  ^X  li^nn  == 


CO 


Sei 

dlo(jr(x) 


Z(x) 


dx 


so  wird 


15)  Z  (r)  =  Im  (locj  „  _  i  -  _1-^  _  _J_ -L-) , 

16)  Z(l)  =^  lim  Uogn  —  l  —  —  —  -^ "äTT  '   ^^"^^  n  =  co 

Z{\)^  —  A  =  —  0,57721566... 

Es  ist 

17)  Z{x)  4"  Z(l  —  ^)  =  —  Ttcotgjtx^    0  <;  ^  <I  1 

18)  Z(^^f)-Z(|)^...4»,  . 
wenn  p  und  q  ganze  Zahlen  sind. 


/1   «»-1 
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1 
1    «»-1 

dx. 

1  —  z 

0 


Man  setzt 


1 
20)  B(q_p)r=  fy-'il  -yy-Uly 


21)  B(M)  =  f^^-f^„dy 


0 


(1  +  y)P+^ 


22)  B(pa):===^~^^^^^. 

Man  hat 

23)  5 (a,  h)B{a  +  h,c)  -=  B {ac)  B {a  -f  c,  &) 

24)  i,a,i__^)=-^_,     0<^<1 

25)  B  {p  —  m^  q  —  n) 

=  (i>  +  g-l)(i>+g-2)...(i^+g-»^-l) 
lp-\){p-.2)...{p-m){q-l)...{q-n) 

p  —  m]^  0,     3  —  >^  >>  0. 


B(p,q) 


Anwendung  dieser  Functionen  auf  Reihensummirungen. 

26)     Ist  die  Summe  der  Reihe 

F(ti)  =  Äo  -{-  Äitt  +  Ä.2  tt2  J^  A^u^  -\ . 

bekannt,  so  wird: 


j. 


rr-^-i  <  1 


A^  if^ 


(«  +  2/5)(«  +  2^  +  l)...(«  +  2i3  +  p-l) 


-i-. 
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27)     Andererseits  hat  man: 


r{ß)r(r  -  ß) 


/"«.*-'(!  —  xy-f~''F(ux)dx 


'^y        ^y(y  +  ^)  y(7  +  i)(r  +  2)         ' 

Ueber  diese  Reihen   siehe   Schlömilch,  Analyt.  Studien  I, 
Cap.  V. 


Einige  Reihen  für  log r(^). 

Es  ist: 

28)  logr(l+^) 

-  l-  log  (^"    )  -  I  log  (]+A  -  ±  e..,.  ,-^^ 

0  <  ,(i  <  1 

Ci  =  0,42278  43351  Cj  =~-  0,00119  27539 
6',  ==  0,06735  30105  c^  =  0,00022  31548 
c,  =  0,00738  55510     Cn  =  0,00004  49262 

29)  logr(ii)  =  (1  —  ^)log7c  +  ^  (^  -  /^)  —  2"  ^^^^'^^^^ "" 

,     1  {log 2     .    ^  ,    ?ör/4     .    ,  ,    %6     . 

TT    [       1  2  O 

0<iti<  1 
Ä  =  0,5772156649  .  .  . 

30)  logPiii)  -^  ~  %2:r  4-  {^  —  -^  log  ^i  -  f^  "  y  ^ 

_    l  <^^2  _  1  ___?3 

2  /i(iit+  1)         3   ftCa+  l)(fi  +  2) 

ft>0 

1 

a.  =    /^(^J-  -  v\v{l  -  ^)(2  — ^)...(%  -1  —v)dv. 

0 
Diese  Reihen  findet  man   abgeleitet  in  Schlömilch,  Comp, 
der  höh.  Analys.,  II,  S.  257  Üf.     Braunschweig  bei  Vieweg. 
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Einige  Integrale  für  die  Constante  A. 

Sei  Ä  =  0,577215  66490153286^^00065124... 
Vergl.  Grunert's  Archiv  29,  S.  240. 

31)  /  logQogx)dx  =  —  A.    Mascher oni,  Adn.  p.  18. 

0 

00 

32)  /  (e-^  —  ^  \  ^^  ^  A.     Grunert's  Arch.  10,  233. 

33)  r7^:iizi+    1  )^^^_i.  Ibid. 

J     \        X  ^     1  -{-  xj    X 

0 
0 

0 

+  00 

36)     1  e-^  xe^dx  —  —  A 

—  ab 

1 

^^0  J  (j^  +  ^  _  J  f?^  =  Ä.     Legendre,  Exerc.  5,  12. 

0 

c» 

38)   J  (cosx  —  — -_j^  =  _  A.    Grunert's  Arch.  10,  233. 


»^/(=^'-d-.)~'='-^■ 

0 

40)    j  e-^logxdx  =  —  A     Ibid.  9,  5. 


Ibid. 


Laska,  matheni.  Forinelnsammlung.  -lo 
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Einige   durch  Gammafunctionen   darstellbare  Integrale. 
1 


42)     /  (1  —  x'')r>x^-'dx  =  — ^Y -•  Grelle,  17.  1. 

0 

Legendre,  Exerc.  5,  4. 
1 

44)      rLzL^  xi-Ulx  =Z(p-{-q)  -  Z  (^).     Ibid.  4,  .50. 
J     1        ^ 

0 
0 


0 

1 


47)      r-^!_Il_^  ^  _  Zip)  -  Z{q).     Ibid.  4,  50. 
^    J       l  —  X      X 


0 

1 


48) 

0 


0 

-Z(^i±l)].    Ibid.  5,  16. 


50)/ 


*  f?« 


j/a  +  ^r^  ■r(i'  +  4) 


J 
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51)      / --^  dx 

0 

Grelle,   17,  163. 

0 

TT 

0 

55 


5j     r sinPxdx  =  2/^-^  ^  ^^^^^  .     Mem.  Kasan.     1835,1 


2 

56)  /oos»a:rfrr  =  ^  ^^P  +  1)     .     Ibid.  211. 

(r(f  +  i))- 

2 

57)  I  cosPxcosqxdx  ^==  — _^(i^  +  1) 

Grelle,  17,  210  und  20,  1. 

58)  f  smP-^xcos<i-^xdx  =  -Sl^-—^^.   Raabe,  Int.,  222. 

'  J  p  +  acosx  ^i±i        /a\ 

Mem.  Kasan.     1835,  1. 

18* 
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X  = 


60)     I  e-'i^x'P-^d. 

0 
0 
0 

63)  y  ,,.  _^  (.-.-S  ^^^2  =  4^  p  (f  +  t)  ~  ^  ("2  +  4)1 

0 

Legendre,  Exerc.  5,  50. 
64)  fx^-^ log (l-x^-)dx  =  1-^ J2  1og2  +  Z (^"tl) _ z(^i±^) j 

0 

1 

/'/y9-l    yy^—l  ^    QP    r^^ 

(logxy+^  ^  p 

0 

0 

Legendre,  Exerc.  5,  3. 

rjx  logx     ^  J_  _  ^  _  ^     ^^^ 

0 

Schlömilch,  Beiträge  III,  §.  9. 

68)  /  x^-^ stnqxdx  —  -—^  sm  ^ 
0 

r     ,  T        J^(p)       i^^ 

69)  /  x^-^cosqxdx  =  — ^|-^  cos  i— ■ 


/ 
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70)     /  xi'  -1  sin  (q  x"")  dx  := 


(i) 


))jt 
rYqP  2r 


/ 


71)     /   xP-'^cos(qx'')dx  = 


r]/qp         2r 


Raabe,  Integ.  416. 


i 


^-  =  ^^j^'=osi^,    0<,<2 


T2)  /^ 

0 

:=    OC,     j)  >   2 

00 

„^.      rcosqx  -,  r(\  — p)    .    p7t      ,  ^        ^    ^ 

0 

=    QO,     i^   ^    1 

Vergl.  Lobatto,  Integ.  74.     Bidone,  Mem.  Turin,  1812. 


00 

,      r  sinx  sinqx  -. 
^   J  x^ 


n 


4ra.)*«'^^((i-2V'-' 


-  (1  +  a)"-']^   <i  <  1 


=  n%ö  *^^  ^  ^^'^  -  '^"-' 


-  (1  +  5>'-M,    </  >  1 
_,.      Psinxcosqx  ,  w  px  ,,,  ,„  , 


coscc  4^  lö  +  1)^-' 


4raj) 

Sclilömilcli,  Studien,  1,  22. 

00 

76)     /  e-^Z^(e^)^-lc^^  =  —  jt  cotg p  7t  T  (p),     0  ^  p  ^  l. 

0 

Schlömilcli,  Beiträge  III,  §.  6  und  7. 
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§.  108. 
Theorie  der  transcendenten  Integrale. 
Wir  bezeichnen  mit 

X 

/dx 
^ den  Integrallogarithmus 

0 

— X 

/ß~X 
—  dx    das  Exponentialintegral 

c» 

X 

3)   Si(x)  =    /  — —  dx     das  Sinusintegral 

0 

00 

/cos  X 
dx  das  Cosinusintegral. 

X 

Sodann  wird: 

5)  ^^(e-^)  =  Ei{—  x) 

6)  li{e'=)  =  Ei{x) 

7)  E  i  (x  V^^^)  =  C  i  (x)  +  V"^^  Si  (x). 
Insbesondere  ist: 

8)  J  —^  dx  ==  Si(r)  J  —^  dx  =  St(qr) 

0  0 

00 

P 

00 

10)  /  — i—  dx  =  Ci{p)\         =  00  für  |)  =  00 
1 

00  00 

11)  f^'^  dx  =  Ci(p);  /^  dx  =  Ci(pq) 

P  I> 

p  X 


0 
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Einige  ausgezeichnete  Werthe  dieser  Functionen. 
li(0)  =  0  Ei(x)  =  0   für  x  =  0,3724968... 

Z^■(l,451369...)  =  0       Ei(0)  =  —  oo 

^  ;^(_    oo)   =r    1  Ci(0)    ==    —     00 

Si(o)  =  0  C7:(o,6i...)  =  o 

13)    Es  ist 


i 


oo 

—  dx  =  —  Ei(a)=  —  Ä  —  Joga    ■ 

a 

-  S  (-  1)"  ;ni'    "  beliebig. 
Grelle,  34,  123. 

00 

14)     r^  dx  =  -  Ci(p)  =  -  A-\logiß 
p 

+  S(-1)"^,-t£'    i>  beliebig. 


1 

Grunert's  Archiv  11,  389. 


15)    Si  {x)  =  Si(}i7t)  -\-  2  — i  J.;.  sm""  X',     %  ganze  Zahl 

(i^-\--^j7t';>x'^K7t 

'X  —  UTi:']^  sind 


Ay    =    1,       An   =   — 5 

ex 


X  —  KTTl^  smx] 
sinx    J 


Schlömilch,  Mathem.  Abhandl.  1850,  S.  64. 

16)    ^^(e-)  =  ^  +  2-  ^'^^  +  i]  f h  2"  2I 

,      7    arctgn^x  ^,      1     arctga^x  j,    343  arcfgii'^x  ^^ 
"^  O         3l  ^  274        4 !  ^"  135         5!  ' 

Schlömilch,  Mathem.  Abhandl.  1850,  S.  71. 
Durch   theil weise   Integration    ergeben    sich   folgende   halb- 
convergente  Reihen,  die  für  grosse  x  vortheilhaft  sind: 
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X 

17)   J  ~^dx 

0 


Transcendente 

Integrale. 

7t 

2"  ~~ 

-  cosx 

\i 

— 

2! 

x'^ 

+ 

4! 

x'^ 

+ 

— 

sin  X 

& 

— 

3! 

x"^ 

+ 

5! 

x^ 

— 

=  sinx 

e- 

2! 

x^ 

+ 

4! 

^5 

— 

' 

—  co^x 

(1 

3! 

x^ 

+ 

5! 

x*^ 

— 

19)  r?Ild^  =  e^\l  +  l  +  ^-l  +  ^-l  +  ... 

00 

Ausserdem  merke  man  die  Näherungsformel: 

20)  Si{x  +  li)  =  Si(x)  -i-h'-^h  -  ~ 

X     [  2x 

I    7,., /l  ^*\/l  1\    ,1  ,.,cosxn        h    ^ 

00  00 

^  .      rcosx  rcosx  -,       ,    -,   cosx{,  h 

21)  /   (^x  =       dx  +  h 1  —  -- 

J      oc  J       X  ^         ^    1  2x 


a 

In  dieser  Tafel  ist  .li(a)  =    T-^. 

J    logx 

0 

1 
^^^   flon>  +  logx  =  I  ^'^^^>     Orunert's  Archiv  5,  204. 

0 

1 

0 
1 

^^^  J  {logp  +  logxy  ^  "  %^  +  ¥  ^'^^'^ 

0 

00 

^^)     /  ;rii~^  t?^  =^  —  &^Hi(e-p^).    Schlömilch,  Studien  I,  18. 
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CO 

dx  =  e-i'Hi(ev^).    Ibid.  II,  20. 

0 

CO 

^^)  y  g2^_!  ^2  ^^^hi  {^"'"'^^■(ß^'^)  -  e^^?^(e--^^*)}-     Ibid. 

0 

00 

0 

00 

0 

00 

1 
31j     riifl.\xdx  =  0. 

0 

1 

32)  fli(x)xP-'^dx  =  1  %(1   +  ^;),      i92  ^  -    1 

00 

33)  J  e-^hgxdx  =  phg  'flog  -\  —  li(p) 

-logp  ■  ^^^ 

00 

34)  j    li{e-^)e~'^dx  =  —  hg 2.     Grunert's  Arch.  9,  5. 

0 

00 

35)  fe-'-Hi(e~''')dx=  -  j/^  hg  [Vp  +  VT+J>],    p  >  o. 

0 

Schlömilcli,  Beiträge  III,  7. 

00 

36)  J'eP-Hi (e-^O dx  =  -\/^^  arc sin  Vj>,  p  <  1. 


0 
Ibid. 


00 

^n\      r  1  sinqx    j  ^  ,-,...    , 

37)  J  logx  j-j—  dx  ==  _  _{e9?z(e-9)  -f  e-^li 


+ 


(«')! 
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00 

38)    f'^<^O^Y^r^,  (^^  ==  ^  {e^li(e-^)  -  e-Hi(e^)] 

00  / 

0 

.^.       /•  xcosqx    ^  7t        ^^-,  ,     7t 

0 

Schlömilch,  Grunert's  Archiv  5,  204. 


In  dieser  Tafel  ist  Ei(a)  =    / • 

J         ^ 

—a 

00 

/'     ß—px 
7--  =  —  eP^Ei{ — pq).  Grunert's  Archiv  10,  247. 
X  -^  q 


42) 


00 

/   — - —  x'^x  —  (—   1)«+'  q^'eP^Ei  ( —  pq) 

J    X  -4-  q 


0 


00 

x'^dx  =  —  q^e-P'iEii—  pq) 


+  ii]i"-"^(-i^^^)"~' 


l.^ln_«/l(„^2)n-l. 


Bierens  de  Haan,  Verh.  v.  k.  Ak.  v.  Well,  Dl.  11. 

1 

44)     /    — r-7 dx  =  —  e-i''iEi(pq) 

J    q  -\-  logx  ^^  ^ 


0 

1 


—^ dx  =  eP^Ei(—  pq) 

q  —  logx  \      X  j/ 

0 
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1 

0 

1 

/^g— 1  j 

{p  -  Jooxf  '^^  =  ]7  (1  -  Pie'^^Eii^  pq)] 

0 

00 

J    q  -\-  logx  x^  ^       ^^ 

1 

1 

«  a 

[n  dieser  T^^fel  ist  SHa)  =  f'J^dx,  Ci(a)=  f'-^^dx. 

J  ^  J         X 

0  00 

00 

^Ö)   fr^-^2  ^^  =  sinqCi(q)  +  cosq\~  -  S i (q) 

0 

Grelle,  33,  325. 


0 

00 

Schlömilch,  Stud.  IL 

00 
Kn\  r  cos    PX      ^  (jr  \ 

^^)  J  ^-Zp-^  ^^  =  -  ^^Si^^i  (^^iP^J)  +  sinpql-  —  S^-(i>g) 

0  > 

Ibid. 

00 

-  ,.      r  sinpx  1    f  ^  w 

^^^   7    ^nr^2^'^  =  -  {CHp^)sinpq  —  Si(pq)cospq],    Ibid. 

0 

* 

00 

^ K X      r xcos px   ^  ^  . 

^^^  7   g2  _  ^2  ^^-^  =  Ct{pq)cospq  +  Si{pq)sinpq.     Ibid. 
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xdx 


56)   Jlog  [^  sinqx- 


J  —  x'^ 


CO 

0 


Schlömilch,   Studien  II,  21.    (In  der  Abhandlung  sind  die 
Vorzeichen  verwechselt.) 


§.  109. 
Die  Fouri  er 'sehen  Integrale. 

1)  Ist  Z>  ;>  a  >>  0  und  f(x)   endlich  und  stetig  für  jedes  x 
zwischen  a  und  6,  so  gelten  die  Gleichungen 

00  ^ 

I.    f(x)  =  —  I   cos  XU  du  I  f(t)cosutdt 

0  a 

II.    f(x)=—  I  sin  XU  du  1  /  (t)  sin  utdt 

0  a 

für  alle  zwischen  a  und  h  enthaltenen  Werthe  von  x.    Für  x  =  a 
reducirt  sich  der  Werth  der  rechten  Seite  auf  -^f{a),  für  x=^h 

auf  —f(l>)'    Für  positive,  ausserhalb  jenes  Intervalles  liegende  x 

ji 

verschwindet  das  Doppelintegral. 

2)  Ist  f{x)  in  dem  positiven  Intervalle  von  ^  =  0  bis  ^  =  & 
endlich  und  stetig,  so  gelten  die  Gleichungen 
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III.  f{x)-=—  I  cosxudn   /  f  (t)cosntdt 


0 
h 


/ 


IV.  f(x)=—  I   sin X u ä ti   /  / (Q sin utdt 

0  0 

für   alle    zwischen   0  und  h    enthaltenen  x\   für  a;  =  0   ist   der 

AVerth   der  rechten   Seite  =/(0),  für  a;  =r  ft  ist  er  -rf(b),  für 

x  ^h  gleich  Null,  in   der  Formel  III.;  in  der  Formel  IV.  wird 
für  X  =  0  auch  der  Werth   der  rechten  Seite  =  0,  für  x  =  h 

ist  er  ^f(b)  und  Null  für  x ';>  h. 

3)  Die  Formeln  III.  und  IV.  sind  auch  auf  solche  Functionen 
anwendbar,  die  für  :r  =  0  unendlich  werden,  sobald  nur  das 
Integral 

f{t)dt 

0 

beim  unendlichen  q  einen  endlichen  Werth  besitzt. 

4)  Ist  für  &  >>  I  ^  a,  /(l)  discontinuirlich,  nicht  aber  un- 
endlich, so  ist  nicht  f{x)^  sondern 

|[/(^-0)+/(^  +  0)] 

der  gemeinschaftliche  Werth  der  Doppelintegrale  in   II.  und  III. 

5)  Die  Differentiation   der  Gleichung  Uyj'\  ist  nur  dann  er- 

laubt,  wenn  [^jjj  =  J  ^^^^  ^^^^  _  J  ist. 
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1)  Tables  d'integrales  definies  av.  supl.  4  parties.  Amsterd. 
1858  bis  1864.    4. 

2)  Expose  de  la  theorie  des  prop.  des  form,  de  transf.  et 
des  meth.  d'evaluat.  des  integrales  definies.  3.  part. 
Amsterd.  1862. 


286  Litteratur. 

8)   Nouv.  Tables  d'integrales  definies,     Leyde  1867. 

Besonders  zu  empfehlende  Bücher  sind: 
Riemann,   Partielle  Differentialgleichungen.     Braunschweig. 

3.  Aufl.     1882. 
A.  Meyer,  Theorie  d.  integrales  definies.     Brux.  1851. 
(j.   Meyer,  Theorie   der  bestimmten    Integrale   nach   Diri- 

chlet's  Vorlesungen.     Leipzig  1871. 


J 


*, 


ANHANG. 


EINIGE    NUMERISCHE    TAFELN. 


Tafeln. 


289 


Zur  Tafel  der  Function  LogTil  -f  x). 

Es  ist  klar,  dass  r{x)  für  beliebiges  x  gegeben  ist,  sobald 
man  die  Werthe  dieser  Function  für 

1^  <;  ^  <;  ^  +  1, 

wobei  n  eine  positive  ganze  Zahl   bezeichnet,  kennt.     Es   folgt 
dies  unmittelbar  aus  dem  Satze: 

r{n  -{-  x)  =  X  {x  ^-\)  .  .  .    {X  -j-  n  —  1)  r(x). 

Die  Anwendung  der  Tafel  ergiebt  sich  hieraus  sofort. 

Die  Tafel  gilt  für  die  gewöhnlichen  Logarithmen  und  ihre 
Berechnung  gab  die  Reihe 

—  T^x^—  T,x'^  —  T^x^ 

Wobei  die  Coefficienten  T  folgende  Werthe  haben: 


n 

Tn 

Log  Tn          , 

1 

0,18361  29038 

9,26390  31989 

3 

0,02925  07327 

8,46613  67490 

5 

0,00320  75041 

7,50616  72144 

7 

0,0005180064 

6,71433  51608 

9 

0,00009  69149 

5,98639  04633 

11 

0,00001  95112 

5,29028  43534 

13 

0,00000  40995 

4,61273  27627 

15 

0,00000  08856 

3,94724  74888 

Ausführlichere    Tafel    findet    man    in   Schlömilch's   Ana- 
lytischen Studien,  I.  Abtheilung. 


Laska,  matliem.  Formelnsammlung. 
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Tafeln. 


Tafel  der  Function  Lo(jr{x). 


X 

Log  r  (x) 

X 

Log  r  (x) 

X 

Log  r  (x) 

1,01 

9,997  528  731 

1,34 

9,950  469  767 

1,67 

9,955  830  327 

1,02 

9,995  127  872 

1,35 

9,949  951  514 

1,68 

9,956  649  074 

1,03 

9,992  796  421 

1,36 

9,949  480  044 

1,69 

9,957  502  802 

1,04 

9,990  533  400 

1,37 

9,949  054  889 

1,70 

9,958  391246 

1,05 

9,988  337  859 

1,38 

9,948  675  590 

1,71 

9,959  314  139 

1,06 

9,986  208  869 

1,39 

9,948  341  698 

1,72 

9,960  271  9,9,9, 

1,07 

9,984  145  526 

1,40 

9,948  052  771 

1,73 

9,961262  237 

1,08 

9,982  146  949 

1,41 

9,947  808  376 

1,74 

9,962  282  933 

1,09 

9,980  212  278 

1,42 

9,947  608  086 

1,75 

9,963  345  059 

1,10 

9,978  340  674 

1,43 

9,947  451  484 

1,76 

9,964  436  370 

1,11 

9,976  531319 

1,44 

9,947  338158 

1,77 

9,965  560  623 

1,12 

9,974  783  415 

1,45 

9,947  267  707 

1,78 

9,966  717  580 

1,13 

9,973  096  181 

1,46 

9,947  239  734 

1,79 

9,967  907  005 

1,14 

9,971  468  856 

1,47 

9,947  253  850 

1,80 

9,969  128  666 

1,15 

9,969  900  696 

1,48 

9,947  309  673 

1,81 

9,970  382  334 

1,16 

9,968  390  974 

1,49 

9,947  406  826 

1,82 

9,971667  782 

1,17 

9,966  938  981 

1,50 

9,947  544  941 

1,83 

9,972  984  788 

1,18 

9,965  544  021 

1,51 

9,947  723  654 

1,84 

9,974  333  132 

1,19 

9,964  205  416 

1,52 

9,947  942  609 

1,85 

9,975  712  597 

1,20 

9,962  922  504 

1,53 

9,947  201  454 

1,86 

9,977  122  968 

1,21 

9,961  694  639 

1,54 

9,948  499  845 

1,87 

9,978  564  036 

1,22 

9,960  521  172 

1,55 

9,948  837  441 

1,88 

9,980  035  591 

1,23 

9,959  401  496 

1,56 

9,949  213  910 

1,89 

9,981537  428 

1,24 

9,958  334  998 

1,57 

9,949  628  923 

1,90 

9,983  069  344 

1,25 

9,957  321  084 

1,58 

9,950  082  156 

1,91 

9,984  631 138 

1,26 

9,956  359  170 

1,59 

9,950  573  292 

1,92 

9,986  222  613 

1,27 

9,955  448  685 

1,60 

9,951102  017 

1,93 

9,987  843  574 

1,28 

9,954  589  072 

1,61 

9,951668  024 

1,94 

9,989  493  827 

1,29 

9,953  779  781 

1,62 

9,952  271  010 

1,95 

9,991  173  182 

1,30 

9,953  020  277 

1,63 

9,952  910  675 

1,96 

9,992  881  452 

1,31 

9,952  310  034 

1,64 

9,953  586  727 

1,97 

9,994  618  451 

1,32 

9,951648  537* 

1,65 

9,954  298  875 

1,98 

9,997  277  416 

1,33 

9,951  035  279 

1,66 

9,955  046  836 

1,99 

9,998  177  905 
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Tafeln  der  transcendenten  Integrale. 
I. 


NB.   JiE  e~-^Ei(x)  =  A^^log(x^)^x^^-^^ 


^  3      3! 


Eie^  —  Ei(x). 


E  i  (-\-  CO  j  =  00 


II. 


X 

E  i  (x) 

Ei(-x) 

1 

1,895117  816 

—  0,219  383  934 

2 

4,954  234  356 

—  0,048  900  511 

3 

9,933  832  571 

—  0,013  048  382 

4 

19,630  874  470 

—  0,003  779  352 

5 

40,185  275  356 

—  0,001 148  296 

6 

85,989  762  142 

—  0,000  360  082 

7 

191,504  743  336 

—  0,000115  482 

8 

440,379  899  535 

—  0,000  037  666 

9 

1037,878  290  717 

—  0,000  012  447 

10 

2492,228  976  242 

—  0,000  004  157 

NB.    Si(x) 


X 

/dx 


stnx 


Ci (x)  —  A-\-—  log  x^ 


l_x_ 

•>    9. 


Vf^ 


4  4 


4  r  dx 

7 •  •   =    /      COS  X. 

!  ,/       X 


Si(ao)  =  ^ 


X 

Si(x) 

C  i  (x) 

1 

0,946  083  070 

+  0,337  403  923 

2 

1,605  412  977 

-f  0,422  980  829 

3 

1,848  652  528 

-f  0,119  629  786 

4 

1,758  203  139 

—  0,140  981  698 

5 

1,549  931  245 

—  0,190  029  750 

6 

1,424  687  551 

—  0,068  057  244 

7 

1,454  596  614 

^  0,076  695  278 

8 

1,574  186  822 

+  0,122  433  883 

9 

1,665  040  076 

-f  0,055  347  531 

10 

1,658  347  594 

—  0,045  456  433 

100 

1,  56  222  55 

—  0,51488 

1000 

1,  57  023  31 

+  0,0008263 

10000 

1,  57  08915 

+  0,0000306 

100  000 

1,  57  079  54 

—  0,0000004 

Ci(cc)  =  0 
19* 
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Tafeln. 
III. 

Tafel  der  Function  Ei{~x). 

X 

/e-u 
d  u. 
u 


X 

'Ei(—x) 

X 

j^;  i  (—  x) 

\' 

Ei(—x) 

0,01 

—  4,037  929  577 

0,34 

—  0,814  745  580 

0,67 

-   0,395  852  563 

0,02 

—  3,354  707  783 

0,35 

-  0,794  215  435 

0,68 

—  0,388  309  243 

0,03 

—  2,959118  724 

0,36 

—  0,774  462  218 

0,69 

—  0,380  950  010 

0,04 

—  2,681  263  689 

0,37 

—  0,755  441  428 

0,70 

-  0,373  768  843 

0,05 

—  2,467  898  489 

0,38 

—  0,737112  144 

0,71 

—  0,366  759  981 

0,06 

—  2,295  306  918 

0,39 

—  0,719  436  652 

0,72 

~  0,359  917  914 

0,07 

—  2,150  838  180 

0,40 

—  0,702  380119 

0,73 

—  0,353  237  364 

0,08 

-  2,026  941003 

0,41 

-  0,685  910  311 

0,74 

—  0,346  713  279 

0,09 

—  1,918  744  770 

0,42 

—  0,669  997  342 

0,75 

—  0,340  340  813 

0,10 

—  1,822  923  958 

0,43 

—  0,654  613  448 

0,76 

—  0,334  115  321 

0,11 

—  1,737106  694 

0,44 

—  0,639  732  798 

0,77 

—  0,328  032  346 

0,12 

—  1,659  541752 

0,45 

—  0,625  331  316 

0,78 

—  0,322  087  610 

0,13 

—  1,588  899  305 

0,46 

—  0,611386  530 

0,79 

—  0,316  277  004 

0,14 

—  1,524145  722 

0,47 

—  0,597  877  429 

0,80 

—  0,310  596  579 

0,15 

—  1,464  461671 

0,48 

—  0,584  784  344 

0,81 

—  0,305  042  539 

0,16 

-  1,409186  699 

0,49 

—  0,572  088  836 

0,82 

—  0,299  611236 

0,17 

—  1,357  780  653 

0,50 

—  0,559  773  595 

0,83 

—  0,294  299  155 

0,18 

—  1,309  796135 

0,51 

—  0,547  822  352 

0,84 

—  0,289  102  918 

0,19 

~  1,264  858  424 

0,52 

—  0,536  219  798 

0,85 

—  0,284  019  269 

0,20 

—  1,222  650  544 

0,53 

—  0,524  951  510 

0,86 

—  0,279  045  070 

0,21 

—  1,182  901986 

0,54 

—  0,514  003  886 

0,87 

—  0,274  177  301 

0,22 

~  1,145  380  055 

0,55 

—  0,503  364  081 

0,88 

—  0,269  413  046 

0,23 

—  1,109  883139 

0,56 

—  0,493  019  959 

0,89 

—  0,264  749  496 

0,24 

—  1,076  235  415 

0,57 

-  0,482  960  034 

0,90 

-  0,260183  939 

0,25 

—  1,044  282  634 

0,58 

—  0,473  173  433 

0,91 

—  0,255  713  758 

0,26 

—  1,013  888  737 

0,59 

—  0,463  649  849 

0,92 

—  0,251  336  425 

0,27 

—  0,984  933  101 

0,60 

—  0,454  379  503 

0,93 

—  0,247  049  501 

0,28 

—  0,957  308  300 

0,61 

—  0,445  353  112 

0,94 

—  0,242  850  627 

0,29 

—  0,930  918  246 

0,62 

—  0,436  561854 

0,95 

—  0,238  737  524 

0,30 

—  0,905  676  652 

0,63 

—  0,427  997  338 

0,96 

—  0,234  707  988 

0,31 

—  0,881  505  746 

0,64 

—  0,419  651  581 

0,97 

—  0,230  759  890 

0,32 

—  0,858  335  189 

0,65 

—  0,411516  976 

0,98 

—  0,226  891 167 

0,33 

—  0,836  101  161 

0,66 

—  0,403  586  275 

0,99 

—  0,223  099  826 
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Ei(x) 


X 


x     1 

Ei(x) 

1 
X     1 

Ei(x) 

X 

Ei(x) 

0,01 

—  4,017  929  465 

0,34 

—  0,130  363  294 

0,67 

0,978  019  042 

0,02 

—  3,314  706  894 

0,35 

-  0,089  434  002 

0,68 

1,007  116121 

0,03 

—  2,899115  724 

0,36 

—  0,049  258  018 

0,69 

1,036  076  576 

0,04 

—  2,601  256  576 

0,37 

-  0,009  790149 

0,70 

1,064  907  195 

0,05 

—  2,367  884  599 

0,38 

-]-  0,029  011221 

0,71 

1,093  614  501 

0,06 

-  2,175  282  916 

0,39 

0,067  184  501 

0,72 

1,122  204  777 

0,07 

—  2,010  800  064 

0,40 

0,104  765  219 

0,73 

1,150  684  069 

0,08 

—  1,866  884103 

0,41 

0,141  786  307 

0,74 

1,179  058  208 

0,09 

-  1,738  663  750 

0,42 

0,178  278  353 

0,75 

1,207  332  816 

0,10 

—  1,622  812  814 

0,43 

0,214  269  821 

0,76 

1,235  513  319 

0,11 

—  1,516  958  751 

0,44 

0,249  787  245 

0,77 

1,263  604  960 

0,12 

—  1,419  349  669 

0,45 

0,284  855  405 

0,78 

1,291612  805 

0,13 

—  1,328  655  070 

0,46 

0,319  497  483 

0,79 

1,319  541  753 

0,14 

—  1,243  840  654 

0,47 

0,353  735  196 

0,80 

1,347  396  548 

0,15 

—  1,164  086  417 

0,48 

0,387  588  924 

0,81 

1,375  181  783 

0,16 

—  1,088  731  238 

0,49 

0,421  077  819 

0,82 

1,402  901910 

0,17 

—  1,017  234  290 

0,50 

0,454  219  905 

0,83 

1,430  561245 

0,18 

—  0,949  147  505 

0,51 

0,487  032167 

0,84 

1,458  163  978 

0,19 

—  0,884  095487 

0,52 

0,519  530  632 

0,85 

1,485  714  176 

0,20 

—  0,821  760  588 

0,53 

0,551730  445 

0,86 

1,513  215  791 

0,21 

—  0,761  871  624 

0,54 

0,583  645  931 

0,87 

1,540  672  664 

0,22 

—  0,704  195  225 

0,55 

0,615  290  657 

0,88 

1,568  088  534 

0,23 

-  0,648  529103 

0,56 

0,646  677  490 

0,89 

1,595  467  036 

0,24 

—  0,594  696  758 

0,57 

0,677  818  642 

0,90 

1,622  811714 

0,25 

—  0,542  543  265 

0,58 

0,708  725  720 

0,91 

1,650  126  019 

0,26 

-  0,491  931  883 

0,59 

0,739  409  764 

0,92 

1,677  413  317 

0,27 

—  0,442  741  312 

0,60 

0,769  881  290 

0,93 

1,704  676  891 

0,28 

—  0,394  863  445 

0,61 

0,800  150  320 

0,94 

1,731919  946 

0,29 

—  0,348  201  510 

0,62 

0,830  226  417 

0,95 

1,759  145  612 

0,30 

—  0,302  668  539 

0,63 

0,860118  716 

0,96 

1,786  356  947 

0,31 

—  0,258  186  076 

0,64 

0,889  835  948 

0,97 

1,813  556  941 

0,32 

-  0,214  683  096 

0,65 

0,919  386  468 

0,98 

1,840  748  519 

.  0,33 

—  0,172  095  092 

0,66 

0,948  778  276 

0,99 

1,867  934  543 
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V. 

Tafel  der  Function   Ci{x). 


Ci(x) 


X 

/COSU    j 
au. 
u 


X 

Ci(x) 

X 

Ci(x) 

X 

Ci(x) 

0,01 

—  4,027  979  521 

0,34 

-   0,530  355152 

0,67 

0,066  591  359 

0,02 

—  3,334  907  339 

0,35 

-  0,503  075  569 

0,68 

0,078157  666 

0,03 

—  2,929  567  224 

0,36 

—  0,476  661  126 

0,69 

0,089  463  320 

0,04 

—  2,642  060133 

0,37 

—  0,451066  976 

0,70 

0,100  514  707 

0,05 

—  2,419141544 

0,38 

—  0,426  251  855 

0,71 

0,111317  953 

0,06 

—  2,237  094  917 

0,39 

—  0,402  177  704 

0,72 

0,121  878  932 

0,07 

—  2,083  269122 

0,40 

—  0,378  809  346 

0,73 

0,132  203  288 

0,08 

—  1,950112  553 

0.41 

—  0,356114  201 

0,74 

0,142  296  440 

0,09 

—  1,832  754  260 

0,42 

-  0,334  062  035 

0,75 

0,152  163  601 

0,10 

—  1,727  868  387 

0,43 

—  0,312  624  740 

0,76 

0,161809  783 

0,11 

—  1,633  082  724 

0,44 

—  0,291  776  136 

0,77 

0,171239  811 

0,12 

—  1,546  645  712 

0,45 

—  0,271  491  800 

0,78 

0,180  458  334 

0,13 

—  1,467  227  190 

0,46 

—  0,251  748  910 

0,79 

0,189  469  829 

0,14 

—  1,393  793  192 

0,47 

—  0,232  526  107 

0,80 

0,198  278  616 

0,15 

-  1,325  524  049 

0,48 

—  0,213  803  373 

0,81 

0,206  888  861 

0,16 

—  1,261758  976 

0,49 

—  0,195  561917 

0,82 

0,215  304  586 

0,17 

—  1,201957  483 

0,50 

—  0,177  784  079 

0,83 

0,223  529  675 

0,18 

—  1,145  671836 

0,51 

-  0,160  453  239 

0,84 

0,231  567  882 

0,19 

—  1,092  526  978 

0,52 

—  0,143  553  736 

0,85 

0,239  422  837 

0,20 

-  1,042  205  596 

0,53 

—  0,127  070  794 

0,86 

0,247  098  049 

0,21 

—  0,994  436  845 

0,54 

-  0,110  990  457 

0,87 

0,254  596  915 

0,22 

—  0,948  987  692 

0,55 

—  0,095  299  527 

0,88 

0,261  922  726 

0,23 

—  0,905  656  189 

0,56 

—  0,079  985  513 

0,89 

0,269  078  669 

0,24 

—  0,864266175 

0,57 

—  0,065  036  574 

0,90 

0,276  067  830 

0,25 

—  0,824  663  063 

0,58 

—  0,050  411481 

0,91 

0,282  893  207 

0,26 

-  0,786  710  453 

0,59 

—  0,036  189  571 

0,92 

0,289  557  702 

0,27 

—  0,750  287  386 

0,60 

—  0,022  270  707 

0,93 

0,296  064  136 

0,28 

—  0,715  286  096 

0,61 

—  0,008  675  249 

0,94 

0,302  415  246 

0,29 

—  0,681  610  154 

0,62 

-f-  0,004  605  985 

0,95 

0,308  613  691 

0,30 

—  0,649  172  933 

0,63 

4-  0,017  581  742 

0,96 

0,314  662  055 

0,31 

—  0,617  896  322 

0,64 

0,030  260  369 

0,97 

0,320  562  849 

0,32 

—  0,587  709  640 

0,65 

0,042  649  829 

0,98 

0,326  318  518 

0,33 

—  0,558  548  725 

0,66 

0,054  757  734 

0,99 

0,331  931  438 

Tafeln. 
VI.     Tafel   der  Function    Si{x). 

X 

St(x)  ---    I    du. 
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X 

Si(x) 

X 

Si(x) 

X 

S  i  (x) 

0,01 

0,009  999  944 

0,34 

0,337  824  002 

0,67 

0,653  514  256 

0,02 

0,019  999  556 

0,35 

0,347  626  791 

0,68 

0,662  771982 

0,03 

0,029  998  500 

0,36 

0,357  418^56 

0,69 

0,672  008  072 

0,04 

0,039  996  445 

0,37 

0,367  197  475 

0.70 

0,681  222  239 

0,05 

0,049  993  056 

0,38 

0,376  964  729 

0,71 

0,690  414  196 

0,06 

0,059  988  001 

0,39 

0,386  719  499 

0,72 

0,699  583  659 

0,07 

0,069  980  947 

0,40 

0,396  461  465 

0,73 

0,708  730  343 

0,08 

0,079  971  561 

0,41 

0,406190  310 

0,74 

0,717  853  966 

0,09 

0,089  959  510 

0,42 

0,415  905  717 

0,75 

0,726  954  247 

0,10 

0,099  944  461 

0,43 

0,425  607  369 

0,76 

0,736  030  907 

0,11 

0,109  926  082 

0,44 

0,435  294  951 

0,77 

0,745  083  666 

0.12 

0,119  904  041 

0,45 

0,444  968  149 

0,78 

0,754112  249 

0,13 

0,129  878  006 

0,46 

0,454  626  648 

0,79 

0,763116  380 

0,14 

0,139  847  645 

0,47 

0,464  270136 

0,80 

0,772  095  785 

0,15 

0,149  812  627 

0,48 

0,473  898  301 

0,81 

0,781  050  192 

0,16 

0,159  772  619 

0,49 

0,483  510  832 

0,82 

0,789  979  329 

0,17 

0,169  729  292 

0,50 

0,493  107  418 

0,83 

0,798  882  928 

0,18 

0,179  676  315 

0,51 

0,502  687  751 

0,84 

0,807  760  719 

0,19 

0,189  619  357 

0,52 

0,512  251  521 

0,85 

0,816  612  437 

0,20 

0,199  556  089 

0,53 

0,521  798  423 

0,86 

0,825  437  817| 

0,21 

0,209  486  180 

0,54 

0,531  328  150 

0,87 

0,834  236  595 

0,22 

0,219  409  303 

0,55 

0,540  840  395 

0,88 

0,843  008  510 

0,23 

0,229  325  127 

0,56 

0,550  334  856 

0,89 

0,851  753  302 

0,24 

0,239  233  326 

0,57 

0,559  811230 

0,90 

0,860  470  711 

0,25 

0,249  133  570 

0,58 

0,569  269  214 

0,91 

0,869  160  481 

0,26 

0,259  025  534 

0,59 

0,578  708  507 

0,92 

0,877  822  356 

0,27 

0,268  908  889 

0,60 

0,588128  810 

0,93 

0,886  456  084 

0,28 

0,278  783  309 

0,61 

0,597  529  823 

0,94 

0,895  061  411 

0,29 

0,288  648  469 

0,62 

0,606  911250 

0,95 

0,903  638  088 

0,30 

0,298  504  044 

0,63 

0,616  272  794 

0,96 

0,912  185  86a 

0,31 

0,308  349  708 

0,64 

0,625  614160 

0,97 

0,920  704  497 

0,32 

0,318  185  138 

0,65 

0,634  935  054 

0,98 

0,929  193  737 

0,33 

0.328  010  010 

0,66 

0,644  235183 

0,99 

0,937  653  342 

\.ö 
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FUNCTIONENTHEOEIE. 


§.  110. 
Einwerthige  Functionen. 


1  l)l]\^ 


1)  Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass 
eine  einwerthige  Function  in  einem  Punkte  s  :=  a  endlich  und 
stetig  bleibt,  ist 

lwi[{s  —  a)(p{z)]  =--r  0. 

2)  Wird  eine  einwerthige  Function  für  keinen  endlichen  oder 
unendlichen  Werth  der  Variabelen  unendlich  gross,  so  ist  sie  eine 
Constante. 

3)  Eine  einwerthige  Function  muss  mindestens  einmal  einen 
beliebigen  Werth  (auch  0  und  go)  annehmen. 

4)  Wird  eine  einwerthige  Function  unendlich,  so  kann  sie 
nur  von  einer  ganzen  Ordnung  unendlich  werden. 

5)  Die  endlichen  Unstetigkeitspunkte  einer  einwerthigen 
Function  qp  {s)  sind  mit  denen  der  derivirten  cp'  {z)  identisch. 

6)  Ist  eine  einwerthige  Function  im  Punkte  z  ^=r  cd  end- 
lich, so  ist  ihre  Derivirte  in  diesem  Punkte  gleich  Null,  und 
zwar  mindestens  von  der  zweiten  Ordnung. 

7)  Wird  eine  einwerthige  Function  nur  für  ^  r=r  oo  un- 
endlich von  endlicher  Ordnung  (w),  so  ist  sie  eine  ganze  Function 
»iten  Grades. 

Wird  sie  von  unendlicher  Ordnung  unendlich,  so  lässt  sie 
sich  nach  Potenzen  von  z  in  eine  stets  convergirende  Reihe  ver- 
wandeln. 

8)  Wird  eine  einwerthige  Function  nur  eine  endliche  An- 
zahl von  Malen  unendlich,  so  ist  sie  eine  rationale  Function. 

9)  Eine  einwerthige  Function  wird  ebenso  oft  Mal  0  als  x 
als   00,  wenn  x  eine  beliebige  Zahl  bedeutet. 

10)   Die    allgemeine    Form    einer    einwerthigen   Function   ist 

C  ist  eine  Constante,  üy.  sind  die  Nullpunkte,  hy,  jene,  in 
denen  cp  {z)  unendlich  wird. 
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Functionen  mit   Verzweigungspunkten. 

1)  Sind  z  ^=  a  und  iVn  =  f{a)  zwei  einander  entsprechende 
endliche  Punkte  und  ist  weder  z  ^=  a  ein  Verzweigungspunkt 
von  w^  noch  Wa  ein  solcher  von  ^,  so  ist 

Um 

z  —  a 

endlich  und  nicht  Null. 

2)  Hat  tv  in  z  ^=  h  einen  Windungspunkt  (m  —  l)ter  Ord- 
nung, z  aber,  als  Function  von  tv  betrachtet,  in  tv  =  ivj,  keinen 
Verzweigungspunkt,  so  ist 

um 

(z  -—  hf' 

endlich  und  von  Null  verschieden.     Es  ist  sodann  -r—  in  b  un- 

dz 


endlich  gross,  jedoch  so,  dass 

lim  [tv  — 

.TO-i  dvj 
^^f         dz 

und 

lim>  (z  — 

,:^-'  dtv 
h)  -    -r- 

^        dz 

weder  Null  noch  unendlich  ist. 

3)  Hat  IV  an  der  Stelle  z  =  h  einen  Windungspunkt  (w— l)ter 
Ordnung,  z  als  Function  von  w  einen  solchen  von  (fi  —  l)ter 
Ordnung  an  der  entsprechenden  Stelle  w  =  ivi,  so  ist 

1 

lim  ^^  "-  ^f 

endlich  und  von  Null  verschieden.     Es  wird  in  diesem  Falle  -j— 

ü  z 

Null  oder  unendlich  gross,  je  nachdem  ft  >>  oder  <<  m  ist,  und 

zwar  so,  dass 

lim  [iv  —  iVh\  •" 
und 

m — u 

Hm  [z  —  h)   "' 
weder  Null  noch  unendlich  ist. 
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4)  Wird  iv  in  einem  Windungspunkte  {m  —  Ijter  Ordnung 
^  =  5  unendlich  gross  von  der  Ordnung—,  so  hi  w  =  a:>  selbst 
zugleich  ein  Windungspunkt  (fi  —  l)ter  Ordnung  und  umge- 
kehrt: -7—  wird  von  der  Ordnung       "*        unendlich. 

dz  ^       m 

5)  Eine  Function  iv^  die  für  jeden  Werth  von  zn  Werthe 
besitzt  und  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Malen  unendlich  wird, 
ist  eine  algebraische  Function. 

6)  Eine  wwerthige  Function,  die  mMal  unendlich  wird,  die 
Wurzel  einer  algebraisclien  Gleichung  zwischen  tv  und  ^,  die  in 
Bezug  auf  tv  vom  wten,  und  deren  Coefficienten  in  Bezug  auf  0 
vom  mten  Grade  sind, 


§.  111. 
Integrale. 

1)   Wird  das  Integral    /  /(z)  d  z  auf  die   Begrenzung   eines 

Flächentheiles  ausgedehnt,  in  welchem  /(z)   nur  in  dem  Punkte 
0  =z  a^  der  kein  Verzweigungspunkt  ist,  unstetig  wird,  so  dass 

{(^  -  a)f(,)]  =  p 

und  p  weder  Null  noch  unendlich,  so  wird 

f{z)dz  =  21 71}). 


f- 


2)   Sei   (p{z)  eine   Function,  die  im  Flächentheile   I  stetig 
bleibt  und  ohne  Verzweigungspunkte  ist,  so  hat 

wenn   t  ein  beliebiger    Punkt    der  Fläche   T  ist,    die   verlangte 
Eigenschaft,  und  wir  haben 


2' 

es  Gebietes  auch 


1 

und  innerhalb  dieses  Gebietes  auch 
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3)  Sei  mod(t  —  ci)  <^  mod{z  —  a),  so  wird 

q,(t)  ==  g)(«)  +  (f  -  a)gp'(«)  +  ^^f^'  9'"(«)  +  ••• 

4)  Besitzt  die  Function  innerhalb  des  Gebietes  T  auch  Un- 
stetigkeitspunkte,  die  jedoch  keine  Verzweigungspunkte  sind,  etwa 

Cfc],    «25   •   •   •    ^^ni 

SO  wird,  wenn 

()('»)  =  -^  f  ^^  d ?^,    z^R {cos ^  +  i sin ^) 

0 

27t 

C^v)  ^.  _    r  (^  _  ayy  cp  (z)  d  t^,     z  —  ay,  =  Ty.  {cos  ^  +  i  sin  ^) 


gesetzt  wird, 


.    0    («-»^)^ 

5)   Das  Integral    /  f{z)dz   genommen   um   einen   Unstetig- 

keitspunkt,  um  welchem  die  z  Fläche  sich  mMal  windet,  und  in 
welchem  nur  eine  polare  Unstetigkeit  stattfindet,  hat  dann  und 
nur  dann  einen  von  Null  verschiedenen  Werth,  wenn  in  dem 
Ausdrucke,  welcher  die  Art  des  Unendlichwerdens  angiebt,  das 
Glied,  das  von  der  ersten  Ordnung  unendlich  gross  wird,  vor- 
handen ist ;  und  dieser  Werth  ist  dann  2  m  jr  ^  Mal  dem  Coeffi- 
cienten  dieses  Gliedes. 

War  also  h  ein  Unstetigkeitspunkt ,  in  welchem  m  Blätter 
der  Fläche  zusammenhängen,  so  hat  man  im  Convergenzbereich 
des  Punktes  h 

/(,)  ^  _^^  +  . . .  JL^^  _^ ^  +  ^(,), 

{z  —  b)'''  {z  —  hy' 

wo  1^  {z)  iw  z  ^^  J)  endlich  und  stetig  ist,  so  wird 


/ 


f{z)dz  =  2m7ri(f\ 


Alle  diese  Sätze  bezogen  sich  auf  Integrale  über  geschlossene 
Flächen. 
6)   Aus 
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WO  4)  (^)  für  0  =  a  endlich  bleibt,  folgt,  wenn 

t 
F(t)=  J^q>(s)d^ 

h 

h^  eine  Constante  gesetzt  wird 

wird  t  =  a,  so  wird  F(t)  logarithmisch  unendlich   und   wir 
erhalten  den  allgemeinen  Satz:     Die  Integralfunction 

t 
F{t)=  f<p{z)dz 

h 

einer  algebraischen  Function  cp  (z)  hat  für  t  ^=  a  dann  und  nur 
dann  einen  endlichen  Werth,  wenn  lim  (z  —  a)(p  (z)  =  0  ist. 

Ist  lim{z  —  ci)(p(z)  endlich,  aber  von  Null  verschieden,  so 
ist  F(t)  für  t  =  a  logarithmisch  unendlich. 

Ist 

lim  {z  —  ay  cp  (z\    fi  z  1 

endlich  und  von  Null  verschieden,  so  ist  F(t)   von   einer  ganzen 
oder  gebrochenen  Ordnung,  und  wenn  in  der  Entwickelung  von 

cp  (z)    das    Glied   von   der   Form   — i —  vorhanden  ist,   zugleich 

z  —  et 

logarithmisch  unendlich. 

Für  den  Fall  t  =  oo  setze  z  =  ~  und  bilde 

u 

Fit)  =  f^i.)ä,  =  -  jfM^  ^  F,  in) 

h 

und  man  hat  sofort  den  vorigen  Fall  vor  sich. 


§.  112. 
Einige  Begriffe  aus  der  neueren  Functionentheorie. 
1)   Eine  Reihe  von  der  Form 
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deren  Convergenzbereicli  ein  mit  dem  Radius  a  beschriebener 
Kreis  ist,  an  dessen  Stellen  die  Reihe  einen  bestimmten  Werth 
annimmt  und  stetig  ist,  ferner  Ableitungen  aller  Ordnungen  be- 
sitzt, ist  eine  convergente  Potenzreihe  im  Bereiche  Ä. 

2)  Sei  b  irgend  eine  Stelle  in  J.,  und  B  der  Convergenz- 
bereich  von  &,  so  kann  es  geschehen,  dass  ein  Theil  von  B  über 
Ä  hinausragt,  dann  nennen  wir  die  Reihe  ^(x/a^h)  die  Fort- 
setzung von  ""^(x/a).     (Vergl.  §.  113,  8.) 

3)  Unter  singulären  Stellen  verstehen  wir  solche  Stellen 
der  wahren  Convergenzgrenze  von  J.,  in  deren  Umgebung  keine 
durch  Vermittlung  einer  Stelle  b  aus  ^(x/a)  ableitbare  Reihe 
existirt. 

4)  Sodann  definiren  wir  die  Gesammtheit  der  aus  einer 
gegebenen  Reihe  ableitbaren  und  in  einander  fortsetzbaren  Po- 
tenzreihen als  eine  monogene  analytische  Function. 

5)  Eine  jede  Reihe  heisst  ein  Element  der  Function. 

6)  Erhält  man  auf  allen  Uebergängen  von  dem  Elemente 
"^(x/a)  zu  einem  anderen  ^^(x/a)  dieselbe  Reihe,  so  nennt  man 
die  durch  ihre  Gesammtheit  dargestellte  Function  eine  ein- 
deutige analytische  Function  im  Gegensatz  zu  der  viel- 
oder  mehrdeutigen. 

7)  Sei  f(x)  eine  eindeutige  Function.  Lässt  sich  dieselbe 
in  der  Umgebung  von  a  in  eine  Reihe  ^  (x/a)  darstellen,  so  sagt 
man,  die  Function  sei  an  dieser  Stelle  regulär. 

8)  Sei  f(x)  eine  gegebene  Function  und  c  eine  singulare 
Stelle  derselben,  und  sei  das  Product 

(X  —  cYf{x\ 
wo  m  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  eine  in  der  Umgebung 
von  c  reguläre  Function,  so  dass 

00 

{X  -  cyf{x)  =^a^{x  -  cf. 

Alsdann  können  zwei  Fälle  eintreten,  entweder  giebt  es  eine 
solche  Potenz  w,  oder  es  giebt  keine;  im  ersteren  Falle  nennen 
wir  die  Potenz  c  eine  ausser  wesentlich,  im  letzteren  eine 
wesentlich  singulare.    Versteht  man  unter  x  —  cc  stets  die 

Grösse  — ,  so  sind  die  ausserwesentlichen  Stellen  der  Function 

X 

f(x)  dadurch  gekennzeichnet,  dass  für  sie 
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{(X   ~    Cy-f{x)]        ,        (1;/(X) 

x  =  c         \>^ 


weder  Null  noch  unendlich  werden.  Nach  dem  Exponenten  m 
heisst  die  ausserwesentliche  Stelle  eine  ;>i  fache  oder  von  der 
miQii  Ordnung. 

9)  Eine  rationale  Function  hat  keine  wesentlich  singulare 
Stelle  und  umgekehrt  ist  eine  jede  eindeutige  analytische  Function, 
deren  Stetigkeitshereich  nur  durch  ausserwesentlich  singulare 
Stellen  begrenzt  ist,  eine  rationale  Function. 

10)  Fügt  man  dem  Stetigkeitshereich  einer  Function  die 
ausserwesentlich  singulären  Stellen  hinzu,  so  entsteht  ein  Bereich 
A\  in  welchem  sich  die  Function  wie  eine  rationale  verhält. 
Dieser  Bereich  ist  ein  begrenzter  oder  unbegrenzter,  je  nachdem 
die  Function  eine  rationale  oder  transcendente  ist. 

11)  Analytische  Functionen,  mit  einer  singulären  Stelle  im 
ganzen  Gebiet  der  unabhängig  Veränderlichen,  die  zugleich  ein- 
deutig und  regulär  sind,  heissen  ganze  Functionen  [G{x)\ 
und  zwar  ganze  rationale  oder  ganze  transcendente, 
je  nachdem  die  Stelle  cd  eine  ausserwesentlich  oder  wesentlich 
singulare  ist. 

12)  Jede  ganze  rationale  Function  hat  Nullstellen. 

13)  Unter  Primfun  ction  von  x  versteht  man  jede  ein- 
deutige Function  dieser  Grösse,  die  nur  eine  (wesentlich  oder 
ausserwesentlich)  singulare  Stelle  und  entweder  eine  oder  gar 
keine  Nullstelle  hat.  Der  allgemeinste  Ausdruck  einer  solchen 
Function  ist 


+  ^1  e^(^c), 


wobei  Iv  und  l  Constanten,  und  G  eine  rationale  ganze  Function 

von sein  soll. 

X  —  c 

14)  Der  allgemeine  Ausdruck  einer  eindeutigen  Function 
von  X  mit  nur  einer  (wesentlich  oder  ausserwesentlich)  singu- 
lären Stelle  (c)  ist 


G 


\x  -  cj' 


wo,  wenn  c  =  oo, durch  x  zu  ersetzen  ist.    Die  singulare 

X  —  c 

Stelle  ist  eine  wesentliche  oder  ausserwesentliche,  je  nachdem  G 

Laska,  mathem.  Formelnsammlung.  20 
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eine    transcendente    oder    eine    rationale    ganze    Function    von 

■ ist. 

X  —  c 

15)  Der  allgemeine  Ausdruck  einer  eindeutigen  Function 
von  ^"mit  n  (wesentlich  oder  ausserwesentlich)  singulären  Stellen 
(ci,  C2, . . .  Cn)  kann  in  mannigfaltiger  Weise  aus  n  Functionen  mit 
je  einer  singulären  Stelle  zusammengesetzt,  am  einfachsten  aher 
in  den  nachstehenden  Formen  aufgestellt  werden: 


^•■(^3=  iT«(^)^(-)' 


r  =  l  ^  ■'  r=l 


WO  li{x)  eine  rationale  Function  bedeutet,  welche  nur  an  den 
wesentlich  singulären  Stellen  der  darzustellenden  Function  Null 
und  unendlich  gross  wird. 

16)  Jede  eindeutige  Function  von  x^  welche  n  wesentliche 
singulare  Stellen  (ci,C2, ...c„)  und  ausserdem  noch  beliebig  (auch 
unendlich)  viele  ausserwesentliche  hat,  kann  in  jeder  der  beiden 
Formen 


1) 


iT«'(: 


2)  ^p ^Z__    B(^) 

ausgedrückt  werden,  und  zwar  dergestalt,  dass  Zähler  und  Nen- 
ner für  keinen  Werth  von  x  beide  verschwinden. 

Umgekehrt  stellt  jeder  dieser  Ausdrücke,  wenn  die  Functionen 
6^1,  G^-,  '  '  '  Gin  willkürlich  angenommen  werden,  eine  eindeutige 
Function  von  x  dar,  welche  im  Allgemeinen  n,  in  speciellen 
Fällen  auch  weniger  als  n  wesentlich  singulare  Stellen  hat,  wäh- 
rend die  Anzahl  der  ausserwesentlichen  singulären  Stellen,  an 
denen  die  Function  unendlich  wird,  unbeschränkt  ist. 

17)   Eine  jede  ganze  Function  mit  gegebenen  Nullstellen 

ö^l,  ö!'2,   %,  .  •   .  Ojv-j   .   •   . 

ist  in  der  Form 
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a  (x)  =  e^oi-)  JJ  h  -  z. 

darstellbar. 

Es  sind  beispielsweise 

0,  ±  1,  ±  2,  .  .  . 
Nullstellen  von  sirinx,  demnach  wird 

X 

sin  71 X  ^=  %x  11   (  i )  e" 


nx  =  n.xJJ[(l-f^ 


wobei  IT'  bedeutet,  dass  gewisse  Werthe,  nämlich  jene,  für  die 
die  einzelnen  Factoren  cc  werden,  ausgenommen  werden  müssen. 
18)  Eine  eindeutige  analytische  Function  /(^),  die  in  der 
Umgebung  jeder  Stelle  Xq  eines  um  x  =  c  gelegten  ringförmigen 
Gebietes,  wo 

Ri  <:  X  -  c  <  B.2 

ist,  regulär  bleibt,  lässt  sich  daselbst  durch  eine  nach  positiven 
und  negativen  J^otenzen  von  (x  —  c)  fortschreitende  Potenzreihe 

darstellen.     (Der  Laurent'sche  Satz.} 


§.  113. 
Einige  auf  die  Potenzreihen  sich  beziehende  Sätze. 

1)  Ist 

?(^)  -^^a.x^' 
so  beschaffen,  dass  der  absolute  Betrag  von  a,x\  also 

wobei  g  eine  angebbare  Grösse  und  zugleich 

so  convergirt  die  Keihe  für  alle  Werthe  von  x  von  der  Bedingung 

2)  Das   Product   zweier   in   der   Umgebung   B   der   Stellen 
x  ==  0  convergenten  Potenzreihen 

20* 
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0 

c» 

0 

lässt  sich   in   eine  Potenzreihe  entwickeln,  die  in  demselben  Be- 
reiche convergirt. 

3)  Eine  ganze  rationale  Function 

/(2/l2/2-..^n) 

der  n  Potenzreihen 

yv  ---  ^v  (x),     1/  "  1,  2,  ...  n 
mit  einem  gemeinsamen  Convergenzbereich 

(x)  <  B 
lässt    sich    in    eine    ebendaselbst   convergente   Potenzreihe  ''^(x) 
transformiren. 

4)  Setzt  man  für  y^  Potenzreihen  mehrerer  Variabelen 

Vv  ™  ^v  (^1  . . .  ^«), 
so  geht 

/(j5/l,2/2,...?/n) 

in   eine  in   dem   gemeinsamen   Convergenzbereich  der  Reihen  ^v 
convergente  Potenzreihe  über. 

5)  Tritt  an  die  Stelle  der  ganzen  rationalen  Function  /  eine 
convergente  Potenzreihe 


/(2/)  =  E  '»'2'' 


0 


und  setzt  man  hierin  für  y  eine  Potenzreihe  mit  dem  Conver- 
genzradius  R 

y  =  '^hcx^  =  ^(xl 

so  wird  f  (y)  in  eine  nach  Potenzen  von  x  fortschreitende  con- 
vergente Potenzreihe  zu  entwickeln  sein,  wenn  die  Summe  der 
unendlich  vielen  Reihen 

0 

in  einer  Umgebung  der  Stelle  x  —^  0  gleichmässig  convergirt. 
6)  Der  Quotient  ganzer  Functionen  ohne  gemeinsamen  Theiler : 

(j{yiy-2"'  yn) 
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geht  durch  die  Substitutionen 

2/v  ==  %(x),    V  r=  1,  2,  .  .  .  »^ 
in  eine  Potenzreihe  ^(x)  über,  die  in  dem  gemeinsamen  Conver- 
genzbereich  der  Reihen   ^v(^)   so  lange  convergirt,   als  x  nicht 
einen  Werth  annimmt,  dem  eine  Nullstelle  (y)  von  g  entspricht. 

7)  Der  Quotient  zweier  Potenzreihen 

?2  (2/1 2/2...  2/«)' 
dessen  Nenner   an   der  Stelle  (0)  nicht  verschwindet,  kann  auch 
wieder  durch  die  obigen  Substitutionen  in  eine  Potenzreihe  ^(x) 
verwandelt  werden,  nur  muss  die  Stelle 

^(o)  =  ^,(0),     1.=--  1,  2,  ...n 

in  dem  Convergenzbereich  der  gegebenen  Reihen  liegen;  dann 
giebt  es  einen  Bereich  \x\  <C  ^ ,  dem  nur  Stellen  (y)  des  Con- 
vergenzbereiches  von  ^i  und  ^2  angehören,  und  die  Transfor- 
mation in  ^(^)  ist  möglich. 

8)  Sei  eine  Reihe 

0 

und  sei  a^  eine  Stelle  des  Convergenzbereiches  R  unserer  Reihe, 
so  wdrd 


'^(x\a,a,)  =  y]cW(x-  a,)\ 


wobei 


0 


^^^^  =  ;7r{^^"H^-«)l 


n\  [        dx^         j^=a^ 


die    aus   ^(a^ja)    durch  Vermittlung    von   cii    abgeleitete   Reihe 
'^(x\a^ai)  genannt,  und  sie  convergirt  mindestens  so  lange,  als 
\x  —  ail  <  i?  —  1^1  —  a\. 
Auf  dieselbe  Art  kann  man  fortfahren. 

9)  Kann  aus  ^(;r|a)  eine  Reihe  ^(a?|a,  Z))  direct  abgeleitet 
werden,  so  kann  man  auch  umgekehrt  '^(xla)  aus  ^(x\a^h)  ab- 
leiten. 

10)  Der  wahre  Convergenzradius  R  einer  Potenzreihe  ^^(x  —  a) 
ist  geradezu  dadurch  charakterisirt,  dass  die  untere  Grenze  der 
Convergenzradien  der  abgeleiteten  Reihen  Null  ist;  ist  diese  nicht 
Null,  so  ist  der  Convergenzradius  nicht  B,  sondern  grösser  als  R. 
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§•    114. 

Von  den  periodischen  Functionen. 

1)  Eine  analytische  Function  F(x)  wird  periodisch  genannt, 
wenn  für  eine  gewisse  constante  Grösse  iv  die  Gleichung 

F(x  +  ö)  =  F(x) 
hesteht.     co   und  jedes   ganzzahlige  Vielfache   von   w   heisst   die 
Periode.     Lassen  sich  alle  Perioden  durch  Addition   und  Sub- 
traction  aus  r  Grössen 

2  «1,   2  «2,   .   .   .    2  COr 

ableiten,  so  wird  die  Function  rfach  periodisch  genannt. 

2)  Ein  Periodenpaar  der  doppeltperiodischen  Function,  durch 
welches  alle  Perioden  ganzzahlig  in  der  Form 

G)  =  2  ^03  -]-  2  ^cj' 

auszudrücken  sind,  heisst  ein  primitives. 

Die    dem    Paare    [2w,2g9']    äquivalenten   Periodenpaare 
(2  CO,  2  oüi')  sind  gegeben  durch 

2  c5  =  2  j)  CO  -|-  2  g  ft)' 

2  6'=  2p'o+  2q'co' 


wobei  die  ganzen  Zahlen 
die  Bedingung 


P  a  P  <i 
pq'  —  p'  q  =^  +  1 


zu  erfüllen  haben. 

3)  Zwei  Werthe  des  Arguments  sind  congruent  oder 
äquivalent,  wenn  ihre  Differenz  eine  Periode  ist. 

4)  Die  Gesammtheit  der  x  Stellen,  welche  der  Xq  Stelle 

Xo  +  2tco  +  2t'oj\     0^t<l,     0^f<l, 

congruent  sind,  wird  ein  Periodenparallelogramm  genannt. 

5)  Unter  dem  Grade  einer  doppeltperiodischen  Function 
versteht  man  jene  ganze  Zahl,  welche  die  Anzahl  der  Unendlich- 
keitsstellen im  Periodenparallelogramm,  jede  in  der  zugehörigen 
Ordnungszahl  gezählt,  angiebt. 

6)  Eine  eindeutige,  doppeltperiodische  Function,  die  im  End- 
lichen den  Charakter  einer  rationalen  Function  besitzt,  wird  in 
jedem  Periodenparallelogramm  eben  so  oft  Null  als  unendlich  und 
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hat  daselbst  jeden  Werth  in  derjenigen  Anzahl,  welclie  der  Grad 
anzeigt. 

7)  Wir  bilden  nun  eine  fundamentale  Function. 
Sei 

ft)  =  2  ^  05  -[-  2  ft'  «', 
wobei  ^  und  ^'  alle  Zahlen  von  —  od  bis  J-  go,  Null  ausgenom- 
men, zu  durchlaufen  haben. 

Sodann  bezeichnen  wir  mit  öti  die  Function 

(u  ]       —  + 1  f—\^ 
1  —  — [  e~~ü}    2  vw/  • 
(jü  j 

Es  wird 

(?0  --r  0 

6  CD  =  0 

ö  (—  n)  ==  —  (1  (u). 

8)  Sei 

d'^  logöu 1     ,    ^  r        1 


also 
und 


yU    ^rr=    y(—    li) 

y  (li)  =:  ;^  (?fc  -L  2  /i  0)  -f-  2  fi'  co') 


ö'  = 

dö 

so  wird 

6(U 

+  2co)  = 

e2ij(u  +  a})  0^f 

ö(u 

+  2«')  = 

g2  »i  (H  +  to')  (5  ^^,. 

9) 

Es  ist 

d 

il  -- 

-  —  y'u  = 

y'cö  =  0, 

y'  (cü  -L 

2 

y'd 
co')  = 

—  2  V  — 

=  0 
0. 

1 

Ü3j^ 

10) 

Wird 

ya  =  e,, 

y  od' 

a>')  = 

gesetzt. 

so  wird 

(y'uy 

=  i{yu  —  e,] 

[yu  - 

-  e,}.{yu  — 

^.1- 

11)    Der   allgemeinste  Ausdruck   einer  eindeutigen   doppelt- 
periodischen Function  w^ten  Grades  ist 
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cphi)  =  cJl  — ^  c^-'''\ 

und  zwar  ist  die  Summe  der  incoiigruenten  Nullstellen 

m 

1 

der  Summe  der  Unendlichkeitsstellen 

1 

congruent. 

7J  ==•  2  ^  ry  -|-  2  ^'  fj'. 
12)     Eine     eindeutige     doppeltperiodische    Function    ersten 
Grades  existirt  nicht. 

Vergleiche:     Königsberg  er,    17.  Vorlesung   [üeber   perio- 
dische Functionen  im  Allgemeinen].  <§ 


§.  115. 
EUiptisclie  Reductionsformelii. 

A.     Algebraische. 


1) 


dx  f*  d(p 


J  V(i  -\-x)'^-{\  +  c^x^)  ~~  J  Vi 


^2  sin^  cp 
X  =  tgn  9?,     %'^  =1  \  —  c2 


r dx^ r  V  1  —  z^dy 

^     J      V(l    —   ^2)(l    _|_   c2;2;2)    ~    ~J       Vi    —    %2s^V,2^ 

;:c  =  cos  g),     %2  — 


1  +  c 
/•  ^;r /• c?y 

J    V(a;2  _  1)  (1  -4-  c2^2)  ~~  ^  7    Vr^^^^^^^f^s^ 


<3P 

-1-  .2__J_ 

COS  cp":  1  -f-  ^^ 


Elliptische  Integrale.  ^'^jj^S^CaTc^p 

dx 


J    Vi  —  %~  sin^  (p^ 


Vi  —  K'^sin^g)' 

X  =  sin  qp,     X  r^  c 
d(p 


1)(C2^2_    IJ  ^       yi    -    %2sf,,2^ 


1 

cstncp 


8) 


J    V(^2  -  1)  (1  -  c^x^-)  ~  ~  J    Vi  -  x^sm^g) 


9)   Man  merke  für  den  Fall,  dass  tc^  >  1  werden  sollte, 

/dcp                  1       /->             dtfj 
1  / .,  — :~ —  =  —      /     — ,  -,  X  sin  w  ■=  sin  t/> 

10)    Setzt  man  in 

J-—    r ^ p  -h  Qy 

J    Va,  +  ä,x  +  ä,x-^  +  A,x^-^A,x^'    ^~    1  +  2/  ' 


so  folgt 


J     Veto  -f-  ai  ?/  --f  »2  ?/2  +  ap,  2/^  -(-  a^* 
Können  nun  ^9  und  q  aus  den  Bedingungen 
«1  =  0,     «3  =  0 
bestimmt  werden,   so  liefert  die  Anwendung  obiger  Formeln  die 
gewünschte  Reduction. 
11)    Seien  «,  h,  c,  d  reelle  Grössen,  und 
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ferner 

o<^<|-, 

SO  wird 

dy  _ 


«) 


V(y--a)iy-h)(y  —  c){y-d)        V{a  -  c)  (b  ~  d) 

*  d(p 


VI  —  £2  sin'^  cp 
h  —  c     a  —  d 
a  —  c     b  —  d 

Grenzen  von  y 

a(b  —  d)  —  h(a  —  d)sin^cp  ,  ., 

y  —  — \ / -r^ j—r—^ — -,     a,  oo  oder  —  cc,  d 

^  b  —  d  —  (a  —  d)sin^cp 

c(b  —  d)  —  d(b  —  c)sin^(p  .  ^ 

^  b  —  d  —  (b  —  c)sin^(p 

«  ^^ ' 


l/-  (y  -  a)iy  -  6)(2/  -  <=){y  -  ä)      V(«  -«)(&-  d) 

d  (p 


Vi  —  s'^sin'^q) 

"(a  —  c)(6  -  d) 

Grenzen  von  y 

d(a  —  c)  -^  a(c  —  d)  sin^  cp  j 

^  ""     (a  —  c)  +  {c  —  dYsfn^cp    ' 

b(a  —  c)  —  c(a  —  b)  sin'^  cp  . 

^  a  —  c  —  (a  —  b)sin^  cp     '  '    ' 

Speciell  wird: 

dy 2 dcp 

■\/(y  ^  a)(y  —  b)iy  —  c)  ~  Va  —  c      Vi  —  B^sin^q) 

a  —  c 

a  —  bsin^cp  ^ 

11  = ^  Grenzen  von  y:     a,  co 

^  cos^  cp 

y  z=  c  -{-  (b  —  c)  sin^  cp  „  „     „       c,    b 


J 
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dy  2  d(p 

V—  (y  —  a)  (y  —  b)  {y  —  c)        y  a  —  c    Vi  —  a^  sin^  cp 


a  —  c 


c  —  acos^Qj  ^ 

y  = ^-- Grenzen  von  w :  —  oo ,  c 


zur 


h(a  —  c)  —  c  (a  —  b)  sin^  cp 

"  "^     a  —  c  —  {a  —  b)  sin^^  "  "     "        ^'  ^ 

12)    Seien  a  und  b  reelle  Grössen  |a|  >>  |&|,  und  es  werde 

(ni  —  a)2  -|-  ^2  —  «2,     (m  —  ly-  +  n^  —  ß'^ 
Abkürzung  gesetzt,  sei  ferner 

0  <<  9?  <C  ^• 

^ dy  1  dcp 

V(:y  —  «)  (y  —  b)  [{y  -   my  +  n^  ~~  V^ß     Vi  —  £2  sin'-  cp 

2   I'  "^  2aß  ] 

y  —  a         a   1  —  cos  CD     r^ 

T  =  ~ä  ^ — \ Grenzen  von  y:  a,  co  oder  —  oo ,  i. 

y  —  0        ß  1  -\-  coscp  iJ      1  1  ^• 

)  f^^  __     1  dcp 

V—  {y  —  a)(y  —  h)  [{y  —  my  +  ^2]  ~~  V^  '  V\~aHin^cp 

,2-;    fi         a'-  +  ß^^-{a-  by-] 
2   I  2w/5  J 

a  —  y        a  \  -{-  coscp     ^ 

_ :r=  — ZI     Grenzen  von  y:  b,  a. 

0  —  y        ß  1  —  coscp  '^' 

Speciell  ist 
dy^ 1  dcp 

1    —   cos  CD       ^ 

y  —  a  r=  a  - — j -^    Grenzen  von  ?/:    a,  oo 

l  -\-  cos  cp  J        1 

^J/ _     1  dcp 

Viff'  —  y)  [(y  —  my  +  n2]  ~  l/«    Vi  —  s^sin^q) 

1  +  cos  cp     ^ 

a  —  ?/  =rr  oi  - — -^     Grenzen  von  y:  —  oo,  a 

"^  1  —  cosq)  ^  ' 
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NB.  Wird  a  -\-  h  ^=  2w,  so  werden  die  obigen  Formeln 
ungültig.  Alsdann  ist  y  —  m  =  <^  zu  substituiren  und  man  er- 
hält eine  von  den  Formeln  1)  bis  8). 

13)    Sei  zur  Abkürzung: 

(Wi    —   m)2  -\-  (t?i    +  ny  rrr  r2 

(nii  —  my  -|-  (?^l  —  ny  =  r^, 


ferner 


so  wird  für 


cotg  tu 


1 /(r  +  r^y  —  4^2 


4^2  —  (r  —  7\y 
dy  2  d(p 


V(y  —  my  + 1^2  y(y  —  m^y  +  n 2       r  -[-  f\  Vi  —  £2  sin'^  qp 

(r  +  np 

Die  Beweise  suche  in  Enneper,  „Elliptische  Functionen", 
§.  3  und  4.  Vergl.  Schellbach:  Die  Lehre  von  den  elliptischen 
Integralen,  §.  143  bis  155. 

B.     Groniometrisclie. 
Sei  zur  Abkürzung 


zf(pz=yi  —  s'^sin^cp 

F{cp,B)  =  F;    E{cp,s)  =  E, 
so  wird: 

r  sm"  xdx n  —  2     1-{-e^    T shy^-^  xdx ^    n—^ 

^  J        ^~x       "~  'n~-^  '  ~^^~~J  ^x  (iT— 1)  £2 

/sin""-^  xdx  ,     sm"-3 x  .  n tt—, — ^.    .  ^ — , — ,    .  , 
■ L^ rr^  Vi  —(1  +  £2)s^n2^^-e*sm*, 

rsinyxdx^^    r  dx  __^    f  dxVl-e^sin^x 

J        zJx  6'' J    yi  —  £^sin''X      ^' J 

r  cos'' xdx n—2     2s'^—l    r  cos''-^ xdx      n  —  3     1  —  £- 

^  J        Ax       "  w^^  ^~.y         ^^  r-^^TZTi  •      £2 

/^^^^  +  (^^5^  V(l-.2)  +  (l-2.0^os^'^-£^.os^^ 

/cos2 ^ f^ ^ n  dx      _     r      sw2 xdx 

^x       ~~  J    Vi  —  s^sin^x       J    Vi  —  s'^sm'^x 


i 
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/tgn'' xäx n  —  1   2  —  e'^    P UfYV^-'^ xdx      n  —  3        1 
^x      ~~~  n—l'  l  —  e'^J  ^~x  n  —  l'l—a^ 

rtqn^xdx  1        P  ,    ./- 


8^sin-x 


Setzt  man   —  >^  -f-  4   an   die   Stelle  von  m,   so   ergiebt  sich 
(4)  (5)  (6). 

w  —  3       2    r         ^^-^  ^os^  z/^ 

?^  —  1         J    s'nV^—^ x ^ X        siw^-'^x    n  —  1 

r __d^__  __  _  ^^  —  2    2 £'^  —  1   r       cix 

^  J   cos^^x.^x  n  —  1       1  —  £2  j    cos'^-^xzlx 

,w—  3         f2         />         clx  ,      sm.3;  rL^ 

'    n  —  1  '  1  —  £2  J    cos«-* jc z/ ^    '    cös^^^-^  (1  — T2)(>i  —  1) 

ßx     r If ^  __  ^^  —  2  ^2  _  gox    r äx 

^  J   tgW'x^x  «  ~  1  ^"  ^  J    Ujn'^-^xJx 

n  —  1  '  ^  ^'V    tgn''-^x 


z]  X       {n  ~  l)  cos^^xign'^-'^x 

_  n—2 

7) 

j  ^  X  n  —  i  '  j  ZI  X 

n— 4 


J  ^x  n—\^  V  ^^ 

>^  — 1  J  Zl  X 


:2 


8) 


r-sm^cos.r(l  —  a^sin^x) 

n  —  1  ^  -^ 

(Ix 


2 


äx  _n  —  '2   2  — £-'    p 

z/ri;[l—   £2s«?i2^]2  J      Z/^[l  —  £2s/;i2^]     2 


n  —  3    1 I 

n  —  1  *  1  —  £2  J 


zJx[l   —  8-si)i'^x]   2 
e2  sm  ;r  cos  x 


(n  —  1)(1  —  £2)  [1  —  E'^sin^-x]  - 


n— 1 

2 
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J    [1  —  eHtn^xY^        1  —  fV 


8'^  smxcosx 


1  —  £2  y^  _  £2  ^.^-^2^ 

9)   Beachtet  man  die  Identitäten 

1  —  [1  —  e^sin-x] 


sm^x  = 


£2  _  1  -f.  ri  —  s^sin'^x'] 
cos^x  = 


£^ 

SO  lassen  sicli  die  Integrale 

sin^'^  xdx 


f 
f 


[1  —  e^siu'^x]^  zJ  X 
cos^'^  X  d  X 


[1    —   £2Sm2^]2    J  X 

leicht  auf  obige  zurückführen. 

10)   Man  merke  auch  folgende  Reductionsformel :     Sei 

^''dx 


Rt 


-h 


+  e^)^  X 


ry     _        r^'^dx 

so  wird 

JLin     I     6  -^n — 1  — ■  -^ n 

oder 

wobei Po: Pi  ^^ch  clem Obigen  bekannt  sind,  und  demnach  jRq, Ri-.- 
gefunden  werden  können.    Insbesondere  ist  für  |  =-.  sinx 

/d  X r  dx 

(1  4-  8 sinx)  Vi  —  e'sin^x  "^  J   (^  -  £'sm2^)% 
___     r        sin  X  d  X 
'^  J   (1  —  8'^sin'^xy/'^ 


11)    Sei 


J   (ci 


'"'  =^M, 


-f-  sin  (py-'-Vl  —  £2  sin^  (p 
so  wird 
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—  2  «2  £2)  a  [n  —  1]  +  {n  —  2)  (6  a'^  s^  —  £2  _  i)  [n  _.  2] 
+  (10  —  4  w)  a  £2  [,i  —  3]  +  (w  —  3)  £2  [n  —  4]. 
Insbesondere  ist 

r  d(p  _        r dq) 

J    (a  +  sin  cp)Jcp~^J    (a2  —  sin^cp)]/!  —  a'^  sin'' cp 

/sincp  clcp 
[n-  —  si)V'cp]z/cp 
12)   Sei 

r  ^y  _  rn 

J    (a  -f-  cos  (py  ^  (p        ^  -'' 
so  wird: 

^      ^1  ==  —  ('^  —  3)  e2  [h  —  4]  -f-  (4  w  —  10)  a  e^  [n  —  3] 


(a  -{-  cos  cpy 

-\-{n  —  2)(2  £-'  _  1  _  6  ^2  £2)  ]^n  —  2]  +  (2  n—  3)  (1  —  2  £2 
+  2  a'~  £2)  a  [;i  —  1]  +  0^  —  1)  (1  —  a2)  (1  —  £2  _)-  »2  £2)  [n]. 
Speciell  für  n  =  1  findet  man: 

J    (a  -f  cos  gp)  z/  g)  ~"  ^v    («2—  l-f- 8^29)^/9 

/cos  9?  fZ  9 
(a2  —  cos^  fp)^  9 
13)   Setzt  man 


so  wird 


r  clcp  ^ 


Vi 


:2  tjjij'i 


B^sin-(p 


{a  +  fg»  y)"-'  coB-^  y  =  -  (»  -  3)  (1  -  a'^)  [»»  -  4] 

+(4»  — 10)a(l  — £5)[,j_3]~(«— 2)C2  — £^-6«'  — 6«''')[»  — 2] 
+  (2  »  —  3)  a  (2  —  £2  -1-2  «2  —  2  a^  £2)  [«  _  i] 

-  (»  - 1)  { 1  +  a'  (1  -  £-^)  I  (1  +  «-)  [«]• 
Insbesondere  ist 

r dg)  r  cos'^cp  d^ 

J    (a  -f  tgn  cp)  zJ  tp  ~~  ^^  J   «2  _  (i  _|_  a2)sin'''^  2~^ 


/sin  fpcos  cpdcp 
[a2  — (l  +  a-2)}z/(^ 
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das  erstere  Integral  ist  gleich: 

1      r d^ ,      1      r  d(p 

1  +  (^i^'J    Vi'^  —  (1  -f  «2)  s^-^2  qp]  ^  ^  ~^~  i  j^  a^J   -J^ 
14)    Sei 

d(p 


/, 


^=  \yi] 

(a  +  sin^  (fY  zf(p        ^  J^ 
so  wird: 

—  (2n  —  3){1  +  2a(l  +  e^)  +  3«2£2}[,i  _  i] 
+  2  (n  —  2)(3  a  f'^  _j_  i  _|_  ^2)  [,,^  _  2] 

—  (2  n  —  5)  £2  [n  _  3]. 

Beweise  suche  in  Di  enger,   Differential-  und  Integralrech- 
nung. 
15)   Sei 

An-J    ^ dcp, 

so  wird: 

(a  -|-  sin  (pY  cos  (p  .  z]  (p  z=z  n{\  —  <^^)  (1  —  a'^e^)An-i 

—  2(2n  +  3)a8^^An^-2  +  (n  +  2)^2^^^  3. 
Sei 


Bn^J  ^- dcp, 

so  wird: 

t^Q)  +  cos  (py^ sin  (p zJ (p  ■=.  n{\  —  ?^2)  (5^2  _^  ^i})'i)Bn^x 

-\-{2n-\-\)l (f/  —  £2 _|_2 £2 5i) j5^^  _  (,^ a_  1) (£^i __  £2 .^ 6 2^2 ^2)  jß,,^^ 

+  2(2n  +  ?>)hs^Bn+2  -  (>^  +  2)£2^„^.3. 
Sei 

__    /-(c  +  f^>.y)- 

so  wird: 

(C  +  fr/..  9)"  ^^  ==  ..  (1    +   .2)  (1   +   £^2  ,,3  Cn-, 

-(2n-f-l)c(l+£i2  +  2c2£/)O„  +  0^+l)a  +  ^/  +  6^'^/)C'H+i 
—  2  (2  w  +  3)  c  f/  a+2  +  (n  +  2)  f^^  C^+s- 
Alle  diese  Integrale  lassen  sich   auf  folgende  zwölf  zurück- 
führen : 


Es  ist 


wobei 
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-^05  -^1,  J±.)^  -A—l 

5,),    ^1,    Bt,     B-i 

Co,     Cj,     C.j,      (/^i. 

^0  -=  i?o  =  <:^o  ==  y  ^ 

^   r  dcp    .       r  tqn  cpd(p 

^'  -  V  ^  '  J  "^>~' 

e  cos  (p 

r  sintp    -,             1    7                 ^  (p 
/   — --^  dw  =  ^r-log ^ 

r  coscp  -,         1  . 

/  dcp  =  —  arcsin[6sni(p\ 

f'^d^^-^log 


_£i_ 
J  cp 


£2   -^    f  2  ^   1^ 


Ferner  liat  man: 


1-  4^- 


j       1     r  d(p    .     \        r^     sln^ cp       dcp         r      slncp       dcp 

ajz]cp~^a'^     I  sin'^  cp  zl  (p      J    a'^  —  sin'^cpzJcp 

u         «^ 

h        r  dcp  h  /^      sin'^ cp       dcp 

^  ~  ~  l—b^J   ^^  ~  (1  —  62)2      /     ^        Jm^^cp 


! 

coscp  dcp 


1  —  h'^  —  sin-cp  ^  cp 

Lagka,  mathem.  Formelnsammlung.  21 


/ 
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^     1     r  dcp    .     1         /^  sm2 cp  d(p 

^  /         1    — ;^ S^n^^ 

/s/ji  (p  cos  (p  dcp 

c2  _  (^1  _[_  c^^sin'^cp  zl  (p 

Für  die  hier  vorkommenden  Integrale  merke  man: 

/sin  cp         dcp 
«2  • —  sin'^cp  ^  cp 


I    cosqpl /l  —  £-a'^ 


2   Vi  —  6«2  Vi  —  «2  £2  "^"^  coscp'\/l—-  8'^a'^ 

~~  ~2r^  ^  "l  —  a2 
cos  (]P  f/  (p 

£  .sin  g)  1  /£2   4-    £2^2 
__  J^  1 ^    ~2"^   ^        1—^2 

"  2   V'r~-^P  V£2  +  £2l/2  ^^^  £smyl/£'2"+^7;2 

^  ^   y   1  —  &2 

/s?'n  9  cos  cp  dcp 

c2  —  (y2  _j_  1)  sin^  cp  J~^ 

/        1  /    C2  +    1 

16)   Sei 


1 

1  ftn 

2 

vi-f 

^vr+^  \_ 

Pn  = 

^    na  +  sin^cpl 
J             zJcp              ^ 

<?»  = 

Rn-- 

=y    z/<p    '^''' 

so  gelten  folgende  Relationen: 

{a  -)-  s^>^2  9))«  sin  cp  coscpzJ  cp  =  —  2na(l  --\-  a)(l  -{-  £2 f^)  p^_^ 

+  (2n+  1)[1  +  2a(l  +  £2)  _|_  3rt2£2]p.^^ 
-  (2n  +  2)(1  +  £2  +  3a £2)  P„+i  +  (2^^  +  3)  £2  P,,^^. 
(6  -f-  cos2  cpy^sin  cpcoscp  J  cp  =  2nh(l  —  h) {s'l  —  £2 h)  Qn-i 

-   (2)^   +    1)K^  +   2&f£,2    „    ,2)    _    3^2,2]  Q^ 

+  (2  n  +  2)  (£/  -  £2  _  3  &  £2)  Q,+,  +  (2  1^  +  3)  £2  Q,,+r 
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(c  -|-  t(/n^  Gp)"  tan  w  ^  w 

— hoi^^—^  =  -  ''^''('  -  '^('  -  ^^'^)^- 

-  (2n  +  1)[1  -  2c(l  +  ./)  +  3c'^8nEn 
+  (2  n  +  2)  (1  +  £/  -  3  c  8^-)  Bn^,  +  (2  n  +  3)  ./i?,^^. 
17)   Sei 

m   _     r d^ 

"  ~  J   (h  -\-  g  siw^  cp)»*  z/  (p ' 


so  wird: 

^2  s/i^  cp  cos  (p  /l  (p 


=  _(2m  -  5)£2T„^_, 


(/t  +  ^  s/>i'-'  (py 

+  2(m  ~  2)[r/(l  +  e^)  +  3/.£^]  T„,_2 
-  (2m  -  3) [r/2  +  2hg{\  +  £-2)  _j_  37,2,2]  t,,_, 
+  2(m-  l)/^(^  +  /,)(^4-/,a2)T,,. 
Die  Beweise  suche  in  Enneper,  „Elliptische  Functionen". 


§.  116. 

Einige  Integrale,  die  sich  auf  elliptische  zurückführen 

lassen. 


dz  ,  1 

z- 


y^      "_       •    Vergl.  Grelle,  Joiirn.,  32,  S.  213. 

'^  fwrhTi'  '  ^ "-"'  ^'  ' ""  ^  =  ^^ + ^'"^ 

j  -f-  Vi  —  sm  9?,     1  -|-  s/^i  qp  r=:  ^j,     1  —  sin  (p  =  0^2, 

21* 


324  Elliptische  Integrale. 


8)   f.,      ,    ,    ,rr       .    ,     ^-^     ^'  =--  ^^ 


dz 

9)     /    ^^  ,     a  -f-  ^.^'^  +  cx^  =  z\ 

J    ya  4-  hx'^  -{-  cx"^ 

10)  r-,.      ,    f";    ,  ,     a  +  &^2  4_,^4:^^2^2^ 

11)  dx{a-\~hx-\-cx^-^dx^')-'^i     fa-^hx-^-cx'^-^dx^' 

[xya  -\-  z 

^c^^    r  dx  ,  1     _ 

12)  /    -7 —  ^,     X -\ =:2^ 

J    Va^-hx^cx'^-^-dx^^-^cx^-^hx'^-^-ax^  ^ 

13)  r  ^  =^'     Setze  9)  =  2 1/^  -j-  «  und  be- 
J     ya  -\-  bcosfp  -|-  c sin cp 

stimme  w  aus  h sin a  =  ccos  a. 
r  d(p 

J    y A  -j-  B  cos  cp -\- C sin  (p -\- D cos  (p  -f- Esin  cp  cos  cp  -|- Fsin'^  cp 

z  =  tgn  (p. 
Vergleiche  Gauss'  Werke  III,  S.  333. 

15)  JL  r=    /  -~ ^  ,  "^1  —  cos2  C5  s^-^2  q)  z=  y  '^sin  a 

J    yl  —  cos^cc  sin'^  cp 

16)  B  =    I  -^~, ^ ,  ]/^l  —  cos^ocsm^^  ==  y'fsina 

J    y\  —  cos'^  a  sin^^  cp 

i7\    r A"| /l  —  cos^ccsin'^cp   -,  .  ^/^ 


sincp  ^'  ^        Vcosoc 

Diese  Integrale  reduciren  sich  auf 

y^  y  sin  a  dy 


A=-,J 


V—  sina{l  -|-  y^)  +  (1  +  sin^ci)y^ 


-„  3     /*  X  'f/ sin  a  d  x 


2  ./    y.„_  sma(l  -^  ^6)  -f  (1  -f  sw2ojj^3 
(1  —  cosccy^)dy 


C^-2fcosa   f    ,  ^ 


^)cosa  —  (1  -\-  cos'^a)iß 
Vergleiche:     Verhust:  Chap.  XIV.     Dasselbe   erweitert  mit 
Literatur,  Enneper:   Note  I. 
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§.  117. 

Pseudo- elliptische  Integrale. 

1)    Sei  F  eine  algebraische  rationale  Function,  so  wird,  wenn 

gesetzt  wird, 

/sin  cp  F(sin'^  cp)d(p  1     /•  F{s)  d  z 

Vi  —  £-'s/)T^'  " "  2  j  1/(1  —  ^)(r-  ^'^s) 

/ras  cp  F(eos^  (p)d(p  _  1     rF(l  —  z)dz 
Vi  —  £-\smi^9)   ~~^  7  i/^Ti~—  «'^) 

fr/j?  9  F(tgn^  cp)d(p  _  l      /  "  vF^^^ j  ^ 


/ 


Vi   —    £2s.f,^,2^  2  J  ^(1    —    ^)  V^l    —    £2^ 

Diese  Integrale  sind  also  nicht  elliptisch. 
2)   Ebenso  lassen  sich  die  Integrale  von  der  Form 

f(x)dx 


I 


1/(1    —    ^2)(l    _    £2^2^ 

wenn  /  eine  solche  Function  ist,  dass  resp. 
durch  die  Substitutionen 

1       ,    / T    /1 c2  /y.2 

i)  =  -  V(l  -x^)(l~x-H^),    p  =--  a:  V  ^—-f- 
«^«^  '      i  —  x^ 

1/  1  —  x-^ 

auf  algebraische  Integrale  zurückführen. 

Vergl.  Hermitte:     Liouville  Journ.  VI,  p.  5  bis  18. 
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§.    118. 

Elliptische  Integrale  erster  Gattung. 

1)  F(y,.)=    f  If  a^<l. 

J     1/1  —  s^stn^cp 

2)  Sei  ' 

z/g)  =l/l  —  s^sin^cp^ 
so  wird,  wenn 

cos  6  =  COS  (fi  cosil)  ^  sin  cp  sin  ^  z/  ö, 

F(^)  ±  Fit)  =  F(0). 

3)  Es  ist  auch 

z/g)     '    z/^ 

4)  Sei  Si  der  complementäre  Modul,  so  dass 

£2  +  £f  =   1, 

so  sollen  die  vollständigen  Integrale  bezeichnet  werden  wie  folgt : 

7t  7t 

,y    Vi  —  s'^sin'^q)^  J    V^  —  s{  sm'^  cp 

0  0 

5)  Sei 

^nf?^  Q)  =  — p — ,  — ; —  rrr:  eA  L anden'sclie  Transformation, 

so  wird 


J    ^q>"-  1+1-J     1/1-  £/ 

0  0 

2  V^«-] 


o'  o'  ^ 

6)   Sei 


-1 

1 


SO  wird 


1   +  £n- 

sin  {2q)n  —  (pn-i]  "  ^n-i  sin  (pn-i, 


F  (9),  5)  ==  £„  F(g)„,  £„)  ]/^l^^"3i 


Wird 

so  folgt 
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£n  ■ —    ^1 
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F((p.8)r=  s  8^8.2...  £n-i  Jog ign  —  (jp, 

7)    Setzt  man 


51. 
41 


so  folgt: 


,     ^             1    1  -4-  sinil) 
Ujn^  CD  =  — ^— ^ 


d  (p 


___ 1 


1/  l-^^^^jsm->^ 


srn  ^  == ^-^^ ^——^ 

(l+V^i>J-(l  -Vs^^sin^ä 

gesetzt,  so  ergiebt  sich: 

dijj  ^ 2(1  -f  8,)d6 

Vi  _  QEÄJ^^  ^  V(l  +y.,>  -  (1  -  Vs.ysinH) 

9)   Verbindet  man  beide  Substitutionen,  so  wird  für 
n  -i-  £  1  ,h,-2  CO  =-  (l±yiiy  +  2  f  1  +  ^i)  SM»  e  +  (1  -  Ve,)^  sw^  ^ 

d(p  __  2 dO 


§•   119. 
Elliptische  Integrale  zweiter  Gattung, 

1)   Bestehen  die  Gleichungen 

F(cp)  +  F(ip)  ==  F(ö) 
COS.  6  =  COS  (p  COS  ^  —  sin  cp  sin  ip  zl  6 

dcp    ^     ^?^_^Q 

z/g)     ^    zJ  p  ' 


(^4) 
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SO  wird,  wenn 


gesetzt  wird, 

E((p)  -\-  E(i^)  —  E(ö)  ==  e^smcp  ^irnl)  sin  6. 

2)  Für  die  vollständigen  Integrale 

TT  ^ 

2  i 

E 

0 

gilt  die  Beziehung 

K'E+  KE'  =  KK'  +  ^' 

3)  Setzt  man 

d  CD 


=:   f  dcp  Vi  —  a^sin'^q),     E'  =       dcpVl  —  ff  sm'-^  (jp 


so  wird 


und 


wobei 


J  ^9: 

0 

f  zj (pd(p  ^=    /  zln^-udu  =  E (u) 

0  0 

X 

E  =--  f  /In'^udu  —  E{K\ 


d  (p 


j  ^9 


Diese  Form   der  Integrale   zweiter  Gattung  rührt  von  Ja- 
cobi  her. 
4)   Die  Landen' sehe  Substitution  liefert 

1  —  f^ 

E  ((fn,  Bn)  =  (l+  £n)  E  (cfn+i,  f  «+i)  +  — ^  F(cpn,  8n)  -  Sn  SZn  (fn, 

wird  8n  —  1,  so  folgt  hieraus 

E((pnSn)  —  Sincpn, 

fj  1  1    _'        ,       f  sm  op  cos  w 
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f.)  ^  {F(<p,h)}  =  ~,F(<P,h)  -  ~E(9,s,) 

^     1      sin  (p  cos  cp 


f  Vi  —  s'^ sin-  cp 


V 

^|-E(qP,f)!  = 

=  -i{J-(9,,.) 

-  F{cp.,c)\ 

8) 

~{E(cp,s,)]  = 

^1 

E(<p,s,)\. 

Speciell  für  (p 

7t 

"^  '2 

9) 

dK               1 

ds               t 

Vergl.  Enneper:     Elliptische  Functionen,  §.  27. 

a 

^  '        ^J    l-cos^ßcos'^0yi-s-2sinHi 

0 

I   .•  i/T T—T-   r         cos^ä  dO 

-4-smacosocVl  ~  e^S'in^a  / -— === 

J    l~-cos-^acos''0yi  —  £^2g^^^2ß 

0  ^ 

^  I  _  {2^(«, ,)  E(ß,  eO  +  E{a,  e)  F{ß,  s,)  -  F(a,  s)  F{ß,  e,)]. 
Ibid.  §.  28,  29. 


§.  120. 
Elliptische  Integrale  dritter  Gattung. 

1)   Sei 

^^'    '  -^      J    (1  +  a  sin'^  (p)  zJ  cp' 
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SO   kann   dieses  Integral  immer  in   ein  solches  verwandelt  wer- 
den, bei  dem  a  negativ  und  der  absolute  Betrag  von  a,  |  a  \ 

0<|a|<l 
w^ird. 

I.     a  zwischen  —  oo   und  —  1. 

Setze 

1  —  8'^sm^ci 

a  z=. 

so  wird 

a  ~y  l  % 

stn- a  =  - — ■ — -,     0  <;  «  <;  — -, 

Cl    — }—    8  Ji 

sodann  ist: 

n (9,  a,  s)  =--  — YZIJ2 —  ^^^^  ^'^(^'  —  ^  ^^'^^  ^^'  ^) — r=r^'^  ^^^'  '^ 

,    l/l— £^sm2o4  \l-\-tqnatnnwy  {\  — 8'^  sin'^a^il-- 8^^-8171"^  w)\ 

\ WT^ ;ä~^  ^^^9  ^  '^^  I — ~ A/ —  \ 

2(1  —  8-)  \\  —  tgn a tgn  9)  V ( 1  —  8^ shV^ a){l  —  f^ §^-^^;2 ^ j J 

IL     Ist  a  zwischen  0  und   00,  so  setze 

so  dass: 

n{cp,a,8)--=-^^^^^^-^^^ 

arc tgn  [sin  a  tgn (p  V(l~\- 8'^tgn'^a)(l  —  8^  sin^  (p)}- 


stn  a 


Vl-\-8Hgn'^a 
2)    Setzen  wir  also 

n(w,n)  =  (7T--r  .    ,  ^     ,    0  <  |w|<  1 

J    (1  +  nsm^cp)zl (p'         ^  I     I   -- 
0 
und    es    mögen   die   Gleichungen   (A)   des    vorhergehenden    Ab- 
schnittes bestehen,  so  wird,  wenn 

(l+«)(6^  +  «) 
tu 


n((p^n)  +  Iir(^,^i)  —  TT  (0,9?) 
3)    Sei 


1  i^  y«  sin  cp  sin  ip  sin  6 

=  -7-  arc  tgn 


Yfjj  ^       1   —  II  S«^^2  (j  —  ^1 .5^11  qp  2,in  l^'  COSÖ  Zl  6 

tgn  cp 


Vi  —  r-sin^(p 

A = (1 + «)  (1  +  g, 
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SO  wird 

n((p,n,  8)  -f  TT  (^9,  -^,  £^  =  F((p,  £)  +  f'i'J^i' 
4)    Sei 

0 

so   haben   wir   cHe  Normalform   von   Legendre   vor   uns.     Die 
Normalform  von  Jacobi  lautet: 

u 

-rr, .      ,         r  ^-  sn  a  cn  a  ^n  a  m-  u    , 
n'(ii^a)=2    /  — — — du 

0 

und  es  besteht  die  Beziehung 
wobei 


n  ==  —  s^sn'^a^     u 

0 


5)    Man  merke  auch 

iT'(^t,a)  =--  n'(a,u)  +  uE{a)  —  aE{u). 
Diese  Formel  führt  das  Integral  der  dritten  Gattung  auf  ein 
anderes  zurück,  in   welchem  das   Argument  und  der  Parameter 
mit  einander  vertauscht  sind. 
G)  Wir  haben  folgende  Reductionsformel: 

1)  n  zwischen  0  und  —  f^^  n  ^=  —  s'^sn'^a 

T 

f              dw                          ,     tgnam  a   ^, ,      . 
/   7T~i ,    ,    ,      =  u  A-  ~ 77'  (u,  a) 

0 

2)  n  zwischen  —  £2  ^^d  —  1,     n  =  —  a'^sn'^(ia  -f-  K) 

3)  n  zwischen  —  1,  und  —  oc,     n  =  —  £^sn'^(a  -f-  ^'^') 

/ä  w  tqnam  a  ^, ,         ,    .   x 

{1  -\-  n  sin^  cp)  ^  (p  zJna  v  '      '       ^ 
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4)   n  positiv,     w  =  —  e^sn^ia 

- — ■ ^4 — — — —  zz=  u  4 M— ^ — ^      ^  t  TL  (iL  %  a) 

(1  -f-  ^^  sm2  (p)^  (p  '  z/  n  (a,  f  1  j  V  '      / 

0 

7)   Man  merke  insbesondere: 

J7(0,a)  =  0,     n((p,K)  =  0,     n((pj%')  =--  ^, 
7T(9),x  +  ?'x')  =r  0,     7T(;(,rO  r=r  77Ji;(a)  —  a  E. 


§.  121. 
Reihenentwickelungen  für  elliptische  Integrale. 

l)    F {cp,  £)  ~  (p  K  —  sin  cp  cos  (p    --^  f^  j^  _l^  ji^  ^4 
1  3 

1  FL  I^     Q 

1  7  7   5  7   5   3 


8  ^    '     8.G  ^     '     b.6.4  ^     '     8.6.4.2 

etc. 
Für  den  Fall,  dass  s  nalie  an  1  ist,  wendet  man  bequemer 
die  folgende  Entwickelung  an: 


2)   F{cp,£)  =  K'logtgn  (450  +  |-) 


ST/^cp  l2      '1        2.4      '   1     '    2.4.6 

1  3 

^2  =--  4-  ^^>^'  9^  ~  2T4  ^^^^'  ^ 

1  5  5   3 

etc. 
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3)   Sei 

1  ~  fi 

ri  = 


1  +  ^1 
und 

F((p,  s)  =  Ä(p  —  Äi  sin  2(p  -\-  Ä.2  sin  icp  —  Ä^  sin  ß  cp  -| , 

so  wird 


..(,4-,.(.  +  (i)%.  +  (y)%.  +  (H^)\ 


6      I 


Ä, 


1  +  ^fl         ,     1      1.3^,1.3     1.3.5 


1 


2"  "^  +  2"  271 '^'  +  274  *  277^6  '^'  +"* 


.  l  +  r?/l    1.3,   ,11.3.5^,1.31.3.5.7,, 

^^^-^iT-2:4^^"+^-274:6^^"+2n-2:4:6:8^^+ 


Ä, 


3       h   '  2.4.6  '^    "^  2  *  2.4.6.8  *^'+*' 
etc. 
Man  merke  insbesondere: 


--f['-ö)'"+(=^y-'-(Ä)'-+- 
--'-©(■+(i)''.'+(Ä)'<-'+(^)''-- 


_l/i-L^    •'    I    1^    4    ,18655 

4  i    "+"  32  'i"  "^  384  'i  "^  49T52  ''  + 

4)     Z(g),  £)  =  9)  E-f  s/,^  g,  cos  cp  |i^  £2  ^_  _L  £4  A, 

+  2^6^^^^  + 
etc. 
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5)   E((p,e)  ~  sifKp  —  logtgn  (45«  +  -|j  E' 


Sin 
1 


t(jn^  (p 


1  3 

Ä.2  =  j  tgn^  cp  +  ~~  üjn^  cp 

^3  =  J  iy^'^P  —  674  ^^^^'9^  +  67472  ^^^9^ 
etc. 
6)   Seien  y]  und  £  beide  sehr  klein,  so  wird 

—  sm  9  cos  ^)\~  A  -\-  Äi  Bi  +  ^2  ^2  4-  • 
wobei 

Äo  =  n'  +  ^  ^' 


1         .    ,    1.3    .    .    ,    1.3.5 


Ä,=-  n'  +  -^-n'^'  +  K^A  ^'n 


2 -VI -3 


2    '         '2.4'      '2.4.6 
etc. 


£' 


13 

5j  =  _  sm2  9+472 

B,  =  i  8m4  9  +  ß^  sm'^  9)  +  ^^ 

B,  =  1  si..«  (p  +  g^  sin^  cp  +  ^  sm^  cp  +  ^I^ 

etc. 
7)   Sei  7]  nabe  an  1,  b  sehr  klein,  so  wird  —  iq^-  ^=  ssinO  gesetzt: 

J7(gp,-t?^£)-(p[l  -  i^o  4471^1 -^71^ ^•^  +  ---) 

-f-  sin  cp  cos  cp    —  Äo  —  ÄiBi  +  J-2  jB^  —  ^3  -^3  +* 
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Aq  ^=  s  sin  0  —  —  £"^ 

1  13 

Ax  =-  hHhf-Q  —  --  £3  5/^^^^  +9^  £^ 


A.^  =  e^slrr^O  —  ^  e^siu^O  -f  ~  s-^smO 


2.4 

1.3.5 
2.4.6 


etc. 


j.  1      .      •     ,       5       .  ^        ,       .5.3 

£;  =  -  süi^  9^  +  ß7^  sin^  ^  +  6747 


etc. 


8)    Tj  und  s  seien  nahe  an  1. 

n(cp,-n^e)  =  ~  locjtgn  (45«  +|)  {l  +  \a,  +ii|  Ä, 


4.6.8^'  + 


A 


4.0.8 

+  *"*  ^  \\  ^h'^  "  ^»  ^^  +  ^'  -^'  -  A,B,  +  --  -j 

^,  =  (1  -  ^.)e  +  i.  ,. (1  _  ^.y  +  i,|  ,.  (1  _  ^.)  +  1^  ,e 

etc. 

i?o  =  l-L__i.i_L_ 

4  cös*^        4      2  cos'^g? 

^    __  j^  g/i^^^        3.1       1  3.1.1       1 

6  cos^  cp        6.4  cös^  '    6.4.2  cös^ 
j^^  ^  1  siii^^JP  __  5J.  sin^  (p        5.3.1      1  5.3.1.1      1 

5  cos^(p       '8.6  COS69?  '    S.6.4:CÖs^~^~~S.ßA.2cös^ 

etc. 
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Elliptische   Functionen. 

Allgemeine  Formeln. 
§.  122. 

Es  werde  zur  Abkürzung 

sinus  amplitudo  mit  sin  am  oder  sn^ 
Cosinus  amplitudo  mit  cos  am  oder  cn^ 
Delta  amplitudo  mit  Zl  am  oder  zJ  n 
bezeichnet. 

Sei  s  reell  und  kleiner  als  1,  ebenso  £i,  und  sei 

^'  +  ^i  =  i> 

ferner 

u  =z  arg  [ument]  am  [plüudo]  { (p  für  den  Modul  e 
oder  kürzer 

u  r=r  arg  am  [9,  £|, 
so  wird: 

dx 


u  = 

0 


r       _ä(v  _^    r <: 

I    VF—  e'^sin'^cp        J  Vi  —  x'^ 


J    Vi  —  e'^sin'^cp        J  Vi  —  x'^  Vi  —  ^'X" 
dabei  ist 


cp  z=  am  [u^^] 
X  =  sin  am  [u^  f} 


Vi  —  x'^  =  cosam[u^B\ 


Aus  diesen  Gleichungen  folgt  sofort: 

sn'^ii  -|-  ct^-  w  =  1 
Jn'^u  -f-  e^sn'^ii  =  1 

z/n'^M  —  z/^^^i;  —  h^{sn-^v  —  sn'Hi 
sn^u  —  sn'^v  =^  cn'-v  —  cn'^u 


Elliptische  Functionen.  337 

sn  u  =  Vi  —  cn^  u 


sn  u  ^=--  —yl  —  ^n'^u 


cn  it  =  V\  —  sn- u 

cn  tt  =  V^n^  u  -\-  s^ 

Jnu^=z  Vi  —  B^sn^u 

^nu  =  Vs^  -\-  cn^  II. 

Wir  führen  noch  die  vollständigen  Integrale  k  und  k'  durch 
die  Gleichungen 


X   r= 


2  1 

/clcp  __     r dx 

Vi  —  e'^sin-^cp  ""  J  Vi  —  x^  Vi 


£2^2 


2  1 

k'  —     r  ^y  ^     /* äx^ 

J  Vi  —  elsm'^fp  ~  j  Vi  —  X-'  Vi 

0  0 

und  bemerken,  dass 

am\%  —  u)  =--  coam(u). 
Sodann  gelten  folgende  Formeln: 

1)  —  snu  -—  sn  ( —  u) 

cnu  =  cn  (—  u) 
^nii  =  ^n  ( —  u). 
cn  u 


e^  x'^ 


2)  sincoamu  = 


zimi 


sn  li 
cos  cocim  ti  =  8-,  -- — 

n  coam  u  -—  —:-^~  • 

3)  1    rn:   f  Sn  II  SH  (u   4;   t  z'). 

4)  Seien  m ,  w  positive  ganze  Zahlen ;   d^  und  ^^   entweder  -[-  1 
oder  —  1,  so  wird,  wenn  zur  Abkürzung 

{it  -]-  2nöiK  -{-  i2  m  d.2  k'}  =  tv^^ 

[u  +  2nd,7i  +  i (2  m  +  1) 8.,  %'}  _-=  iv^ 

[u  +  (2  n  +  1)  d\  X  4-  i  2  m  d,  %'}  =  i(;3 

{«^  +  (2^  4-  1)^1%  4-  iC2m  4-  l)^,x')  =^  t(?3, 

Laska,  mathem.  Formelnsammlung.  29 


m 
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gesetzt  wird: 

snwi  ■=  (—  Xysnu 
cniVi  =  (—  ly^+'^cnu 
Jnwi  =  (—  ly'^nu 

(-  lY 

sniV2  = 

8  sn  u 

/Inu 


^niv.2  =  iÖ2(—  1)"*+' 


e  sn  u 
cnu 


snu 

^  .        X    ,      ,  e.\Sn  11 
cnw,  =  8,(-  1)-+"-' ^fTT^r 

Jnw,  =  {-\y    ^^^^ 


Jn  u 


£  cn  a 


5)  s^  (2  /i  %  +  2  m  i  3«')  =  0 

c^  [(2  n  +  1)  %  +  2  w^  i  %']  =  0 
z/w[(2w  +  l)x  +  (2m  -f  l)i%']  =:=  0. 

6)  sn [2n%  -\-  (2  m  --)-  1) in']  =^  co 
cn  [2  n  3<  +  (2  ^?^  -\-  l)in']  =^  oo 

zJn[2nK  4"  (2^^^  +  1)^%']  =  oo 

7)  Ist  snu  =  snv,  so  wird: 

li  —  V  =^  4:n%  '\-  2im%' 
tt  -f-  ^  =  (4  ?^  -f-  2)  X  -f-  2  m  i  x'. 
Ist  cni^j  =  c^v,  so  folgt: 

it  —  f  =  4  w  %  -f-  2  >^  (x  -|-  z  %') 
u  -{-  V  ■-=  i  n  K  -\-  2  n(K  -{-  i  %'). 


8) 

Ist 

so 

wird : 

Ist 

so 

folgt: 

Ist 

so 

wird : 
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Ist  zJn  u  =  z//i  i?,  so  wird  : 

ti  —  V  ■=  2nx  -^  4:  m  l  x' 
li  -\-  'V  =:  1  n  X  -\-  i:m  i  x'. 


snu  =  —  snv^ 

V  =  2nx  -{-  2  m  i  x'  —  ( —  1)»  u. 

cnu  =  —  cn  v^ 

V  =  2(2yi  -f  m  +  \)x  +  2mix'  ±  u. 

z/w  rrr:  zJn  V, 

v==  2nx  +  2(2m+  V)ix'  ±  u. 

Specielle   Formeln. 
§.  123. 


1) 

swO  =  0 

chO  =  1 

^nO  =  1 

2) 

sn  X  z=z  \ 

cnx  =z  0 
Jn  X  =z  si 

3) 

sn  x'  =  l 

cnx'  =z  0 

^nx'  =z  £ 

4) 

sn  2  Z   :i=r   0 

cn2x  -^  —  1 
zfn  2x  ^  \ 

5) 

snix  ~  0 

cn4:X  =  1 

zfn ix  =z  \ 

6) 

snix'  =  OD 

cn  i  x'  =  00 

zin  ix'  =  CO 

7) 

1 

sn  2  i  x'  =z  0 

cn  2  i  x'  =  — 

An2ix'  =  - 

1 

1 

8) 

sn  iix'  =  0 

cn4tix'  =  1 

^n  iix'  =  1 

'    9) 

sn(x 

± 

IX') 

1 

B 

cn  (x 

± 

ix') 

'=--T  ■ 

:  ^ 

zJn(x 

± 

ix') 

==  0 

22* 
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10) 
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X 

1 

11) 

.x' 

i 

sn  2 

Vi  +  ^1 

Vb 

cn  — 

-V  ^' 

^yi+. 

vn    2 

''1  +  ^1 

""f 

=  y.. 

=  Vl+£ 

12)  ,,„(|±.V)  =  ^ 
c«(|  + ix')  =  +  *]/_ 

^^  (-77  i  ^5^')  =  "F  ^  Ve 

13)  ,,(,±^^)^-L 


C'^  (^5«  ±  ^  |- j  =  +  ^  ]/- 
z/n  ( 5<  +  ^  -^  j  =Vl  —  £ 

14)    ^       s»pii^)  =  ]/I 

o«(^')=(i+i)y 


15)  s>^  (2z  +  2iz')  ==  0  16)        s^^(4x  ±  4ix')  =^  0    : 

cn  (2;c  ±  2ix')  ==  1  c^^(4z  i:  4i>c')  =  1    3 

z/n  (2-^  +  2iyJ)  ^  —  1  z/^(4x  +  ii%')  ^  1    ^ 


17)  sn  (w  ±  ^)  =  i 


cni* 


z/nit 


cn  {n  ±^)  =  +  h-j^- 


18)  sn  (u  -\-  ix')  — 

bsnu 

.      ,    .   ,         __  i/inu 

Cn  (U  -r  t  k')   :rz=  _i_  

ssnu 

Ar       {      '    r\  —   .  CnU 

'      snu 

19)  sn  (u  ^  4tx)  =  snu 
cn  (ti  -f  4:x)  =  cnu 

z/w  (u  ±  4:%)  :=  /Jnu 

20)  sn  (u  +  2x)  r-r  _  snu 
cn  {u  -V2%)  ^=  —  cnu 

An  (w  +  2  z)  =  An  u 

21)  sn  (u  +  2 ix')  =  snu 
cn  {u  ^^2 i x')  =  —  cnu 

An  {u  ■}2  2ix')  ^r=  —  An  u 

22)  sn  (u  j;^  i  i  x')  =  sn  u 
cn  (u  +  4: ix')  :==  cnu 

An  (u  -^  4i  x')  ■=r=  An  u 

23)  sn{u-\-x-¥ix')=^^^ 

~~       ^        £cn  u 

cn  (i(  -["  ^  i  '^^')  -- 
An  (^*  +  ^  i  ^'^')  =  ± 

24)  sn  {u  —  %  ^2  ^^')  =  — 
cn  {u  —  X  -V_  i  x')  ^=  ■\2 

An  (U   —   X  -^2  i  X')  rrrr  4-  ?  f , 

cn  u 

25)  sn  {u  ±2x-\^2  ix')  =  —  snu 
cn  (u  ±2x  ±  2ix')  =z  cnu 

An  (u  ±2x  ±  2i x')  ~  —  Anu 

26)  sn  (u  i^  4:X  ±  4:  i  x')  r-r  sn  u 
cn  (u  ±  4x  ±  4i x')  r-r  cn u 

An  (i(  +  4 X  +  4 ^ x')  z—.  Anu 
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§.   124. 

Einige  DifTerentialformeln. 


^ .    d  sn  li 

\)   — —  =::  cn  u  ^n  li 


d  u 

d  cn  u 
du 

dzlnu 
du 


—  sn  u  ztn  u 


=  —  E^smicnu 


^,    d^snu  /i     ,      „N  ,    ^ 

2)       ■    ^     r=  —  (1  -U  8^)snu  +  2  8'^snHi 

.      „       =r   (2£2    _    l)en7i    —    (1    +   £^)cn^U 

et  u 
d^zJnu        ^,     ,      „    ^   ^ 


f/w^ 


dlocjsnu cmizfnu  cmi 

du  snu       "~    ^  cn(%  —  u) 

d  log  cn  u sn  u  zin  u  sn  u 


du  cnu  sn{%  —  u) 

dJoQ/lnu  ^  snu  cnu 

^ =   —    £2   r=   —    f  2  5^2  r^i  s^^  (^  ^A 

du  ^nu  ^ 


^>  jü  '"'^^  V  \ 


l\  —  snu  ^nu  1 


snu  cnu  sn('K  —  u) 

d    -,      1 /l  —  cnu        Zinu  ü^ 


U        '^     ^     l 


du      '^    ^   \  -\-  cnu         snu         cn('K  —  u) 


d    ,      1/1 


/ 1  —  zin  n cn  u  sn  {%  —  u) 

-f-  cnu        snu  ^  cn{%  -^  u) 
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§.  125. 

Elliptische  Functionen  mit  doppeltem  und  mehrfachem 

Argument. 

2  sn  u  cn  u  /in  u 


V 

i/(  J,  H    — ; ; ; 

1  —  a-sjci« 

2) 

1     z}*nii  —  i'^       cn^u  —  sn^n^-mi 

£■2       1    —  e''SH*U                    1   —  i^SII*H 

1  —  2s»2j(  -1-  £^sn*u 

1  —  £''sn*n 

3) 

1  —  e'^sn^u                1  —  s'^sn^u 

_  1  —  2s'^sn'^u  +  €^-sn^u 

1  —  a^sn^n 

4) 

,      ,    _           2c??2|(z/2nw 
cn  2u  -\-  /In  2i{  := — — - 

5) 

^    c                  2s'-^sn^u 

cn  In  —  /In  2u  =  — 

1  —  s'^snn 

6) 

1    1  —  /in  2n         1  —  cn  2  n 
~  £•'    1  +  cn2n         1  -f-  Jn2n 

7) 

cn  2  n  -h  /In  2  n        f '-'       1  —  /In  2  u 
cn^  n  —                              — 

1  -f-  /In  2  u             £'•*  /In  2  u  —  cn  2  u 

8) 

..,            cn  2  n  4-  ^ii  2u         .         1  —  cn  2  u 

zj-n  u  —                                      '^  - 

1  +  cn2n            "     /I)i2ii  —  cn2u 

9) 

sn  u                     sn  2  n                  1    /l)i  2  u  —  cn  2  u 

cn  u  /In  u        cn  2  n  -f-  z/>/  2  n  "  a''^           sn  2  u 

10) 

cn  n            1  -j-  cu  2  %i            sn  2  u 

sn  u  An  u            sn  2n            1  —  cn  2  u 

11) 

/In  n            1  4-  ^n  2  u          .,        sn  2  n 

sn  u  cn  u             sn  2u              "    1  —  /In  2  u 

12) 

cn  u  /Jn  n        cn  2  u    j    /In  2  n 
snu             sn2u    '     sn2u 

1^^ 

sn  n  /In  u            1            cn  2  u 

cn  u  sn  2  u        sn  2  u 
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^ , .    sn  li  cn  u         1  f     1  ^n  2  u] 

14) 


zin  ti  £2  ygfi,  2  u        sn  2  u  J 

Um    die  Formeln   für  halbe   Argumente    zu    erhalten,    ver- 

tausclie  man  u  mit  —  • 

Sei  zur  Abkürzung 

2  An  ii  cn  II  =  p 

1    —    £2  S7^4  U  :=z  q 

1    —    2  Sn2  ^1  _|_   ^2  gfi4  u  =:  S^ 

SO  wird: 

16)  sn2ti  =  —  snu 

«2    _    q2 

17)  sn  3  w  -=  -4 ^,  s?^  w 

18)  sn  4  ^?  =:  -- — --r^- ^, — —  P  q  sn  u 

,^.        ^  r/  —  3^92^4  +  (1  -f  2r)p4^2  __  ^^^g 

etc. 

20)  cn2ii  =  - 

q 

21)  c?^  3  u  — ^— — ^ — ^-~ —  cn  u 

q  —  '^p 

q"^  —  2q'^  ]ß  sn^  u  -\-  r  p^ 

22)  cn  4  ti  =  - —       ^  ^  '      ^ 


r4    _ 


r_2>4 


■^  [q^  —  3  rp^  q^  -\-  r  (r  ~\-  2)pt^  q^  —  rp^  j 

Die   ausgeführten   Formeln    für   16)  bis  23)    siehe  KönigS' 
berger  U,  S.  194. 


§.  126. 
Summen  und  Differenzen. 

sn  ii  sn  V  An  v  -\-  sn  v  cn  u  An  u 


1)  sn  (li  +  ^)  = 

2)  cn(ii  i-  v)  = 


1  —  e'^sn'^usn^v 

cnucnv  ip  snusnvAnuAnv 

l  —  a'^  sn'^  ti  sn^  V 


3)  ^n  (u  -f  v) 
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z^mi/lnv  X  a'^  smi  sn  V  cmi  cn  V 


in  am  u  Zin  v  +  tan  am  v  /In  u 
^    ^       V    _    /        Y  j^  tgnamutgnamvzJmizJnv 

...         .  2snucnv  Zinv 

5)  sn{ii  +  t')  +  sn{u  —  v)  —- — ~- 

2snvcnu/fnu 

sn  (u  -f-  ^)  —  ^n  (n  —  v)  ^= -— — - 

/      ,  •  N    ,         .  2cnu  cn  v 

6)  cn  Oll  -f-  V)  4-  cn  (n  —  v)  = 3 — — 

2smisnv/tnuzJnv 

cn  (u  -\-  v)  —  cn  (n  —  v)  = z — — 

^      '      -^  ^  -^  1  —  a^sn-usn^v 

7)  /In  hl   -f-  V)  -[-   /in(u    —   ^?)  rrr: — 

^         V      I      /    I  V  j        i  —  a^sn^iisn^v 

,    ,      ,      .  .    ,        '  2a'^smisnvcnucnv 

/in  hl  -+-  v)  —  /JU  in  —  v)  -~ — — 

8)  sn(u  4-  v)sn(u  —  v)  r=: ^ — 

„.         /IX/  N        cn^  u  —  sn^  V -4- a^  sn^  u  S7i^  V 

9)  cn  (u  +  v)  cn  (u  —  v)  =  — --^ 

-i^x     .    ,     ,     s    >    /          -,        1  —  a'^sn^ii  —  a^  sn^  V -4- a^  sn^  u  sn'^  V 
10)  /in  (u  +  ?;)  An  ki  —v)= ! 

.Sl^  ti  cn  ti  /In  v  -\-  snvcnv  /jfn  u 


1  —  a'^  sn"^  u  sn'^  V 
sn  u  /Jn  ii  cn  u  +  sn  v  /In  venu 


11)  sn{u  x  v)  cn  {ii  -[_  v) 

12)  sniii -^  v)/]n(ii'T  v)  

^  ^    -    ^       ^      •     -^                   1  —  a^snHisn^v 

iQ\  «..  ^.,  _L     \^   /    —    N        cnii/fmicnv/fnv  4^  aisnusnv 

13)  CW(lfc  +  V)/Jn(u  4-  ^?)  r=:  L — t 

j^x  s^?-  (n  +  ^^3  +  ^^^  0^  —  '^0  _  sn  u  cn  v  /in  v 
sn i^u  -\-  v)  —  sn-  {u  —  v)        snvcmiAnu 

15^  c>?0^  -  ^)  +  cn(u+j^ 


cn  ti  cn  V 


cn  (u  —  V)  —  cn  (u  -^  v)        snusnv/Inu/Jnv 

16)   ^^^  ^^^  ~"  '^')  +  ^^^  (^^  +  ^) /fnu/inv 

/In  {u  —  v)  —  /In  (u  -j-  v)        a'^sn u  cn  ii  sn  v  cn  v 

-.  rj\  1 j 1  2  sn  n  cn  v  /fn  v 

sn  (i6  -|-  V)    ■    sn  {u  —  v)  '"  sn'^u  —  sn'^v 

1 1  2snv  cn  u  /in  u 

sn  {u  -f-  v)       sn  {u  —  v)  sn'^u  —  sn^v 
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1  2  cn  II  cn  v 


18) 

1 

cn{u  -\-  v) 

1 

cn{tt  -|-  v) 

19) 

1 

zJn{u  -f-  v) 

1 

^n  {u  -f-  V) 

20) 

sn{ii  -]-  v) 

zJn(ti  -\-  v) 

sn  (u  ~\-  v) 

'     cn{u  — ■ 

V) 

1 

cn(^ii  — 

V) 

,             1 

'    ^n{u  ~ 

V) 

1 

^n{%i  — 

V) 

,     sn  (u  — 

V) 

'    ^n(u  - 

V) 

sn(u  — 

V) 

cn^v  —  sn^uzln-v 
2  sn  II  sn  v  ^n  u  Jn  v 
cn^v  —  sn'^u.dn^v 

2  Jn  u  Zin  V 
zJn-v  —  a'^sn'^ucn^v 
2  £2  sn  u  sn  v  cn  t(  cn  v 
zJn^v  —  s^sn-ucn'^v 

2  sn  u  cn  v  ^n  u 

zJn'^v  —  e'^sn-ucn^^v 

2  sn  V  cn  u  /In  v 


zln{ii  -\-  v)        /Jn{u  —  v)        /Jn-v  —  a^^sn^ucn'^v 

sn  (u  -\~  v)  1^  sn  (u  —  v)  2  sn  ii  cn  u  An  v 

cn(u  -|-  ^)         cn(ii  —  v)        cn^v  —  sn^ti/Jn'^v 

sn  (u  -\-  v)         sn  (u  —  v)  2  sn  v  cn  v  /in  u 

cn(u  -\-  v)         cn{u  —  v)        cn'^v  —  sn'^u/Jn^v 

cn  (ii  -{-  v)   '      cn  (u  —  v)  2  e^  sn  u  cn  u  /In  v 


,     cn(ii  —  v)  


22) 


23) 


24) 


z/w  (^  Hh  ^)  I    ^^^  (u  —  v)  2  cn  u  cn  v  /in  n  /in  v 

cn{u  -\-  v)  '     cn\n  —  v)        cn'^v  —  sn'^u/Jn'^v 

/Jn(u  -f-  v)        /in{u  —  v) 2  e^ snusnv 

cn(ti  -|-  v)         cn{u  —  v)  '     cn'^v  —  sn^u/In'^v 

/     ,     X      /  N   I        /  ^      /      .     X        2snucnu/inv 

26)    sn  (u  +  v)  cn  (u  —  v)  -f  sn  (u  —  v)  cn  ^i  +  ^)  =  \  —  t'^snHisn'^v 

,     ,     ^      ,  ^  ,  N      ,      ,     s        2snv  cnv  /inu 

sn  (u  -f-  v)  cn  (u  —  v)  —  sn  (u  —  v)  cn  (u  -{-v)  =  -^— — - — 5- 

\     \     j      \  j  \  /VI/        ]_ — e^sn^usn^v 


sn(ti  -|-  v)  ■sn{ii  —  v)               /Jn-u  —  /in'^v 

cn  (u  -\-  v)         cn  (u  —  v)  2  £2  sn  v  cn  v  /in  u 

sn(u  -\-  v)  sn(u  —  v)  '~'    /Jn^ti  —  /in'^v 

cn  {u  H-  ^)  _i     cn  {li  —  v) 2  cn  u  cn  v  /in  u  /in  v 

/in(u  -|-  ^)  /in(u  —  v)        /fn^v  —  B^sn'^ucn^v 

cn  (u  -f-  v)         cn  (u  —  v) 2  £^  sn  u  sn  v 

/in{u-\-  v)  /Jn(u  —  v)             /in^v  —  a'^sn'^ucn^v 

/in  (u  H"  ^)    |_  ^^^  ("^  —  '^) 2  sn  u  cn  v  Jn  u 

sn  {u  -f"  '^)  ^^^  ('^''  —  '^)         ^^^  '^  —  •s^^  ^ 

/in  (u  -f-  v)        /in  (u  —  v)  2  s'^snv  cn  u  /in  v 

sn(u  -j-  v)  sn(u  —  v)         /in^u  —  /in'^v 


/in  (ii 

-V) 

sn  (u 

-V) 

,    /in  (u 

~v) 

'      cn  {u 

-V) 

/in{u 

-v) 
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^„^        /i\^/  XI       /  N^/iN        2snu  cnv  ^mi 

27)  sn (u  4-  v) Zln  (n  —  v)-\- sn  (n  —  v)  Zin  (u  -^v)  =  ~ — : 

/     I     \  ^   /          \          /          \  ^   /     t     \        2snv  cnu  Jn  v 
sn  (u  -+-  v)  zin (n  —  v)  —  sn  (n  —  v)  ZIn  (u  -\-  v)  ■= 

28)  cn  (u  —  v)  dn (?( -\-v)-[- cn {u  +  v) zJn (n  —  v) 

2cnu  cn  v  z/n  ii  /in  v 

1  —  £2  g.Yi2  II  gfi2  ^ 

/    N  ^  /  I  \    r     \     \  A    .'          \           2  s^  snusnv 
cn (n  —  v) /in  (u  A-v)  —  cn (n  +  ^0 /in  [n  —  v)  = ^ 

29)  cn  u  =  sn  (n  -\-  v)  sn  v  /in  n  -f-  ^^^  0<  +  ?")  cn  v 

30)  sn  V  cn  u  =  sn  (n  -\-  v)  /in  n  —  /in  (u  -f-  v)  cn  v  sn  u 

31)  cnucnv  =  cn{u  -f-  v)  -f-  /in{n  -f-  v)snucnv 

32)  snu/inv  =  cnvsn{u  '\-  v)  —  snv/Jmicn(u  -(-  v) 

33)  /inu/inv  =  zin{n  -|-  v)  -}-  s- smisnvcn(ii  -f-  ^") 

34)  £^  =  z/nn  /in  v  /in  (u  -\~  v)  —  f^  cl^  v  cn  u  cn  (ti  +  v) 

35)  ff  s»  ^(  sn  V  =  cn  u  cn  v  /in  {n  -f-  v)  —  /in  u  /in  v  cn  (ti  -f-  v) 

36)  /inu  =  /inv/in{n  -f-  r)  -f-  s'^  sn  v  cmi  sn  (u  ~|-  t-) 

37)  c>^(?t  -f-  v)  =r  cmicnv  —  smtsnv/jln(u  -f-  t') 

38)  z/w(«  -f-  t')  =  /inu/inv  —  a'^ smi sn v cn (n  -\-  v) 

39)  £j2  gj^  ^,  g^^  1^^^  _j_  ^,^  __  g^^  .^.  ^^^  ^^  ^^^  ^^^  _|_  ^,^  —  ^^^  ^^  ^^^  ^  ^^  ^^^  _|_  ^■^ 

40)  sn  u  cn  (u  -f-  ^0  =  c?«  t^  z/n.  u  sn  (n  -(-  ^")  —  sn  u  /In  [n  -)-  v) 

41)  snu/in(n  -f-  ^')  =  cnv /inucn{u  -\-  v)  —  snvcni^n  -f-  v) 

42)  cn  u  cn  v  /fn  (u  -f-  v)  =  /in  tt  An  v  cn  (u  ~\-  v)  -\-  sf  sn  u  sn  v 

43)  cn  u  /in  v  /in  (u  -\-v)  =  /in  u  cn  v  cn  (n  -|-  ^)  +  f  j"  sn  v  sn  (u  -\-  v) 

AA\    ^    I        /IN/  N        cn'^v  -k  sn^u/in'^v 

44)  1  -f-  sn  (u  +  v)  sn  (u  —  v)  =  — '— — — 

'         ^      '      ^      ^  ^  1  —  a'^sn^-usn^v 

,  /IX/  N        c»2 u  -1-  sn^-  V  /fn^ u 

1  —  sn  [u  4-  v)  sn  (u  —  v)  =  — ^- — — 

'      -^      ^  ^  1  —  a^sn^usn^v 

.-N    1    ,     „      ,     I      .       .  ,        /in'^v  -\-  a'^sn'^ncn'^-v 

4o)    1  -f-  £2  s,2,  hi  4-  v)  sn  (u  —  v)  =  —z r 

'     -^      ^  ^  1  —  a^sn^nsn'^v 


-,         o      /      I     N       ^  X        An^n  4-  a^sn^vcn^ii 

1  —  a-  sn^it  ^ 
cn-u  -f-  cn'^v 


a^sn{n-{~v)sn(u~v)  ^  ,     ,        , 

'     ^      ^  ^  1  —  a-sn^nsn^v 


46)    1  -f  cn  (u  -f-  v)  c?2  (n  —  v)  =  — 


a'^  snHisn^v 


1  /      I      \      /  X        sn^u/in^v  +  sn^v/in^'ii 

1  —  cw  (w  4-  ^)  cn  (ii  —  v)  = ^ 

^      '      ^      ^  ^  1  —  a-^sn'^usn^v 
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47)    1  4-  ^>'^  (^  -f-  ^)  ^^^  f^*  —  'y)  =^  ~. 


1  —  z/w  (w  -f-  v)  ^n  (u  —  v)  ■= 


e^sn^usn^v 


48)     1  -f  sn(u  +  -y)]  [1  4-  sn(u  —  t;)]  =  ^- ~-      , -^ 


49) 
50) 
.51) 
52) 
53) 
54) 
55) 


1    ,         ,,.-,._,__,           .-,        (cnu  -\-  snv  ^nuy 
1  4  sw ( w  +  v)    1  4-  sn (u  — ■  v)\  —'-  4 — 

1  4  f  s^^ m  -4  ^)  1 1 4  £  sw (u  — v)\  =  ^— ^ -— ^- 

,    ,           .      ,     ,-,  r^  _,_        ^           .-,        (zJnu-]-Esnvcmiy 
1  H-  £  s?^  ( i(  4-  ^)    1  4  f  Si^  (u  ~  v)\  =^'  ^, = — 

1  j_       /      I      Mn    1        /            \n           (cnu  -^  mvy 
1  4  cn (ti  -^  v)\\l  -^  cn (ti  —  v)\  ^^^^  -— --= — 

,    ,         ,      ,      .-,  r,  —       .  XT        (snu/InvA^  snv  JnuY 

1   4  Z/^^(W  +  ^)]  [1  4  ^n(u  —  'y)]   rrr  -i f- 

1  4  z/w  (i«  +  v)l  ri  +  ^n  (u  —  v)]  = ^^ ^ ^. 


§.  127. 
Transformationsgleicliungen. 

sn  leu,  —\  ==  ssnu 


h'7 

1)      cn  leu^  —\  =  ^mi 

.dn  jfW',  —  [  =  cnu 

1  sn  (u  i,  s) 

1 


2)     cn  {w,  fj) 
Jn  {u,£i] 


cn  (u  ^,  s) 
Zin  (u  i,  f) 
cn  (u  %  t) 
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(     .    ,         .  sn(u,  fi) 

sn  u  'i,  e\  =  i  — ) ~ 

cn{u^  £i) 

3)     cn  [ui^s]  == 


cn(u^  El) 


.     .     ,         .  snu 
sn  u t, s^\  =  t 


4)      cn{tti^ei]  =r 


cn  u 

1 


cn  u 
zJn  u 
cn  u 


i  sn 


f        .11         .       sn u 

{£l  Itt,  —}  =  l  £,   

l  £iJ  cnu 


5)     cn  Uu^-\  = 


cn  u 


^n  \  £.  ii  i,  —  \  = 

l  £iJ         cnu 

i        .  £  1  snit  ,  , 

sn  |£,  tt, «  —  [  =  £,  — —  ==  cni'ü  —  n) 

l  fj  Ann  ^  ^ 

6)     cn[^,u,^-J^-^^  =  sn{^-^^) 

An  \ £,  iL i  ~\  z=  — —  rrz  —  An (k  —  tt) 
l  £ij        Amt        £i         ^  ^ 


£i  .    sn  u 


sn  \eiiz^t  —  }  =  ^2 


l       '     £  j         ^  Ann 

1)     cn    6  u  L  i  —  \  =  — — 
l       '     £  J        An  u 

.     \       .  .£il         cnn 
l  £  J        Ami 

sn  >'^  -i-  r-  ^..   -    ,    -.1        (1  ±  £i)snucn 


((i±^o«,^;) 


Amt 

±  hl 


i  1  i  £i^  z/nit  ^  ^ 

l  1  _  ^i)  Anu 
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9)     m    (1  +  £)  II,  -,— 7—    =  -r— ^ —   (Gauss) 

A     \n  \      \        2]/£  I         1  —  Bsn'^u 

nn  \{\  -\-  £)  IL  - — -. —  \  =  - — : — 

\..  ,       s     .     ^Vsi  \         .^^     ,       .  snucnu 


10)     cn  1(1 


1  +  £j         1  —  (1  +  e^,)snHi 

An  'ri  4-  6  ^  ui  -1^^  -  1  -(l-Qs^^^ii 

z]n  y{\  +  60  ^i^,  ^--^^j  _  i  _^  (i  _  ,^),,,2,, 

sn  |2  i.  1/6,  -^y-|  -  l_|_,s,,2,, 
(  1  4-  ^1  1  —  esn'^u 

An  ^2u  V^  -^y^l  -  Y+T^^u 

12)  cn  1(1  -\-  8)ui,  - 
Jn    (1  +  8)ui,  -—- . —    —  - 

{,      ,     .     ^      £  —  -^f,]         (s -]- i£i)snuAnu 
sn  [ie  +  ..0»,  ^-^j  =  ^ ±^ 

13)  cn  L  +  i ^0 «,  ^^1  =  l-^(^+'^.)'-»-^" 

.     f.      ,     .     N      6  —  -^'£2]         1  —  *(^  —  isi)sn'^u 
r  ^      £  -f-  ^£iJ  cmi 


-\-  E]  cnuAnu 

—  esn'^u 
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iA\  //       I     •  N       ^VlssA  cnu 


^n  u^i  -)-  is)  H, 


£1  -\-  iej         1  —  e(8  —  i  El)  sn^  u 
2Vl£8i\        1  —  £(8  -[-  i£i)s)i^u 


£1  -j-  i£j  l   —   e(£  —  i  f  1)  Sn'^  U 


I 


§•  128. 
Elliptische  Functionen  mit  imaginären  Argumenten. 

1)  sn{u  +  iv,£)  =  {sri{u,£)z1n{v^£i) 

+  i  cn  (11,  £)  /Jn (u,  f)  sn  {v,  f  1)  (cn  v,  fj) J :  { 1  —  .'^^2  (^^  ^ ^^  ^2  ^i  (^^^  g-)} 

2)  cn  (u  +  e  t?,  £)  =  {c>^  («e,  f)  cn  (v,  f  j ) 

+  i  sn  («,  £)  z/m  (w,  f)  s>i  (t;,  f  1)  Jn  (v,  ij)) :  { 1  —  s^^^  (i;,  £^)zJ'^  u («,  £)} 

3)  ^n  (u  4:  /  y,  £)  =  [zJn  («,,  f)  z/m  (v,  fi)  c/^  (^;,  «ij 
+  i  £2  s;i  (/f.,  s)  cn  (h,  £)  sn  (y,  £\)] :  {\  —  sn'^  {v,  fj  z/2  ?i  (i^,  £)j. 


§.  129. 
Thetafunctionen. 

1)  ^o(^)  =  ^(—  iyuf'e'>^-i  =  1  -f  2  ]2  (—  l)»»g'^^cos2w^ 

—00  1 

+  00 

=  2  (—  1)"  q"^cos  2  »  .r  =  1  —  2qcos2x-j-2q'^  cos4:X 

— 00 

—  2q^cos6x  -j 

2)  &,(x)  =  i  V  (—  l)»g^"    2; ^(2,  +  ,),, 

— 00 

fn--V 

=  2  2  (-  l)"r  sm(2^^  —  1)^ 

1  • 

=  -  21  (-  1)"^  sm(2  ?t  —  1)^ 

—  cc 

=  2q'^  sin  X  —  2q*  sin  3x  -\-  2q^  sin  hx 
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3)  d-,  (x)  =  ^fr  e(2n  +  i)^*  =  2  2r  cos(2n  —  l);r 

-00  1 

=  2  ^  cos(2n—  l)x 

—  00 

19  ^ 

=  2q^  cosx  +  2^^^  cosSx  +  2r^^  cos5^  4---- 

4)  -O-g  (^)  =:  2  2»'^e2».;i  "1+22  ^/''cos2n^ 

—  00  1 
+  00 

—  2  q^^cos2nx  =  1  +  2qcos2x  +  ^q^cosix 

-}-  2q^cos6x  -\ 

5)  ^0  (^)  =^fl(^-  2g-"-^  cos  2  a;  +  r22(2«-i))(l  -  r/n) 

1 

6)  ^i(a;')  =  2yqsmxfl{l  -  2(f'cos2x  +  r/")(l  -  ^^'0 

7)  ^^{x)  =  2't/qcosx  JJ  (1  +  2rz2ncos2^  +  ^'^'0(1  -  f'') 

8)  ^3(^)  =  ZT  (1  +  2g2n-icos2^  +  (2^(2«-^)) (1  -  r/n) 

1 

1    ^^\ji)  (2^x\  1    ^1 

9)  sn  u  =  -, 7 — - 1       sn  ( -— —    —  -  /-  KT 


1    '^1  (2^)  (2%x\  __    1_  ^i(^) 


/:7r  li\  __ 

10^     mw-lA       W         ^    /2^^\  _  VfL  *?i^ 

^  V2>c/ 

Sei   zur  Abkürzung  f|  = -^^  ferner ^^2"^  ""  ^^- (^)' 

so  wird: 


Theta  -  Function.  353 


12)     su^  «  =  ^-i-  {e"  9,  (0)  -  e"  9„  (x)] 


1  1 

To) 


ä  =  möf'^"^'^"^-^"'''^^"^' 


17j     ^0  (X,   -  p)  =  ^3  (X,p),       &,  (X,   -p)r=l^(l±    i)  ^,  (x,p) 
^2  {X,   -p)  =   ^  (1    +    /)  ^,  (X,p),       &,  (X,  -  p)  =  ^0  (X,p) 

18)  ^,  (—  x)  =  ^0  (^),     ^1  (-  x)-^-  -  ^1  (^) 

^2  (-   X)  =  ^,  (^),       ^,  (-    X)  =3   ^3  (x) 

19)  ^0  (^;)2  =   S  ^1  (^)^  +   6,  ^3  (xy 

20)  ^i(^)^  =  £^o(^)2  -  s,^,(xy 

21)  ^2  (^j2  =  f  0-3  f^)-^  —  f  1  ^,  (xy 

22)   ^;,  (^)'i  =  8  ^,  (x)  +  s,  ^0  (^)-^ 

Laska,  mathem.  Formeliisammlimg.  23 
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{oy     '  '      *,(0) 


7t 


2      ^  -  2  ?o</^> 

24)  ^0  (x  +  f )  --=  ^3  (^),     ^.  (^  4-  f )  -=  -  ^1  Ct) 

^'  (:'  +  f )  ^-  "^'^  ^^'^'  ■^^'  (^'  +  f )  ^"^  ^^  ^""^ 

25)  ^0  (^  +  ^^  ^)  =  ^0  (^),  ^-2  (^  +  '^'^  ^y  "-=  (~  1)"  ^-2  (^) 
^1  (^  +  n  ;r)  =r=:  (-  ir  d\  (x%     ^,  (X  -I-  n  n)  ^  ^,  (x) 

26)  ^0    (x  +    -^-i--    TT^     =:    ^,(^0 
^,    (^   +    -^--±-^    '^)    -    (--    1)'-^  ^1  W 

^i  (^  +  ^^^i^  tt)  ==  (-  1)'^.%  W 

28)  »,  (x  ~h  I  loyq^  =  -  J  |^  »,  (x) 

29)  »,  (a;  4-  -|  ?o</3)  =  |p.  »,  (X) 

30)  *,  (a;+  lloyqJ  =  ^»,(x) 

31)  »-„(a;  +  nihyq)  =  (—  1  )"</-»' e^ »^» «■„  (,t) 

32)  a-i(a;  +  nilogq)  —  (—  l)»g-»"e2«.^i^j(^) 

33)  ».j(x  -{-  n i  hg  q)  =  q-«*  c^""'  ».^  (x) 

34)  «■;,  (x  -f-  n  i  log  q)  --  q-"'  e^"=''  *:,  (x) 

35)  ^0  (x    f    ?-^^-^  ilog(j)  =  (~  0''''^'r*^~^')e(2H+i)x.-^^(^^ 
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37)  ?t,  (x  +  ^-^-^  ilogq]  ----  q-yrr-)  e(^*'+-^^-i^,(x) 

38)  0-3  (x  +  ^^-^ —  i^o<j(A  =  (fy-T-)  c(^«+')-^'»-^,(^) 
39j    1%  (^m:r  +  ^  ^\~*~  ^  ^'%^i)  =^  0 

41)  ^2  (^?-^  ^  +  '^^  ^'  ^^^  ^i)  ^-~-  ^ 

42)  O-..  ( ^^ — -  7t  -j ^^^ i  Jo(jq\—-  0 


43)  ^oC-^i''  4-  Il7t  +  mllo(j(i)  ^  (--   lj»^r/-»^'e2mta;^^(^j 

44)  0'i(^  +  ^i;r  4-  milogq)  ---zz  (—  l)'"+»r/-'"-'=c2'»^-^'9-i  (:c) 

45)  t%(^  -f-  nn  -|-  milofjq)  -=  (—  1)"(/-''^' e2»^-^-^'0--' (x) 

46)  ^3  (^  +   n  %  +   »i  ?■  /O?/  ^)   :^  g-"^'  e^mxi  ^^  (^^) 


Sei  —  =  r,  so  wird: 


47)  0-0  (i X,  q)  =  V^e''''  d-,  (r  ;«s-, p) 

48)  O-j  (^  /,  (/)=:?:  Vr  e  ^     '9'i  (r  ^,  jj) 

50)  ^^  (x  /,  r/)  =  Vr .  e--^     'O-,,  (x  r,  j>) 

^yrz|Z.,r(^y^,,(_r^.,>) 

Sei  lo(jq  ^^  p.  so  wird: 

51)  O-o  (.^:)  0-0  ( //)  =^=  ^^3  (2  Q.  X  4-  //)  ^;i  (2  p,  X   —   //) 

—  ^^,  (2  p,  a;  -i  -  ^)  ^-i  (2  9,  ^  —  i/) 


o* 
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52)  ^1  (X)  &,  (y)  =  ^,(2q,x  +  ij)  ^,  {2  q,  x  —  y) 

—  0-,  (2  Q,  X  +  y)  ^3  (2  (),  ^  —  y) 

53)  1%  {x)  ^2  {y)  =  0-3  (2  Q,x-\-y)  ^,  (2  ^,  a;  —  y) 

+  ^2  (2  ^,  ^  +  y)  0-3  (2  (),  ^  -  ^) 

54)  ^,  (^)  ^3  (?y)  ---  '^1  (2  (),  ^  +  i/)  ^3  (2  Q.oc  —  y) 

+  ^2  (2  P,  ^  +  2/)  ^2  {2q,x-  y). 
Wir  bezeichnen 

^y.  {^  +  !/)  ^>^  {^  —  y)  "f^it  [^  ^]' 
^.W^äW  ±  ^,.*  W^.(^)'  mit  (xA  ±  fii'), 
ferner 

'9-;,(0)  einfach  mit  -O-;,, 
so  wird: 

55)  LOO]  ==  l-i  (00  -  11)  =.  <J^  (12  -[-  30) 

.=  -i^  (13  +  20)  =  -ij  (33  -  22) 
=  ^  (03  +  21)  =  -Jj  (02  +  31) 

56)  [11]  =  l^,  (10  "  Ol)  =  ^  (12  -  21) 

=  ~m-  30)  =.  i,  (32  -  23) 
=  i^  (13  -31)  =^(12  -21) 

57)  [22]  =  ^  (21  -  31)  =  ^  (32  -  10) 

=  J,(33-00)=i,(12-13) 
==J^(23_01)==J,(22_11) 

58)  [33]  --=  ^5  (30  -  21)  =  ij  (22  +  00) 

=  ~  (23  +  10)  =  -1  (03  -  12) 
-^(33 +  11)-:^  (32 +  01). 
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Wir  bezeichnen 

^u(0)d'ß(0)^y(x  +  y)d-3(x  —  y)  mit  [ccßyö] 

^a  (x)  ^ß  (x)  d'y  (y)  ^j  (y)  mit  (a  ß  y  ö), 
und  erhalten 

59)    [0000]  ^  (0000)  —  (1111)  =  (3333)  —  (2222) 
00)    [0011]  --=  (1100)  —  (0011)  =  (3322)  —  (2233) 

61)  [0022]  =  (2200)  —  (3311)  =  (0022)  —  (1133) 

62)  [0033]  ^  (0033)  —  (1122)  ^^  (3300)  —  (2211) 

63)  [2200]  rz^  (0022)  4-  (3311)  =  (2200)  —  (1133) 

64)  [3300]  =r  (0033)  +  (2211)  =rr  (3300)  +  (1122) 

65)  [2211]  ==r  (1122)  —  (2211)  ^  (0033)  —  (3300) 

66)  [3311]  =  (1133)  —  (3311)  =  (0022)  —  (2200) 

67)  [2233]  =  (3322)  -f  (0011)  =r  (2233)  +  (1100) 

68)  [3322]  =  (2233)  —  (0011)  =  (3322)  —  (1100) 

69)  [2222]  =  (2222)  —  (1111)  =  (3333)  —  (0000) 

70)  [0220]  rrr  (0202)  —  (1313)  76)  [2310]  =  (1023)  +  (2310) 

71)  [0202]  rrir  (0202)    f  (1313)  77)  [2301]  ^  (1023)  —  (2310) 

72)  [0213]  =rr  (1302)  +  (0213)  78)  [0330]  ===  (0303)  —  (2121) 

73)  [0231]  rr.  (1302)  —  (0213)  79)  [0303]  ^  (0303)  +  (2121) 

74)  [0312]  =r  (1203)  -f-  (0312)  80)  [2323]  =  (3232)  —  (1010) 

75)  [0321]  =  (1203)  —  (0312)  81)  [2332]  ==  (3232)  -J-  (1010) 

Wir  bezeichnen 

^a(x  +  y)^^(x-y)  mit  [aß], 
^u  {x)  ^^  {X)  ^y  (y)  ^ö  (y)  mit  («  ßyöl 
^u(0)  mit  ^a 

und  erhalten: 

82)  [lOJ  +  [Ol]  =  ^  (0123) 

83)  [12]  +  [21]  ==  ^^  (1203) 

84)  [13]  +  [31]  =  ^   (1312) 

85)  [20]  +  [02]  =  ^  (0202) 
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80)  [30]  +  [03]  r=.  ^^  (0303) 

87)  [32]  +  [23]  .---  ^j^-  (2323) 

88)  [10]  -  [Ol]  ^--  ^^  (2301) 

89)  [12]  -  [21]  ---•=  ~~^^  (0312) 

90)  [13]  -  [31]  ==  ^^  (0213) 

91)  [20]  -  [02]  =.  -  -^  (1313) 

92)  [30]  -  [03]  ^  -  ^~~  (1212) 

93)  [32]  -  [23]  .-  --^^-  (0101). 

Wir  bezeichnen 

^a{^)^^{x)^,{\))%-ö{x  -1-  y)  mit  («/3yd) 
und  erhalten: 

94)  (8333)  =r.  (2222)  +  (0000)  102)  fOlOl)  =-^  (2323)  —  (3232) 

95)  (2200)  r=  (0022)  +  (3311)  103)  (0110)  rrr  (3223)  —  (2332) 

96)  (2020)  ==  (0202)    f  (3131)  104)  (3210)  -^-  (2301)  —  (0123) 

97)  (2002)  -^r-^  (0220)  —  (3113)  105)  (3012)  ^-  (0321)  —  (2103) 

98)  (3300)  ■:--  (0033)  +  (2211)  106)  (3120)  ■rr=:  (2031)  —  (0213) 

99)  (3030)  -r^r-.  (0303)  +  (2121)  107)  (3102)  r^  (0231)  —  (2013) 

100)  (3003)  rrr  (0330)  —  (2112)     108)  (2310)  r=r  (3201)  —  (0132) 

101)  (0011)  =  (2233)  -  (3322)     109)  (2130)  r:^-  (3021)  —  (0312) 

1 10)    %,  (2  X)  ^  4l  l^f'  (^)'  -  ^^1  (^■)'f  ""  i  1^='-  (•^)'  -  ^-^  (^)'} 

111)  .%(2,T)  =-±{^,{xy  -  &,(xy]  ^  -^  [^,  (x)^  -  ^,  (xy\ 

1  12)     ^,  (2  ^:)   =-  -L   {^,  (.^)4  _!_  ^^  (^.)4}    ^_   1.   {^^  (^)4   4_   ^^  (^.)4j 

1 1 3)   .%  (2  X)  r^  ^'^^    .  ^0  (.T)  .^,  (^O  '^.2  (rr)  '^,  (:i-). 
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Bezeiclmet  man 

^uix,q)^ß(y,q)  mit  (a/3j 
^u(x  +  y.fr')^ß(x  -  y,q')  mit  [aß], 
so  ergiebt  sich: 

114)  (00)  :-  [33]  -  [22]       118)    (13)  ^  [00]  -{-  [11] 

115)  (11)  =---  [32]    -  [23]       119)   (31)  --=  [00]  -  [11] 

116)  (22)  =^  [32]  +  [23]       120)   (12)  rr.  [10]  +  [Ol] 

117)  (33)  =  [33]  -f-  [22]       121)   (21)  ^=  [10]  -  [Ol] 
und  hieraus 

122)  2  [00]  =  (03)  +  (30)  126)  2  [Ol]  -^  (12)  -  (21) 

123)  2  [11]  ^  (03)  -  (30)  127)  2  [10]  ^  (12)  +  (21) 

124)  2  [22]  r=  (33)  —  (00)  128)  2  [23]  ^  (22)  —  (11) 

125)  2  [33]  =r  (33)  +  (00)  129)  2  [32]  ^  (22)  +  (11) 

lieber  die  hieraus  sich  ergebenden  Formeln  siehe  Broch, 
„Traite  elementaire,  §.  74  bis  86.  Wir  führen  hier  nur  die 
wichtigsten  an. 

130)  -^0  (0,  qy  ----  ^3  (0,  qr-  "  ^%  (^^  (f)'  -"  ^o  (O.  V(j)  ^^^  (O,  Vq) 

131)  ^,  (0,  g)2  ::..  2  ^,  (0,  q-^)  &,  (0,  q^) 

'^~{^MVqy-^.{o,vqy} 

132)  ^,  (0,  qr-  =-  ^3  (0,  ^2)2  -U  ^,  (0, 52J2 

^-~{^.{o,yqy  +  ^,{oyqy} 

133)  ^0  (0,  q)  ^3  (0,  q)  -=  ^o  (0,  q'Y 

134)  ^,  (0, 5)  ^,  (0,  fi)  ==.  1  ^,  (0,  Vr/)-' 

135)  '^,(0,52j>  ^  i.  {^,(0,r^j2  -  ^o(0,a)'^} 

136)  ^,  (0,  r^-^-^  =-  ~  !^,  (0,  qp  -f  ^,  (0,  ry)-'} 


137)  ^0  (0,  q'T-  ■=  Vt  ^0  (0^  ^i)  ^3  (0,  ^i)  !^:.  (0.  qy'  +  ^o  (0,  q^] 

138)  ^,  (0,  fiO  r^  1  {^,  (0.  q)  —  ^0  (0,  q)\ 

139)  ^,(0,(/4)  =^  i  {^3(0.^/}  J-  ^o(0,g)} 
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Man  merke 

w-__»,(0,g)      y-  _»o(0,q) 

HO)   9,{x.q)  .:r.  ~-^^^  \.%  {x,q^y^  -  *,  (.r,  g^j'j 


b-«(fv^)-^(f^v.) 


141)    ^,  (X,  q)  =.  -^--^  ^„  (X,  CL^)  ^,  {X,  ff-) 


0 


b  ^- (f  •  ^^)  ^^  &  ^'^) 


142)   ^,  (rr,  q)   -^r.  -^|---  ^,  f^-,  q^) .%  (x.  (f) 

-»^,l».(t'''')"-''(f^")' 


1  '^,. 


2&,(0,5) 
1 


(f,v,)'  +  .,(f,v,y] 


i^oC^,^^)^-  '^iC^,^^)^} 


144)  2  '^0  f^,  (f)'  =-  ^:-,  (0,  ^/)  ^0  (x,  q)  +  ^o  (0,  q)  %  {x,  q) 

145)  2  .^1  (.T,  ri2)2  .^  ^,  (0,  r/)  '^o  (^,  ^)  -  '^o  (0,  q)  ^,  (x,  q) 

146)  2  '^-2  (.'T,  r/2)2  .r..  ^,  (0,  rx)  '^^  (;x:,  q)  -  ^o  (0,  g)  '^o  C^^  <Z) 

147)  2  ^,  (.T,  5^)  r=  ^,  (0,  q)  ^,  (X,  q)  +  '^o  (0,  q)  ^o  {x,  q) 

148)  2'0'o(0,g4j,<).^(2a;,r24)  :=^ 

V[^-,  (0, ^i)  Oo  ( •^',  q)-^,  f 0,  ^)  '^^  (./',  q)\  [^,  (0,  ri )  'J^,  {x, q)  +  ^o  (0,  q)  ■»,  (x,  q)] 

149)  2&,(0,q^)^,{2x,q^):=       

V[^3TM^7(^,  ^)  -  ^0  (0,  q)  ^a  l^,"?)]  [^3  (0,  g)  '^,  (^^  q)  -  &,  (0, ^)  #o  (^',^)] 
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150)    ^2  (2  X,  q^)  =  -  {^,  (X,  q)  -  ^,  (x,  q)\ 


151)    ^,(2x,q^)  =  '^{&,(x,q) 


Sei 

1   r       I 

IV     =   ly    {W   -j-   X 


^o(x,q)] 


^\ 


{w 


y  —  ^) 


y'  —  -^  0^' 

und  es  werde 


y  -  ^h 


,'  =  -  {IV 


bezeichnet: 

152)  [3338] 

153)  [3333] 


%uitv)^ß{x)^,{ij)^^{z)  mit  [aßy8] 
^u{w')^ß{:x')^y(y')%^{z')  mit  {aß yd) 


[2222]  ^  (3333)  +  (2222) 
[2222]  '-=-■=  (0000)  +  (1111) 

154)  [0000]  +  [Uli]  =--  (3333)  —  (2222) 

155)  [0000]   —  [1111]  r:^  (0000)   —  (1111) 

156)  [0033]  4-  [1122]  ^  (0033)  +  (1122) 

157)  [0033]  —  [1122]  =  (3300)  +  (2211) 

158)  [0022]  +  [1133]  rr=  (1133)  +  (1122) 

159)  [0022]  -  [1133]  :=  (2200)  4  (3311) 

160)  [3322]  +  [2233]  r^  (2233)  ~f  (3322) 

161)  [3322]  —  [2233]  =  (1100)  +  (0011) 

162)  [0011]  +  [1100]  ==  (3322)  —  (2233) 

163)  [0011]  -  [1100]  =  (0011)  -  (1100) 

164)  [3322]  +  [0011]  =  (3322)  +  (001  Ij 

165)  [3322]  -  [0011]  =  (2233)  +  (1100) 

166)  [3201]  +  [2310]  ^  (1023)  —  (0132) 

167)  [3201]  —  [2310]  =  (3201)  -  (2310) 

168)  ]oq%{:(^  =  —  y  ±  —1 


169)  Ug^,  {X)  =:  log  (2^1  sin  x)  ~  ^-  —^'--2^ 


qti 


cos  2nx 


\    _   cos 2nx 

-^^  n  1  —  n^^ 


BRA 


^y?^ 


Ü-NIVEBSITY 
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1         q^»__ 

,2n 


170j    log^,  (^)  ^  ^oy  (2  gJ  cos  ^)  -  2  17  I  -  ci^ 

1  ^ 

_  ^)  ^  ("  1)"       g^" 


f  OS  2  n  X 


171)    /o.g^,(^)-  -2^1 


1  f/n 


^/^ 


—  2  ^ —  ' — ^ — —  COS  2  n  X 

-^       n        1  —  g^" 

/2_n— 1\2 
1  2         ^  g^      ^     ^    {1    —    g2(2«-l)j 

^'^^^  ^7^  ^  ~  Ww^^  -~  ^-^"^  r^^2r/"-ico,s  2^  :p^2i2^=r) 

1  11,4. 

-^1  l^)        -iti  (0)  S'^nx    '    0-1  (0) 

^  ^         ^    \  —  2  (/2"  cos  '2x  -\-  rf"* 

1  11,4 

X74)    r=: U  _-. —  cos  X 

^      d^.2{x)  d^'i  (0)  cos  X     '      '^1  (0) 

V  r-  1  )n       r/-+ni-^g^") 


175) 


/2«— 1\2 
l  2  ^  (V~^^     11 /72(2n-])i 


'^3  (^')  '^ 


;  (^Oj  ^  ^       ^^1  -i-  2  (/2"-i  cos  2.^  4-'52(2 


«-1) 


Wir  hatten  g  =  e    "^  ^  =^  e~-^'^  und  wollen  nun  schreiben 

SO  dass 

+00 


• — 00 

-l-co 


1       '  ~  — 7f  (  n  +  - )    cj  +  (2 «  +  !);: 


+00 
%  {x,  09)^  =  2  e 


+  (2»?  -\-1)xi 


+  00 

00 

Sei  iT  +  w  ;r  w  ?■  ~-  |,     e^"''^''^-2«.ri  --  ,,^^ 
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SO  wird 

176J      ^  (I),    -::r_-    (-    1 J-  ,^  d  (x)^^        ,^  (|),    -^   j^  ^  (x),        . 

177J    -^  (i),  .--  (-  Ij«  ^y  ^  (a-, j.     ^  f|),  .-  >;  ^  fa:j, 
Sei 


.«  +  ' 


SO  wird 

178)  '^(Do  -=  (-  \f^^i]d^(x),,     ^(tl,  ^  n&(x), 

179)  ^(t),  ^  (~  lf  +  lri^(x),,     ^(^),  =  i^^(x), 

Seien  nun  aßyd  positive  ganze  Zahlen  und 

aö  ~  ßy  ^  \^ 
sei  ferner 

, X  ,        yi  ~l-  ÖGD 

X ^ r,        CO       — — 

a  —  p  Ol  06  —  ß  CO  f 


C  ' 

SO  ergeben  sich  folgende  Transformationsgruppen: 

180)  I.  a,d  gerade;  ß^y  ungerade. 

Ttaßi 

^  {x\  cj'X^  ~  Q  d'  (x,  cj).^  e       4~ 

^(x',üi'),:=r=Q^(X,(D\e^^        '^         ^        '^ '   ^   ' 

d-ix'.Cj'),    rrr-    Q  ^  (x,  a),  C^        ''^     ' 
^(X\a%   rrr    Q^{x,CJ)., 

181)  IL  a,ö  ungerade;  ß,y  gerade. 

f^ix^Co'^^rQd-ix.CJ^C^  '-       ^-' 

Ttyöi 
■^ix\a%  rrr  Q^{x,Giye  ~^~ 
d-ix'.Co').^   Q^{X^G))., 
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182)  III.  «, /3, 7  ungerade;  d  gerade. 

Ttußi 

^  {x\  g9')q  =  Q^{x^  w).2  e       * 

/g    (xß-^yS\Tti 

%  (x\  ö').2  =  Q  ^(x^  «);5  e      "^ 
'^  (.t',  «');.  =  p  0  (^,  ai)o 

183)  IV.  «, d, y  ungerade;  j3  gerade. 


^  (^',  ö'ji   ^   ()  '^  (^,  «)2  C      ~^ 
^  (X\  C0%   —   Q^(X,  C0% 


184)  V.  ß.y^ö  ungerade;  a  gerade. 

^(x\m%  ^Q^ix.coy.e'     '^    ' 

^(x',co%--=  Q^(x,co),e^^  ''^~' 

%^    {X\   W');}      ■=--      ^^    {X^   03)2 

185)  VI.  oi, /3,d  ungerade;  y  gerade. 

d-  (X',  0%   z=   Qd'  {X,  09)0  e^  ^  -^   ' 

^(X\CJ'\    =    Qd^(X,C0),(:^  '         ^' 

^(x\co').2  =  Qd-ix.cjy^e^     '^   ^ 

^  {X\  W')  .    z=-.    Q^{x,  W).2 

186)  '^0  (0)  =  II  (1  "  ^i'"-^)'  (1  -  ^/")  --  2  (~  ^)"^"' 

1  -00 

00 
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187j    .'^i  (0)  =  0 

188)    ^;(0)  ^  ■iYq  ]J  (1  —  (f»y 


1 
4-00 


=  -  ;2  (- 1)"  (2 « -  ivi 

—  00 

18'J)    t%(0)  =  ^f^i  2J  (1  +  r/»)'^(l  -  r/"j3 

1 

-00  1 

00 

190)  .%(0)  =  J2'  (1  +  r/"-7Hl  —  ^2«) 

1 

+  00  00 

—  CO  1 

Es  ist 

*„  (0)  9,  (0)  »,  (üj  =r  »;  (0) 

191)  ^-«M_  J_7V/l-'?-^"-'V 


192) 


*o(0) 


2(0)      2fa\ 
193)  ?iM  _  A  f  ^  -  -^ 


+ '/" 


194,  M  =  J7(1-""'-'^^ 


,2n  — 1 


^3(0)  ±1    \\    +   5^ 

195)  ^w  __  1   -TT rL+i!n^\-^ 


196) 


^H  (0)  _     1      A  /l  +  r/"-i\2 


2iy./  n  ( 1 


^2  f  0) 


2  h 


,9S)  ^1^^^  .-1- fr  (Lz:  P'"- 
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199)  »Ji») ...- _  ^?i'  ffß-i'^-y 


2001 


»,(0)  —     ^1     —    . .2.-1X2 


TT  (ljr_tll^\ 

11  Vi  +  p^"-^j 


^^^>  »Uoj  -  "     2fj;    "     i/  V  1  -  i»^"  / 

^"-•'  #„(o)-2f^>J-/  V  i+i>^»  ;■ 

§.  130. 
Die  Jacobi' sehen  Functionen, 

R  An  -«^-i        '("  ■    w n.  u 

11    JSCiO  .^  —  it  +  TT-  ^  :;— ^.  S"»  -^^ 


)   ^(->  -  T  «  +  ^  2  T 


g2» 


3)  £'(«)  =  f  M+  Z(«) 

4)  Z  (0)  -■=  0,     Z(x)  ==  0,     Z(—  iO  -::=  —  Z{u) 
Z(|)  =  l^,     Z(^.  +  2x)==Z(tO 

Z(t*  -fix')  —  Z{ii)  —  ^  -f  cotomit  dnii 

Z(u  +  2i%')  =  Ziii)  —  i  ^ 

Z(ix')==oo,     Z{2iyi')=-- 

5)  77(t^  a)  -  H  Z(a)  -  2  ^  ^ZT^^r^  ^^^  "1^-  ^^^'  

6)  n  (ii,  a)  —  u  Z  (a) 


7t  i 


Sin 


+  \  ^-J  TL 


1  -^  2</-''-i  co.s  --  (u  —  a)  4  (/"-■' 


1     1  _.-  2(ßn-i  COS  -  (it  +  a)  -r  3*^ 
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7)    n{ii,a)  —  n(fLi()  —  uZ(a)  —  aZ  (u)  r^  uE(a)  —  aE(u) 
8) j^  =  Z  (a)  +  -2-  Z  (ifc  —  a)  —  -  Z  (u  +  «) 

n  TT  u 


lOj    0(«)  =  1  +  2  2  (-  l)"'/"fOS  -^ 


TT?,  (( 


m  0(0)  =  1^2^ (-  ,)■■,- ^  /^  1-^ ^  V^  _ 
13,  0  (.)  =  n-  2  V  5'"  =  "  [^'  •  -1^^-  C"!  =  1 '  - 

2" 


14)    (9(_)==l  +  2(--l)"^/"'^ 


•  1  /  TT  t  U 

Vd)    e  {u  -V-  i  k')  =  -^-^  e"  "^  &  (iij  sn  u 
16)    0(u  +  2/%')  =  -  1  e-^  0(if) 


1/)     Z(;A   =    r^''7-- 
^  ^     ^  &   (U) 


18)    H(n)  ^  4  f  g  cTF  ^(«,  4-  /x') 


2  2  (-  i)"f  ^^'"-^^-^  s/H  ^--  ^u 


2k 
'2fq  n(l-  cfn^sin  ^  |l  _  2. /»cos  ^  +  q^n] 


19)  7100  ^  ]/ ^Miz^A^CMiiO! 

20)  H(0)  =  0,  H{K)  =  ]/±  &  (0)  =yii^,  //(,0  ^  _  f/O,) 

21)  H(it  +  x)  ==:  yqe'^T  0(u  +  -/  -f  /;c'), 
H{u-\-2y)r=-  H (u\     H(u  +  4.y.)  ^  B (ii) 

"^^  ^'^W  ~  '     T  +  2  ^  +  2  g^  +  2  r^M-  •  •  • 

Vf    ==:-  ^-M  ^  1  —  2  g  +  2  g^  —  2  r^9  _l_   . . 

'      '  @  (Jc)         1  -j-  2q-^-2q^  -1-2  q'^  +77: 
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-l/l   H(u)        yq    ^  0(u  +  i>c') 
>  y    £    @(u)         i\/(  &{u) 


in') 


^„„_v,.  _____ 

25)  77(M,«)  =  uZ(a)  +  i  %|~^-^-^J 

26)  E(iii)  =  it(jnam(u,fi)^nUi,f,)  —  iE(u,(.2)  -|~  '« 

TT  ?/ 

27)  i  Z  (i  tt)  ~  —  ^i/M  am  (w,  6^)  z/n  (tt,  £2)  +  9-— i?  +  ^  (^^  ^1) 


K  % 


28)  0  (i  «0  =  0  (0)  c*  *'"■  c«  («,  £,)  ^IJii j 

29)  0  0' w  4-  x)  .-^  y-^  e^"'  z/n^t,  h)&{u,  b,) 

C   n 

30)  iZ(iu  +  .)  =  ^  +  Z(u  +  x',60 


31)  in(u,ia)  =r  it  p(a,fi)  H-  ^^,  —  t(jnam(a,ei)  z/n(a,£i)| 

32)  Sei 

z/n(a,£i) 
so  wird 

in(iLia  4-  J<)  --^  in(u,ia)  +  Äu  —  arcUjn  |^      ^^  ^^    [ 

33)  Z(a)  +  Z{h)  ^  Z{a  -|-  h)  +  e'- snasnh sn(a  +  &)  , 


r 
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34)  E  (am  a)  +  E  (am  h)  =  E  (am  [a  +  ^])  -f  £ 2  sn  a  sn  h  sn  (a  +  h) 

35)  n(u,a)  +  n(u,h)  r=  n(u,a  +  h)  +  u  sKsn a sn h  sn (a -{-  h) 

'2      '^  ®(a-\-  n)  0(/>  +  ?f)0(a  +  Z>  —  li) 

36)  /70f,ft)  +  77 (h,^;)  =  n(u,a  +  Z>)  +  Wf^s^^^^j^^^,,^  (<^  _|_  ^^ 

,    ^  7      1  —  8^smisnasnhsn(a  -\-  h  —  wj 
2         1  +  8'^snnsnasnbsn(a  -\-  h  -\-  u)' 
Man  vergleiche  die  betreffenden  Abschnitte  bei  H.  Durege. 

§.  131. 
Reihen  für  elliptische  Functionen. 


ni2n  —  l 


1)     snu  ^  —  \       '  ^    .,    ,  stu  — ^ 7TU 


Gt 


cn  II  ^=  —    V     ^   cos  -— ~  7t  u 

eye   ^  1  4-r/«-i    ^       2k 

^uu  =  -—  n  -i-  i  y    — f        cos 


9  1  +  <i 

_7tU  ^     l  Cf  .       UTt 

-2^  +  ^l.ü  r+^n  ^^^^  —  ^^ 

2k      ,      .  .      TtU  .^1  ^«  .        ,^^^^ 


2)   log  snu  =  log  ^  +  logsin  ^-4^1  -^:_ 


2  k 


loo  cnu  =  lo,cos  (II)  -  4  i:  1  ^-p^i^_  «,,  - « 


-|_(_l)«^n  ^^ 

1  ^2n-l  2  7^    —    1 


""^    snu  -  2^  \~~^ii  +  ^  ^  r-o--^-i  ''*'       2^       ""'' 
s^>^  — -  1  ^i  ^3« 

(  2  K 

-L-  — -^-  [    ^      I  iv»/    n„    </'"-'       2w— 1 
CHI*  -2.1% — ^  +  ^2:j(-i)"i^^..-x^^^-^-2^^' 


1     ^    11    l_      ^  (?'' 

Laska,  mathem.  Formelnsaminlung.  n* 


cos 

K 
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4) 


snu 
cn  u 


2^  f"  (27)  +  4  2  (-  1)"  YT^r„ 


sni 


n7tu\ 


y^2n 


+   g2H-l 


sm 


2  ^^,  —  1 


nu 


5) 


6) 


snu 
cmi 

ydnu 

sn  u         2 


=r  -—  \  cotg     7^—  )  —  4   > ,  -— ^f — —  sin  ) 

2  z        ^  \2%  /  ^  1  -\-  cf"  X    I 


2;r  ^-^ 


.  v^/- 


-^2(-i)^r^ 


2T_    f  1 


OD 


2n— 1 


^OS 


2  7^    —   1 

2x 


;r 'li 


^2«-i         ^    2n  —  1 

stn  ■ — 7; n  u 


+  (/«-! 


^nu          n 


cn  u         2  71 . 


1  .X-.      .,       ^2"-i 

\n         ^ 


cos 


/7tU\  ^^  M 

\2x) 


y2n  — 1 


2n—l 

,  cos ;r ^  U  I 


2% 


7) 


Z/?^M  TT     J  /7tll\ 


sn  u 
sn  u  ^n  u         % 


2-.  Y^'^  fe)  -  ^  2 i^fy.  ^^-  — j 
L L f^)  +  4  v,-^/V-  ^^'^  — 

«•2      °° 
^^^    ^^   __ 

Anu     ""  £-7c  ^  1 


snu  cnu        4jz;2  ,^        ^^w-i 


2^^  —  1 


v2(2n  — 1) 


8) 


snu 


cn  u  z/n  u 


cn  u 


sn  u  z/n  u 


TT      (       /^^ti\    ^    .  ^  .     ..       (f       ■    n7tu\ 

2^f^»(^) +4  2  (-  D»  r:^-^-  —  j 


(—  l)'^/'^ 


z/n  ?i 


snu  cnu 


2(2n-l)  ,     2n —  1 

sin TC  u 


v2(2w— 1) 
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0)  --  =  ^.l:r^{i 


cos 


nTtu 


zln-  u  = 


.     ^   Tili       '  ^^   ^  ^1    ö^« 

—  cos  

%    J 


10)   -i-  ^  -i- 

'    sn''  u        *3  (0) 


cnUi         »,  (0)4  ^^^^^,  ^  -^-  »  4.     1  _  5.,,    • 


1-.    s??2^f  1       i        n 

11)    — -—  =  _     .        tan"-- 


12) 


sn^u 


i^  =  17(07 r"'^' 27 +  s2(-i)"i 


??  (/^ 


Cn^^^ 


z/^2^        -»-.(O) 


24  = 
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2% 


jl    _(_    \)n^^ 


cos 


cn  ..         ^ , ,  ^ ,    ,      „ 

cos2  - 


nq"" 


jl  _  (_  ly  cos  —^ 


cn^u  ^ 


(  ^  -»^  TT  tt  M 


sn^u  '^.(0) 

15)   — ^ 


j,,..|i+,|:,_,,^ 
(^ 


1   —  COS 

cnHi  1       I    .  .  2%     ,    ^  ^^  i?g« 


nitu' 
1  —  (—  1)^^  cos  


zJn^-u       _      4  1  I    8  V  — ^^-^ 


% 


f.  o  2n7iti]\ 
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§•  132. 
Bruchreihen  für  elliptische  Functionen. 


1       1    _    2  r/^n-l  cos  ^  +  f/(2n-l) 


£x  2k  -^ 


1     1  _  2  (72»-i  COS  —  +  r/2(2"-i) 


4^    .;„.,   :r^t    ^    1   4-  g2n-l 
^  n  —  1 


z/n  tt  =  1  -^ sm'^  TT—    > ,  ^ 

3C  2x    -*^    1 


(—    1)«^2«-1 


1  —  2r'»-icos  —  4-  r/2C^«-i) 


sin  ,^ 
2  x 


1  —  2^2«  cos  — 4-^^ 


1        TT  1  /7l'U\ 

cnu  ~  28, K  \_  TtU     '     ^^^^  VW* 

(—    1)"(1    +  r^2H)^» 


'^^^2. 


1       1    4"   2f^2Hc(,s   __  _j_  qin 


1  1     ,    4:71        ^  nu 

-Ä = C0S2  -— - 

^n  u        £i    '    £i  x  2  X 


1    -\-   (/2H-1  (_    l)«^2n 

TT  It 


^^    1    ^/2n  — 1 

1  ^  1 


_|_   2  q^n-l  f.gs  __1  _j_  ^2(2n-l) 
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3) 


snu 

cnu 


71         \  ,         7t  U      ,       ,        .      7t  U 

\t(in h  4  sin 


(—  1)"(?'^« 


1     1 


^q^ncos'^  +  cM 


snu  2  7t         .      7tll    ^         (—   1)-(1    -   ^n-l^yg^n-. 


7t  II 

cos h  q' 


,,    cnu  7t  \    ^    7tu    .    .    .    7r.u^  (_iy^r/^^ 

^     1    i_2r/»^  cos  — +  2''* 

7C 


sn  u        2% 


2% 


cnu  _  27t_  ^^^  7tu_  ^  (1  -{-(f»-r)]/(f- 

z/n  u         8  a      '    2  X  ^ 


1    1  +  2g2»-i  cos  —  -\-  q 


2(2n  — 1) 


5) 


zlnu         7t         1 


S^  ^  2X1.       TT  ^t 

2x 


^nii         7t   I      1 
cw  u         2x1       7t  u 


4  sm  7"—  V  — ^ ^ 

^  X        '  ' 


TT  U  >--, 


COS 


2x 


r'l4-2  22Hcos^  +  2'»J 


s»^li  JJ^      1,      Ttu    .     .    .    Ttu 

6) —  =  7— T-  J^/7^  7^ h  4siw 

^   cnu  Ann        2  8{k  <^      2x    '  x 


(__    l)nqn 


^  ,      ^  7t  U 

1     14-2  ^"  cos  — 

'  ^  X 


y2n 


Ct^it 


jrtf 


71  U 


sn  u  /In  u 


—  fcotg^  +  isin- 


Anu 
sn  ucnu 


2 


gn 


TtU 


1     1  _  2  (—  1)^  (f  cos ^  cf 

X 


f  ^    1 

.     TtU     ^ 

sm  — 

X 

^        .       TtU    ^.r-^ 


^2n(l_|_^4«^ 


1    1  — 2  g;*"  COS 


27tU 


v8w 


Elliptisclie  Fimctionen. 

cnit^nii         71  \     .Tili 
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7)    :=z—-\cotcj- [-isin —  >  5^ ^— ^ 

snu  2x^     "^  2%    ^  X    ^^,       ^  7t u 


1    1  —  2  (/»  cos  — — \-q^ " 


SM  w  ^n  II         7t 
cn  u  2  X 


7t  II      ,      ^      .      7t  u 


^»l 


Sfi  le  cn  u  7t      .    7t  11 


zfnu 


=  — -  sm  —    % 

fix  K       -"^-^ 


1     1  +  2(—  l)»ri»cos  -^  +  (jr^**! 


8)     suw 


£X 


(1  +  ^)  V^i  cos  — 


1     1  _  2  r/-'  (•-' »  - 1)  cos  ^^^  -1-0^(2  »-1) 


1         o            7tu     ,      ^ 
1  —  2  (/  cos  — 1-  q- 


+  2  W"'-'  I 


.7,7-7 1  -  5'"-'     2»  -  1 

/y2  n  —  1 


COS 7t  U 

2k 


cnti 


a  X 


(1  —  q)Vq  cos  11^ 


1  —  2qcos  -f-  q^ 


+  2V?-'K^"-5^ 


,    COS  -—   7TU 

"-1  2x 


z/w  tt 


1  -  q-^ 


|1  _  2^c'0S  —  -f  q' 

*»  _  1     fy2n 


COS 


Man  beachte  folgende  Formeln 


9)  S  r 


Sin 


n  7t  tt 


q  sm 


7t  li 


1  —  2q  COS \-  q- 
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.     7t  U 

10)    2^ö''"~'   sin^^-j^7CU  =  (l+q)Vq — 

1  ^  l  —  2qcos 1-  q- 

7t  U 

11)  2  ^'?^'  '"'  ^-^It^  '^  "=(^  -  '^^  ^'^ ^ 

1  -  1  —  2  2  cos 1-  Q.'' 

Sowie  die  allgemein  für  jedes  |  ^  |  <  1  geltenden  Relationen : 

sin  X 


^    Z^  ^  1  —  Iqcosx  ^  q- 


2n-\  (1+5)«»»! 


13)  ^  ./'-'  sin  "—^—  X  =  i_2gco.x  +  >;^ 

14)  2  r-  cos  — ^  .X  =  i_2>fco.sx  +  g^ 

15)  >,  q""-^  cos  nx  = -, 

^  -^  ^  1  —  2qcosx  -\-  q^ 

16)  1  +  2  V  (fcosnx  =  z ^ ^ — , — r 

^         '        -^^  -^  1  —  2qcosx  -\-  q^ 


§.  133. 
P  r  0  d  u  c  t  e. 

Tili 
nx  27^      .      :n^?fr    -TT-  ^  >f 


JC^^ 


2Vfi?^  :7rw    7-7-  ^        ^  X ^^ 

2)       CW  ?,^  =r  TJ—^   cos  -^   l£  


V2  2;( 


7r^t 


1     1  _  2q;^''-'^  cos \-  q 


7t  U 


00      1  +  2g2«-i  cos  -;;-  +  q 

3)  z/wi^  =  Vfi  JT" 


1     1  _  2r22»-i  cos h  (Z'"~^ 

Jv 
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§.  134. 
q  -  R  e  i  h  e  n. 


9  V  Ji^  /Y2n— 1  J^  ,m 


7t 


2x' 


2)^  =  i-^2(-i)"r^i;^=i  +  't2:rT 


+  2^ 


2« 


1  +  4  2  (-  1)"  r 


^2» 


2'-"-' 


+   '/»-■ 


5)r 


i^  =  _  J_  V  (_  D«  _^?! _L  V       P" 


6) 


4x2  "  nq" 


•^  =  '  +  »2rTT 


lj"2'' 
'     ^'  Vq    ^  ^'\    -q 

1 

10)  V^=i  +  2i:(-i)"r 


2n  — 1 


11)     ?0(/  £ 


1 
1  j|J»2H-l 


^   ^  2^J    —    1    1    —  2j2(2n-l) 
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12)  %a  =  logi  +  l.  logq  +  4  ^  ^T"   FTY' 

TT  '^  1  (j2n  —  l 

13)  %%  =  ?or/  -  +  4  2  27r="T  1  +  r/»-^ 
9  v      9  /T  Jt^  r/2" 


2j(  (2ß  2  Kl  ^         r/2»-> 


^^)  IT  iV  -  ^'  ^1  =  *^  2  (i  +  ,^...-1). 

Sehr  viele  Formeln  findet  man  in  Broch:     Traite,  Cap.  X, 


+  r 


=c  1     ^2h  f  2  ^^ , 


§• 

135. 

1- 

Produ 

cte. 

2 

00 

1 

r/^'^ 

X 

n  (n 

+  1) 

n(n  +  l) 


1  .  -  0 

r.^    I        TT   (^  ^+    'f'V         9   X^    ^  ^" 


6)  %  .71'  (t 


1    4-   ^^2n  +  l\-> 


q2n  +  \ 


—    -^    2j    2  W   —    M  1    +  r/n-1   -t-    1    _   ^2n-l| 
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§.  136. 
Argumenten  -  Reihen. 
NB.     Alle  folgenden  Entwickelungen  gelten  für  modu<^K. 

1    4-   62  1    _|_    14£2  4-    £4       _ 

1)   smi  =  u ^-| —  ti^  -j ■ r-^ tt-' 

1  _|_  135  £2  _^  135  £4  4^  £6 


+ 


7! 
1  +  1228  £2  -f  5478  £^  +  1228  6«  +  £^ 
9! 


2)    cn  it  =  1  —  ~  ifc2  _^ L_ .^4  __ 


91 


4! 


6! 


,    1  4-  408^2  4-  912  fc4  -[-  64£«     „ 

J ^ ! — ! U^  — 

^  8! 


380  Elliptische  Functionen. 


3)   zinu  =  1  —  —^u^  -\ ^-jf 11^ ^ ^-r| ■ ^  u^ 


.     £2(64  +  912  £2  _j-  408  £4  4-  £«)    ^  ^ 


£2        ^     ,      £2  (4  4- £2)      ,  £2  (16  4- 44  £2 +£4) 

4)    am u  =  u  —  —iU^A ^—-i ^ w^ ^^ —^, — - 

3!  5!  7! 


u^ 


.     £2  (64  4-  912  £2  +  408  £4  4-  £6) 


§•   137. 

Functionen  von  Hermite  und  Weierstrass. 

1.    Die  Hermite'schen  Functionen. 

1)  9  W  -  1/2  i/'i  (1^,^3(1 +53^(1^5,)... 

2)  i,  M  -  (i-'z)(i-g^)(i-^')-- 

')  *W-(l+g)(l+g.)(l+g5)... 

Vide  Königsberger,  27.  Vorlesung,  wo   die   Theorie  aus- 
führlich vorgetragen  wird. 

2.   Die  Weierstrass'schen  Functionen. 

1)       snu  =    ,  ,)  i\    cnu  —    ,-,)[,    zfnu  =  -tyHt 

^  Äl(;uy  ÄI{u)q'  Äl(u\ 

1 
Ä,  =  l 

J.2   r=r   2  £2 

^3    =   8  («2   -\-   £4) 

Äi   =   32  (£2  4-   £6)  4-   64  8^ 

^5  =  128  (£2  4-  £«)  +  480  (£*  +  ^') 
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7?,    =    1    +   62 
B.2   =r    1    +    f  ^   +   4  £2 
B,   =    1    +   £0^9(,4   4_,'2) 
^4    r=    1    -f-    £«   -f    16  (£2   -j-   fC)    _    6  £4 
^5    =r    1    -f    flO   _)-   25  (£2   -|_   f«)    _    494  (£4   _^    ^6^ 

_^  ,  7/2  n 

1 
C'i  -  1 

C^   =:    1    _j_   2  £2 

ft  =  1  +  6  f  2  -^  8  £* 

Ci  ==  1  +  12  f  2  ^  GO  £4  -|-  32  6« 

C5  =:  1  +  20  £2  -|-  348  £4  -f  448  f^  +  128  f^ 

_^  ,  7,2« 

1 

A    =    2  £2   +    £4 

7)3    =   8  £2   -f-   6  £4   +   £6 

i)4   ^   32  £2  _^   60  £4  4-    12  £6  +   £8 

D'^  =  128  £2  4-  448  £4  4-  348  s^  +  20  £»  +  e^\ 
6)   Es  gelten  die  Differentialgleichungen: 

14  +  2^^«  %^  +  2£(1  -  £')  ^  +  (1  +  £2«^)  A  =  0 

-|A   _f   2  £2ie   ^   +   2  £(1    -    £2)   ^  -f   (£2  _^   £Hl^)Ä,    =  0. 

Siehe    Königsberger:      25.   Vorlesung.       Weierstrass: 
Crelle's  Journ.,  Bd.  52,  S.  357. 
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§.  138. 
Einige  Integrale. 

^.      r          1            r       sin  (pdcp 
1)         snuau  =        — —     ^     ^ , 

J  J    Vi  ~  8-sin'^cp 

% 
Substitution  ii  =   1    ——-,  amu  =  cp 


0 


P       sincpdcp        1  j  ds 

J    Vl~-8^sin''(p  ~        l/l  -  8'  J      1/^"^        '^^'^ 

Substitution  cos  cp  :=  ^. 
In  gleicher  Weise  sind  die  ähnlichen  Integrale  zu  behandeln. 

Man  merke  insbesondere: 

3)  /  /Jn'^udu  —  E(u) 

0 
11 

4)  /     $n^  u  d  li  = 2"~ 

0 

u 

5)  fcn^ndn  =  -'>  +  ^^''^ 

0 

u 

6)  J'tgn 

0 

n 

.      r    du    £2  snucnu    ,    E(u) 


-,          tan  amu  ^mi  —  EUi) 
amu  du  =  — ^ ^-^ 


z/n  2  u  f  1^     z/w  w 


8)     /    — Y"  =  cof^  am  u  ^nu  -\-  K  —  ti  -\-  E  -^  E  (ti) 

^.      /*    f?  tf    tgn  am  u  /in  u  -\-  s^u  —  E  (u) 

J     cn-u  s^ 
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y. 

10)     /    - — =  coUiamu  ^nu  —  E  -\-  E  (n). 

^   J     ign-amu  -^  \        \  ) 

u 

Ebenso   sind   zusammengesetzte   Beispiele    zu   behandeln,  so 
wird  z.  B. 

J  ß  +  ycnu  y      '  V       y   Jß'  —  y^    V'ß'  —  y-    ) 

—  —  Marctgn  N  —r^ 


y  Sin  (p 

wobei 


u=f 


Z/^)'  f     yßl   _    y2   yqy2   _^    f2^1 


a,  /3,  y  sind  beliebige  reelle  Zahlen 


§.  139. 

Kugelfunctionen  erster  Art. 

1)  Sei 

_i       

(1  _  2«^  +  «^)  ^  =  2«"^-H 
so  muss 

«  <  1,     —  1  ^  .T  ^  +  1. 

Wir  setzen  auch  x  ■=  cos  co. 

2)  2»P„(.)  =.S  (-  1).  ^l^+l'l,  .^     ß  +  2y  =  n. 


2"n\„\  _  njn  -  1) 

d)      2^,^,     i..ia;j__a         2.(2«  -  1)  "^ 


ßhHß  +  ry. 

n{n  —  1) 

n(n  —  l)(w  —  i)(n  —  3) 
2.4.(2w  —  1)(2«  —  3) 


a^i-4  _  .  .  . 


4)  P,  (,^)  =  X.  p^(^)  _  |J  ^4  _  |l|  2.r'  +  i^, 
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5)  P2n{—   X)  ^   P2n(x%       P2n  +  l(—   OC)   =   —    7^2n  +  l(^) 

6)  2nn\  J\{x)  :=  ^  (^2  _  i)n.     (Ywory.) 

n 

7)  F^{x)-=r.—   j[x  —Vx'^  —  l  cos  (pY  d  cp.     (Laplace.) 

0 

2. 4. 6...  2^?.      ^  .  l.n  ,        ^, 

^^    1.3.5... 27^-1  ^"  ^^'^'^  '^^  ""  "^^^  ^^  "^  +  12^^-1  ^^^  ^'^ ""  ^^  "^ 

+  1     o    /o ^TT?; — ^  ^^S  (W  —  4)  tö  -4-  •  •   . 

'    1 .  2  .  (2  w  —  1)  (2  7^  —  3)         ^  ^        ' 

9)    I\  {cos  (o)  —  cos""  ^  —  r  J    cos2"-2  _|.  s./^2  ^ 

+  (    j   cos2"-4  —  sm4  — ..    (Dirichlet.) 


10)     Pn  {cos  ö)  = 


/         ^^^  ^  cosncp 
-—     j  d  cp 

^  *y       1/2  (cos  g?  —  cos  «) 

0 


•       9 

/          s^^^    9   cosnq) 
—      I  -  (ig) 

^    «L/  1/2  (cos  03   —   COS(p) 


10 

I  sin  -jy-  sin  n  cp 

—      /         ,  d(p 

^  %J        1/2  (cos  g)  —  cosui) 


+ 


7t 


cp      . 
cos  ~  stnncp 

V2  {cos  CO  —  cos  cp)     ^ 


11)   {n  +  l)Pn  +  i{x)  -{^n  +  l)xPn{x)  +  nPn-,{x)  ==  0. 


+  1  I       0,  m  z  n 

—  w 


I  0 


13)     /'P„(a-)i>,„(g)da:  =  |       2 
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14)   Sei 

f{x)  =  «0  +  «1  -Pi  {x)  +  a.2F^{x)-\ 

so  wird 

T 

2a„ 


J   P.,(x)f(x) 


dx 


2n  +  1' 
also 


+1 
_2>^-f-  1     r 


2 

■  1 


J  Pn{x)f{x)dx. 


Einige  Beispiele  der  Eiitwickelung. 

-)7T^,=fi'+»(T)'^.w+»(oy'.« 

für  x  z=  0  folgt  hieraus 

■"^='-KI)'+»(o)'-"(S)'+- 

,s)|v— .=!-»(■  y-P.„_.( j,y|p.,,„ 

-KÄyi^.w--- 

Vergl.  Grelle,  Journ.  Bd.  56. 

Kugelfunctionen  zweiter  Art. 

10)  PH.)  ^2..^+;)  ff; -"0 

n 

I    [x  -f-  V^-  —  1  CÖ.S  (jp)"  cos  m  9)  f/  9 


0 


Laska,  mathem.  Formelnsammlung.  05 
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»)c-'")-^^*-'-»--)'-^' 

21)  2"  P:  (cos  03)  ==  (2  ?■  .s?J2  coY'  hos  {n  —  m)  co 

-4-  ^ ^-^ — -—^ — ~  cos  (n  —  m  —  2)  « 

1 .2n  —  1 

H 1.2  (2w-l)(2)^-3)         ^ 

22)  {n  -  m  +  l)Fl+2(x)  +  2  (m  +  1)  y^f^  n,.{x) 

_  (^,  _|_^^|  _  \)Pi{x)  =  0. 

§.  140. 

Kugelfunctionen  zweier  Variabein. 

1)    Sei 

cos  y  =  cos  fj  cos  0'  +  -^^'^  ^^  sm  0'  cos  (qp  —  9 ) 

und  es  werde 

^  =  cos  0,    11'  =  cos  0  , 

ferner 

ij;  :=  cp  —  cp' 

gesetzt. 

Wir  beachten   r„  als   eine  Function,  in  der  0'  und  (p'  con- 
stant  sind,  die  also  0  und  cp  als  Variable  enthält. 

3)    Yi:=ßii'  +  (1  -  ^#  (1  -  ^'')^  <^os  (p 

_j_  3  (1  _  fA2)|  (1  _  f,'2)i  j,^' cos  i^  +  j(l-ft'^)(l-^'2)cos2  1^ 

_|_  ^  (1  _  ^2)  (1  _  ,i'2)  jt  fi'  cos  2 ,/.  + 1  (1  -  ft')'  (1  -  i"''?  «««  3 1^ 


4 
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4)   Sei 

-  /  N  n  —  m !  d"^  P„  (x) 

n  —  ml  n  -\-  m\ 
so  wird 

—  1     0  ' 

*  +1     27r 

/     /    YmYnd^dcp  =  0,    m  2  ot. 


-1    0 


Nach  diesen  Formeln  ergiebt  sich  die  Entwickeluntr  einer 
Function  zweier  Variabehi  nach  r„  analog  der  einer  nach  P„ 
von  selbst 


§.  141. 
Besser  sehe  Functionen. 


dHi    .     1  d 

u  =  0 


2)  u  =  Cx^  [l-   2.(21+2)  +  2:T:^27h%(2M^)~'" 

3)  Sei  ^^  positiv  und  ganz,  so  wird 

^" ^^^  ^  2^r^  r  ~  2(2^^r+~2) 

"^  2.4.(2n  +  2j(2^?.  +  4) 

n 

4)  J"„  (^)  =r —    /    cos  (x  COS  <p)  sin- '»  cp  d  cp 

2nV^r(n+~y 

95* 
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7t 

5)  Jnipc)  =  ~         COS  (n  (p  —  X  sin  (p)dcp. 

0 

Diese  Formel  gilt  für  ein  positives  ganzes  n. 

7t 

6)  Jn  C^)  ^=  —    /    cosncp  cos  (x  sin  (p)dcp. 

0 

Ebenso 

3       -r  ,  ,        1/2    /sinx  \ 

9)   -l  { J"„-i  (x)  +  J„  + 1  («))  —  «  J„  (x) 


10) 


^^^  =  i  {J„-,{x)  -  J„^,{x)] 


dx 


11)   ^Jl^-=-J,{x) 
^       dx 


12) 


J„-.(.)  =  f^«(.x)  +  ^^ 


13)  cosixsincp)  =  Jo{x)-^2J.2{x)cos2(p-\-2Ji(x)cosicp-{-'-' 

14)  sin  (x  sin  cp)  =  2  J^  (x)  sin  g)  +  2  J3  (x)  sin  3  9 

-)-  2  J5  (;r)  S?'j?<  5  g)  -| 

1 5)  cos  (x  cos  (p)  =  Jo  (^)  —  2  J2  (.t)  cos  2  g)  +  2  J4  (^)  cos  4  9 

16)  sin  (x  cos  (p)  =  21^  (x)  sin  cp  —  2J^  (x)  sin  3  (p 

-|-  2  J5  (x)  sin  5g)  —  " 

17)  sinx  r=  2 Ji(^)  -  2J,(x)  +  2 JsC^) 

18)  cosx  =  Jo(.^)  —  2 J2(.t)  +  2J^{x) 

19)  xsinx  =  2  {22J2  W  -  4^^  J;(^)  +  G^^^oW 

20)  rr  cos^  -=  2  {12  Ji  (x)  -  32/3  (^)  +  ^'^o  {^) 

21)  1    ==J,{x)  +  2^J2n{x) 
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22)  x'^  =  2  ^(2nyj,n(x) 

1 

23)  x-4  :=.  2  2  (2  ny  f(2  n^  —  2^}  J,,{x) 

1 

00 

24)  :z;6  =  2  2  (2  n)2{(2n)2  —  2^}  {(2w)2  —  4:^J2n(x) 

1 

25)  ^  =  2  2(2*^+   l)^2n  +  l(^) 

0 

26)  ^3  =2;^  (2^^+  l){(2^^+  1)2-  V-\J2n  +  i{x) 

0 

27)  ^5   ^    2   J](2n  +  l){(29i+l)2-12){(2^?,  +  l)2_32}^2n  +  l(^). 

0 

28)  Für  sehr  grosse  x  kann  folgende  Formel  benutzt  werden: 

^.w^v^4-f-..fi!--"-?-:'g:^""'+^- 

I    1/  2      .    f  ^  ^1 

^        ^      -JIX  [  4:  2] 

f  1  —  4  n^      (1—4  n2)  (32  —  4  ^2)  (5-2  —  4  n^) 
i    1.8^'  1.2.3(8^;):^ 

29)  Es  ist 


J^  Jn(Kr)Jn(K'r')rdr=^0, 


wenn  für  J„  =  &>„ 

rtr2     '     r     6tr      '     |  r^J 

ist  und  y.,%'  verschiedene  Wurzeln  von 

Jn(oia)  =  0. 
sind. 

Sei  Jn  (x  a)  =  J,,  (-^)  =  0, 

so  sind  die  Wurzeln,  nach  der  Grösse  geordnet  (diese  Gleichung 
hat  keine  gleichen  Wurzeln) 

^(1)         ^(2)         ^(3) 

und  es  ist 
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4^> 


.(') 


0,25 


==  s  +  0,25 
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0,050661 

4s  —  1   ~  (Is  —  1) 

0,151982    ,     0,015399 


4- 


4s  +  1     '    (4s 


0,058041  0,262051' 

l)^  ~^  (4  s  —  1)'^ 
0,245835 

(4H^Ty> 


+ 


Vergl.  Stokes,   Cambr.   Phil.   Trans.,  Vol.  IX,   ebendaselbst 
findet  sich  folgende  Tafel: 


s 

A  für  Jo(^)  =  0 

—  für  /i  (z)  =  0 

1 

0,7655 

1,2197 

2 

1,7571 

2,2330 

3 

2,7546 

3,2383 

4 

3,7534 

4,2411 

5 

4,7527 

5,2428 

6 

5,7522 

6,2439 

7 

6,7519 

7,2448 

8 

7,7516 

8,2454 

9 

8,7514 

9,2459 

10 

9,7513 

10,2463 

11 

10,7512 

11,2466 

12 

11,7511 

12,2469 

Die  Differenz   zweier   folgenden  Werthe   nähert   sich   immer 
mehr  und  mehr  der  Einheit  als  Grenze. 
Wird  Jo(^)  ^=  0,  so  ist 

.     Ä'i  =    3,8317  ...  ^i  =  13,324  .  .  . 

^,  =    7,015     ....       ^5  =  16,471  ... 


^3  =  10,174 


^e  =  19,616 


Bezüglich  der  Anwendungen  vergleiche:  J.  W.  Strutt- 
Kayleigh,  Theorie  des  Schalles  I,  S.  348,  Braun  schweig;  ferner 
Riemann,  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen,  eben- 
daselbst. 
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§.  142. 
Allgemeine  Differentialgleichungen. 

1)    (fdx-^ii^dfj  =  0,    ist  -^  =  1^  (Iritegrabilitätsbedingimg), 

so  wird 

r (pdx  +  I    tf^tf  —  f  ^'^  I   '^f  ^^^  "^  ^'^'^^^' 
oder  bequemer 

C  (p(x,y)dx  +J    ^{■^^->y)dy 


c  = 

y 
c 

1/(1 


y  ^ 

==    /   xl){x,y)dii+    /   (p(x,u,)dx. 


2)  Sei  L  der  iiitegrirende  Factor  dieser  Gleiclumg,  so  ist 

cL  _    .  ^Ji    \    f^  _  ^1  L  =  0. 

^  dy  öx  ~^  \dij         cx\ 

3)  cpdx  +  ^dy  +  %dz  --=  0,  es  muss 

d(p  __  djp_       o_^ d%_      'djp_ dl 

~dy  ~~  dx'     dz   ~  Wx'     dz  '~  d y 

sein,  dann  ist 

c  =  J^cpdx+  J  ^^4^  -  J^'^dx^dy 

oder 

c  =    f\p  {X,  y,  z)  d  x+  j  i^  (.i-o,  y.3)äy  +  J  %  C^o,  i/o,  ^)  d  z. 

XO  ?/.)  ^0 

4)  Ist  z=f(x,y),  also  die  Integrabilitätsbedingungen  gegeben 
durch 
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die  gegebene  Gleichung  sei 

(pdx  -\-  il^dy  -^-  Xd^  =  0. 
Wir  setzen    d^  =  0  und  integriren  mittelst  des  integriren- 
den  Factors  L  die  Gleichung 

L((pdx-{-  ip  d  y)  =  0. 
Das  Integral  sei 

F{x,y,z)  +  Z{z)^0, 
wobei  Z{2)  die  Integrationsconstante  ist.     Das  Integral  der  vor- 
gelegten Gleichung  lautet 

F(x,y,^  +f{Lx  -  II)  rf^  +  C  =  0.  ■ 

Vergleiche  weiter:  Schlö milch,  Zeitschr.  Bd.  XX.  Ferner: 
Catalan,  Mem.  de  Liege,  Tom.  13,  1887. 

5)  Ist    die    Integrabilitätsbedingung    nicht   erfüllt,    so   hat   die 
Gleichung  zwei  Integrale. 

Dann  schreibe  man  (nach  Monge): 

ds  4-  —  dy  +  —  dx  —  0, 

setze  dx  =  0  und   integrire   durch  den  Integrationsfactor  L  die 
Gleichung 

L  [d,  +  jdy]  =  0, 
so  dass 

F{xyz)  =  X 
wird,  die  Integrationsconstante  %  kann   auch  x  enthalten.     Das 
zweite  Integral  ist  gegeben  durch 

dx  X         ^^^ 

Ueber  die  allgemeinere  Gleichung  vergleiche  man:  Pf  äff, 
Cr  eile's  Journ.  Bd.  2.  Sodann  17  und  58.  Hoffmann's  mathem. 
Wörterbuch  Bd.  V,  S.  500. 

6)  Es  ist 

(pdx  +  ijdy  =  -{x(p  +  y^}  |^ -f -^| 
I     1   .  ,.  idx         dy] 

+  2  f.*-)^ -?/*!{—--/[ 
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§.  143. 
Specielle  Formen. 

d  y 


^  Jx"^ y^^'^y^-'  ^y  =  ^ 

*^  rfl^-^f^'-^  +  '^yf'  «•»  +  '>i/  =  ^ 


'/-  =  2 


'^^   ^  "^  5^  "-^IJS  '    JS  ~^^  ^^^^^  (litferentire  noch  einmal. 

8)   {ax-^  —  hy-)  ^  =  (ocy-  -  ßx^-)  — ,     ^-  =  .-,     ^n  ^  ^ 

y  X 

^^^  =  ^ll+/|3'    2/  =  «-'C+/(4    (Clairaut). 


X  =  QcosO^    y  =  Q sin 6. 
Dieselbe  Substitution. 
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15)    {ax  +  bx*'  +  ^f^\p!-  +  cy  +  dx^if'^"-  =  0 
xHf  —  s,     i/x'^  =  V 

^  -^   lc^,x'    dx^}  dx       ^ 

^  •'   l     dx  dx^j  dx 

^^^  ■'  y-l'  dx:  dxA  '-  "'    dx  ~  ^  '    dx^        dy^- 

21)  Die  Gleichungen 

lassen  sich  im  Allgemeinen  nicht  vereinfachen. 

22)  Seien  (p  und  il)  homogene  Functionen   vom  Grade  n,  und  % 
eine  vom  Grade  g,  so  lässt  sich  die  Gleichung 

^){x,y)dx-{-  ^{x,y)dy  -f-  x{x,y){xdy  -  ydx]  =.  0 
für   den  Fall,   dass  q  =  n  —  2,  auf  eine  lineare  bringen,  wenn 
y  =z  xt  gesetzt  wird. 


§•  144. 

Construction  und  Transformation  der  Differential- 
gleichungen. 

Man  kann  manchmal  eine  Differentialgleichung  in  eine  an- 
dere überführen,  die  integrabel  wird.  Dazu  kann  man  die  fol- 
genden Bemerkungen  benutzen. 

1)   Wir  bezeichnen  immer  mit  P,  ft  II  beliebige  gegebene  Func- 
tionen der  unabhängigen  Variablen. 
Sei 

'j  =  p/^ 

und 

dv''  ^      ' 


so  wird 

2)   Sei 
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_du    ]_ 
"^  ~  dt  '  u 


dit     l     .    dv     1 

dt     u  ^  dt      y ' 
so  ist  identisch 

^^2/      I     /        I      O.N  f^'/     I      f^^  ^     I  a.1  l       d    \      d      ,       A 

-J,  +  ('/  +  ^'^)  rfi  +  y  +  '^  *}  ^  =  ,7^  rfi  ['-'  ;r*  («^^j- 

3)   Sei 
und 

wobei  f,  w^  z  Functionen  von  x  sind,  so  wird 

dv 

dx     ^  j 

div  ^ 

dx 
und  zur  Bestimmung  von  v  oder  w  dienen  die  Gleichungen: 
d'^-v  ^  diu    ,        [^        (^Pl 


(^^2         1       '    (>   dx\  dx     '     ^ 
4)  Sei 

dz  „    , 

SO  geht  diese  Gleichung  für 

1    d  loci  u 


über  in 


(Pi     dx 
fcp'i    ,        \du    .  ^ 


d'^  u        /qp'i    ,        \  du 
5^ 


396  Elliptische  Functionen. 

§.  145. 
Zur  Beredinung"  der  elliptisclieii  Functionen. 
1)  Sei 

yJ 

so  wird 

log(i  zrrr  2  %  ^^n  |-  +  [9,3979400]  -f-  [9,0357243]  f^n^  %■ 

+  [8,64452]  tgn^  |-  +  [8,41518]  tyn^''  -+■■■ 
Die  Zahlen  in  [  ]  sind  gewöhnliche  Logarithmen. 

7C  IT 

Ist  ö  nabe  an  —   so  reclme  man  mit  —   die  Grösse   ^p   und 
beachte,  dass 

log  log  0^  +  log  log  Q-\  ■=  0,269868367989342 ... 

NB.    j>  entsteht  aus  g  durch  Vertauschung  von  £  in  Cj. 
Man  bat  ausserdem: 

+ >™'  (ly + ■  ■  ■ 

^    l+2i^+15^+150 


4  l  ^   16  '    256  "^    4096 

+  1707 


65536 


Q^  7      o7   ^  I  1  9  I  1^  4  I  23  ^  ,  2701 

3)  %,==:2%-  +  -£2+-£^+^£«+32^8 

4)  Sei  zur  Abkürzung 
1  1  _  lA. 


2  1  +  V,^ 
so  wird 

g  =  A  -(-  2  A5  -|-  15  A9  +  150  AI?'  +  1707  Ai7  -| 

für  £  <C  0,866  reichen  für  sieben  Decimalen  zwei  Glieder  aus. 


Elliptische  Functioneu.  397 

5j    %  gellt  in  71'  über,  wenn  f  in  Si  übergeht. 
Es  ist 

^  ==  ^  U  +  2g  +  2^4  +  2q^  +•"]'- 
z  «1 


7t 


2    1  -  Vh 


<i  +  2»  +  g"  + 


6)   Sei 
so  wird 


ji+1/.,  ^  y/(i  +  oV^ir 

Ai    j —  ,       A2   


i  +  ^i'    -^      1+V.,' 

«=Tf^i'+a)'''+(K)''v+ß^)' '.■+■■■ 

fi     I     1     .    I     9     ,    ,     25     ^    ,     1225      ,    ,       1,4 

^  =  P  +  4  ^^  +  64  ^^  +  256  ^^  +  16384  ^^^  +  •  •  j^^^  7 

^  4  ^    l    ^  32  '    ^384       ^  49152        ^      } 

7t     ^  \q/        7t     logvule 
Für  die  praktische  Berechnung  dienen  folgende  Formeln: 
1)   Winkel  des  Moduls  <  0»  1'  30",  also  der  Modul  <  0,0004... 

Log  (-)  =    ^    °^fl  ,    Log  =  logvulg. 
;<  =  I  (1  +  22)^  =  f  (1  +  4</)  =  1(1  +  1  a^) 


Log  —       Xo^  — 


2  Log  e        Log  e 


i!  4-  — 
16    '    32 

e 
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2)  Winkel  des  Moduls  <  1«  30',  also  der  Modul  <  0,025. 

«-fiO  +  i") 

Loy  (i)  ^  2  Log  (i)  -  i  .^  ior/ 

X  =.  I  (1  +  2g)^  =  I  (1  +  42)  -  f  (l  +  i  .^) 

3)  Modularwinkel  <  IS^ 

Setze 

_  1  -  fi  _      1  +  ^1 

f  ^  ==  sm  an 

l  —  cosa        ^     „1 

^  ^        1  -\-  cosa         -^2 


l  4-  cosa  1 

^2  rrr  %  ^-- =  a  cos^  —  a. 


Man  findet 


1  1  w 

Log  g  =  2  Xo^  ^^^  0-  "  —  ^^^  ^  +  T  ^^^  ^  *  ^^^^  "ö" 


a  a  Z  ^  a 

cos'^  -^  cos^  —  cos^  — 

LogK  =rs  Log^  —  2  Logeos  ^  +  j  Loge.tgn^  ^. 

4)   Modularwinkel  <  18»  <  45o.     Wiederhole    dieselbe   Trans- 
formation 

8171  a.2  =  tgn'^  -^ ,    s?wk4  —  tgn^-  -^ 
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Logq  =  ^  Logtcjn  -^  c^i  —  -^  Log2 


X  = 


cos^  —  cos^  -TT-  cos 2  — i 


Log  K  =  Log  —  —  2    Log  cos  —  -)-  Lo^  cos  — -  -f-  Log  cos  ~ 
Oder  setze 


cos  ß  ==  Vcos  a,    sm  «  =  £, 
so  wird 

Logq=2 Loci tyn  ^  —  Lo(/2  +  -  Lo(j e . tyn^  ^ 

7C  = 


2  4     ß 

cos^  - 

Logx  =  Logj  —  4:  Logeos  ^  +  j  Loge.tgn^  L. 

5)  Modularwinkel  >  45.  Man  substituire  den  Winkel  des 
complementären  Moduls  ei  und  rechne  _^,  %'  nach  den  obigen 
Formeln  und  beachte 


"    ^'(j) 


TT      Lo^e 


Vergl.   Broch:      Traite    elementaire    des   fonct.   elliptiques, 
p.  218.     Daselbst  viele  Beispiele. 
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Tafeln. 


§.  145. 
Tafel    I. 


« 

-^«KD 

Mj) 

-a 

P 

X 

x' 

00 

CO 

0,00000 

0,0000000 

1,00000 

1,5707963 

00 

10 

4,72034 

0,39436 

0,0000190 

0,40331 

1,5709160 

5,434908 

20 

4,11822 

0,45202 

0,0000762 

0,35317 

1,5712750 

4,7427173 

30 

3,76592 

0,49431 

0,0001714 

0,32040 

1,5718736 

4,3386540 

40 

3,51589 

0,52946 

0,0003049 

0,39549 

1,5727124 

4,0527582 

50 

3,32187 

0,56038 

0,0004766 

0,27518 

1,5737921 

3,8317420 

60 

3,16327 

0,58848 

0,0006866 

0,25794 

1,5751136 

3,6518560 

70 

3,02909 

0,61455 

0,0009352 

0,24291 

1,5766780 

3,5004225 

80 

2,91277 

0,63909 

0,0012225 

0,22957 

1,5784866 

3,3698680 

90 

2,81009 

0,66244 

0,0015485 

0,21755 

1,5805409 

3,2253029 

100 

2,71815 

0,68485 

0,0019136 

0,20661 

1,5828428 

3,1533853 

110 

2,63490 

0,70649 

0,0023179 

0,196567 

1,5853942 

3,0617286 

120 

2,55881 

0,72750 

0,0027618 

0,187284 

1,5881972 

2,9785690 

130 

2,48872 

0,74798 

0,0032455 

0,178657 

1,5912544 

2,9025649 

140 

2,42375 

0,76804 

0,0037692 

0,170594 

1,5945683 

2,8326726 

150 

2,36317 

0,78772 

0,0043334 

0,163034 

1,5981420 

2,7680631 

160 

2,30641 

0,80711 

0,0049384 

0,155916 

1,6019785 

2,7080676 

170 

2,25301 

0,82624 

0,0055846 

0,149197 

1,6060813 

2,6521380 

180 

2,20257 

0,84516 

0,0062723 

0,142837 

1,6104542 

2,5998197 

190 

2,15476 

0,86391 

0,0070023 

0,136801 

1,6151009 

2,5507314 

200 

2,10932 

0,88252 

0,0077746 

0,131063 

1,6200259 

2,5045501 

210 

2,06600 

0,90103 

0,0085901 

0,125594 

1,6252337 

2,4609995 

220 

2,02460 

0,91945 

0,0094493 

0,120379 

1,6307291 

2,4198417 

230 

1,98495 

0,93782 

0,0103526 

0,115393 

1,6363174 

2,3808702 

240 

1,94689 

0,95615 

0,0113008 

0,110624 

1,6426041 

2,3439047 

250 

1,91029 

0,97447 

0,0122945 

0,106055 

1,6489952 

2,3087868 

260 

1,87502 

0,99280 

0,0133346 

0,101672 

1,6556969 

2,2753764 

270 

1,84099 

1,01115 

0,0144215 

0,097465 

1,6627160 

2,2435493 

280 

1,80810 

1,02955 

0,015556 

0,093422 

1,6700594 

2,2131947 

290 

1,77626 

1,04800 

0,016739 

0,089537 

1,6777349 

2,1842132 

300 

1,74539 

1,06653 

0,017973 

0,085797 

1,6857504 

2,1565156 

310 

1,71544 

1,08516 

0,019256 

0;082194 

1,6941144 

2,1300214 

320 

1,68633 

1,10389 

0,020591 

0,078725 

1,7028359 

2,1046577 

330 

1,65801 

1,12274 

0,021978 

0.075381 

1,7119247 

2,0803582 

340 

1,68043 

1,14174 

0,023419 

o;072154 

1,7213908 

2,0570623 

350 

1,60354 

1,16088 

0,024915 

0,069043 

1,7312452 

2,0347153 

360 

1,57729 

1,18021 

0,026467 

0,066037 

1,7414992 

2,0132666 

370 

1,55165 

1,19970 

0,028077 

0,063139 

1,7521652 

2,9926698 

380 

1,52658 

1,21941 

0,029745 

0,060338 

1,7632562 

1,9728823 

390 

1,50204 

1,23932 

0,031475 

0,057634 

1,7747859 

1,9538648 

400 

1,47801 

1,25948 

0,033265 

0,055020 

1,7867691 

1,9355811 

410 

1,45445 

1,27989 

0,035120 

0,052494 

1,7992215 

1,9179975 

420 

1,43133 

1.30056 

0,037040 

0,050054 

1,8121599 

1,9010830 

430 

1,40863 

1,32152 

0,039027  ' 

0,047696 

1,8256019 

1.8848087 

440 

1,38632 

1,34273 

0,041085 

0,045417 

1,8395667 

1,8691475 

450 

1,36438 

1,36438 

0,043214 

0,043214 

1,8540747 

1.8540747 

/ 
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Vi  —  £^ ,sm^  (p 


B  =1  Sin  fi. 


(p 

« 

00 

100 

150 

300 

450 

600 

750 

800 

900 

10 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

0,01745  0,01745 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

20 

03491 

03491 

03491 

03491 

03491 

03491 

03491 

03491 

03491 

30 

05236 

05236 

05236 

05237 

05237 

05238 

05238 

05238 

05238 

40 

06981 

06981 

06982 

06983 

06984 

06986 

06987 

06987 

06987 

50 

08777 

08727 

08727 

08729 

08732 

08735 

08737 

08737 

08738 

100 

17453 

17456 

17459 

17475 

17498 

17520 

17537 

17540 

17543 

150 

26180 

26189 

26199 

26254 

26330 

26406 

26463 

26475 

26484 

200 

34907 

34927 

34953 

35082 

35262 

35447 

35586 

35615 

35638 

250 

43633 

43674 

43723 

43973 

44328 

44699 

44982 

45040 

45088 

300 

52360 

52429 

52513 

52943 

53562 

54223 

54736 

54843 

54931 

350 

61087 

61193 

61325 

62003 

62998 

64085 

64950 

65132 

65284 

400 

69813 

69969 

70162 

71165 

72667 

74358 

75745 

76043 

76291 

450 

78540 

78756 

79025 

80437 

82602 

85122 

87270 

87741 

88137 

500 

87266 

87556 

87915 

89825 

92829 

96465 

99711 

1,00444 

1,01068 

550 

95993 

96366 

96832 

99331 

1,03371 

1,08479 

1,13307 

14442 

15423 

GOO 

1,04720 

1,05188 

1,05774 

1,08955 

14243 

21254 

^8371 

30135 

31696 

650 

13446 

14020 

14740 

18691 

25447 

34893 

45316 

48098 

50645 

700 

22173 

22861 

23727 

28530 

36972 

49441 

64684 

69181 

73542 

750 

30900 

31710 

32733 

38457 

48788 

64918 

87145 

94682 

2,02759 

800 

39626 

40564 

41752 

48455 

60848 

81253 

2,13390 

2,26527 

43625 

850 

48353 

49423 

50781 

58503 

73082 

98264 

43658 

66935 

3,13130 

860 

50098 

51195 

52587 

60516 

75542 

2,01723 

50129 

76116 

35467 

870 

51844 

52968 

54394 

62530 

78006 

05194 

56703 

85612 

64253 

880 

53589 

54740 

56200 

64545 

80472 

08674 

63357 

95366 

4,04813 

890 

55334 

56512 

58007 

66560 

82939 

12161 

70068 

3,05304 

74135 

900 

1,57080 

1,58284 

1,59814 

1,68575 

1,85407 

2,15652 

1 

2,76806 

3,15338 

CO 

Ausführlichere  Tafeln  findet  man  in : 

Legend  re,  Traite  II.  Bd.     Exercises  III.  Bd. 

M  e  i  s  s  e  1 ,  Sammlung  mathem.  Tafebi.     Iserlohn  1860. 

Gronau,   Tafeln   für   die   trig.   Functionen  der   cyklischen    und   hyp. 

Sectoren.     Danzig  1863. 
Hoüel,  Recueil  de  formules  et  de  tables  uum.     Paris  1866. 
Schmidt,  J.  G.,  System  elliptischer  Bogen.     Berlin  1842. 
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Tafeln. 

Tafel    III. 


fdcf^l 


t^  SiU'^  q:,    €  =  Sin  a. 


00 

a 

^ 

100 

150 

300 

450 

600 

750 

800 

900 

10 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

20 

03491 

03491 

03491 

03490 

03490 

03490 

03490 

03490 

03490 

30 

05236 

05236 

05236 

05235 

05235 

05234 

05234 

05234 

05234 

40 

06981 

06981 

06981 

06980 

06978 

06977 

06976 

06976 

06976 

50 

08727 

08726 

08726 

08724 

08721 

08718 

08716 

08716 

07816 

100 

17453 

17451 

17447 

17431 

17409 

17387 

17371 

17367 

17365 

150 

26180 

26171 

26160 

26106 

26032 

25957 

25902 

25891 

25882 

200 

34907 

34886 

34860 

34733 

34558 

34381 

34250 

34224 

34202 

250 

43633 

43593 

43544 

43298 

42958 

42612 

42356 

42304 

42262 

300 

52360 

52292 

52208 

51788 

51205 

50609 

50165 

50074 

50000 

350 

61087 

60980 

60850 

60194 

59276 

58332 

57622 

57477 

57358 

400 

69813 

69658 

69467 

68506 

671-53 

65746 

64679 

64459 

64279 

450 

78540 

78324 

78059 

76720 

74819 

72822 

71289 

70972 

70711 

500 

87266 

86979 

86626 

84832 

82265 

79538 

77414 

76971 

76604 

550 

95993 

95622 

95166 

92843 

89490 

85879 

83020 

82417 

81915 

GOO 

1,04720 

1,04255 

1,03633 

1,00756 

96495 

91839 

88080 

87276 

86603 

650 

13446 

12878 

12176 

08577 

1,03293 

97427 

92580 

91523 

90631 

700 

22173 

21491 

20650 

16318 

09901 

1,02664 

96519 

95144 

93969 

750 

30900 

30097 

29107 

23989 

16346 

07586 

99916 

98141 

96593 

800 

39626 

38698 

37550 

31606 

22661 

12249 

1,02823 

1,00543 

98481 

850 

48353 

47294 

45985 

39186 

28886 

16726 

05343 

02436 

99619 

860 

50098 

49013 

47671 

40699 

30124 

17606 

05813 

02768 

99756 

.870 

51844 

50732 

49357 

42211 

31360 

18484 

06277 

03089 

99863 

880 

53589 

52451 

51043 

43723 

32596 

19359 

06735 

03401 

99939 

890 

55334 

54170 

52729 

45235 

33830 

20233 

07188 

03708 

99985 

900 

57080 

55889 

54415 

46746 

1,35064 

1,21106 

07641 

04011 

1,00000 

G  0  11  i  0  m  e  t  r  i  e, 


§.  146. 
Sinus. 


1)   Sina  —  —  chord2a  =  1  —  cos  versa  =  -^  le^'  —  e-«' 
^  2^  ' 


=  VT^^^,  =  ]/Lz^  ^  2  Ycos-^  |-  -  cos*  I 


~       -^  cotg    -  —  cof//  a        tfjii  —  -f  co^r/  a 

,  cosa         tana  1 

=  cos  a  tgn  a  —  —  ^       — 


cotg  a        sec  a        cosec  a 

=r  l/ggC-'tt   —    1   _  ■\/scCUl  —    1 

=  2  sm  1  cos  1  =  1  -  2  sm2  Uöo  _  |\ 

=  2siV''('45o4-  1)  -  1 

=  T77  {sw(30o  +  a)  — sm(300  — (*)}  r=  sm(60o4-a) 

—  sw(60o  —  a) 
=  T77  {cos(a  — 450) -fsm(a_  450))  —  ]/^  cos (a  — 60 o) 


V2 


—  ^m(a  — 600) 
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=  1  —  2  sm  — - —  cos — 

^    .    450  4-  a         45<>  —  a        , 
=r  2  stn 4 —  cos 7; 1 


=  ( sw  -  -f  cos  ^ j    __  1  =:  1  _  Istn  -  —  cos  ^-j 

"=  2  {[''''  2  +  ^'-^  2 )    -  l''^  2-  -  ^'^^  V  I 
_  (1  +  ^//^4)  (1  +  ^0^.  f ) 


=  1-  1/2  —  1/2  +  2  cos  4 


i  V2  -I/2+V2  +  2COS8 


=  sm  a  cos  {h  —  a)  -\-  cos  a  sin  (h  —  a) 
=  sin  (h  -|-  a)  cos  h  —  cos  (b  -\-  a)  sin  b 

2)  sin (30^  ±  a)  =  -^  cosa  ±  ^  Vs sin a 

3)  sin  (450  4:  (t)  =  77  V2  [cos  a  ±  sw  a] 

4)  SM  (600  +  a)  =  —  \/3  cosa  ±-r  sin  a 


5)    sm  900  =  1 
sw45o  =  ~V2 

sm  30«  =  -^ 

sm  600  =  ^  V  3 

sinlh^  ^  sm  150  =  ijVe  i  V2| 
sm54o  1^  sm  18«  =  —  {1/5  ±  l) 
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sin  720  ^  sin  36"  =  —  ]/ lo  ±  2  V 5 
sm 630  ^  .sw27o  =  1  {Vo  +  Vf)  ±V3  —  l/ö} 
smSlo  ^  s^-,j   90  =  ^  {1/3  +V5  ±1/5  — 1/5} 
sm66o  ^  sw    60  =r  1  {Vso  —  6  Vo  +  Vö  +  2  Vö} 


sm78o  ^  sm42o  =r  1  {T/sO  -f  6  |/5  +  Vö  —  2  Vö} 
SMi84o  ^  .sm24o  =  -^  {VlS  +  6  V5  +  VlO  —  2  Vöj 
sm48o  ^  sm  12«  r=  i  {VlO  +  2  Vö  ±  V18  —  6  Vb} 


1    fi/: 


sm69o  ^  sm5P  =  ^  [Vo  +  3  Vö  ±  Vl5  —  3  Voj  4- 

^{VFTW-V^^^j 

sm39o  '^  827^210  r=  1  {V3  +  Vö  +1/5  —  Vo)  ± 

1  {V9  +  3V5  - 1/15-  3  Vö} 
SW570  ~  .sm33o  ==  1  {Vl5  -f-  3  V5  +  Vs  —  Vö}  ± 

^  (VT+Vö  -V9-3V0J 

s^7i87o  ^  5m   30  =  1  { Vo  +  Vö  +V9  -  3V5}  ± 

i{Vl5  +  3V5-Vr:V^}-   ■ 

NB.  Ist  a  ~  Z>,  so  gilt  das  obere  Zeichen  für  «,  das  untere 
dagegen  für  h. 

6)  Die  Werthe  für  die  einzelnen  Grade  liefert  die  cubische 
Gleichung 

3  .  1.0 

sin^  a sm  a  = stn  3  cl 

4  4  ' 

da  die  Sinuswerthe  kraft  der  obigen  Tafel  bekannt  sind.    Man 
erhält 
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sma  =   Y  — 

sin  3  a  +  V  j  sin^  ^  ^  +  T^ 

^n 

sin 3a  —   1/  --  sin"^ 3 a  +  -jt 
r     4                    '     4-^ 

7) 

sin  (—  a)  =  ~  sin  a 

8) 

7t               .      . 

Sin    —  =  -|-  1 

9)    6'm  4  w  -^  =  0 

sin  2^  =  0 

.s-^-^^  (4  n  -f  1)  ^  =  -f  1 

sin3^  =  -  1 

.sm(4^  +  2j  -|  =  0 

sin  4  y  =  0 

sin  (4  ?^  4-  3)  17  —  —  1 

sm  (3—  +  a)  =  —  cosa 


10)  sm  (  g-  i  «  )  =  cos  a 
(2  f  ±  ») 

s^'w  (4— 4:^)  =  +  sw a 

11)  sin    (4n  -f-  1)  —  -f  a=  cosa 
siw    (4  n  +  2)  — -  4:  a  =  If:  sin  a 
sm    (4  w  -|-  3)  —  +  et    ==  ~  cos  a 
sin  \(4:n  ~\-  A)  -  ±_  a\  =  -{-  sin a. 


12)   Wir  setzen: 

sin  cp  T=  y^    coscp  :=  x^    2  cos  9  =  ^, 
sodann  wird: 
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sin     (p  =  y  =  ?/ 

shi 2  (p  :=  2xy  =^  sy 

sin3(p  =  ix^y  —  y  =  (g^  —  i)y   ' 

sini(p  =  Sx^y  —  ixy  =  (^3  _  2z)y 

sin6(p  =  Wx^y  —  12^2^  -{-  y  =  (z^  —  3^«+  \) y 

sin^)(p  =  S2x^y  —  32^3^ -f-  6xy  =  (z'^  —  iz^  +  3z)x 

sinl  (f  —  6i x^y  —  SO X* y -{-24 x:^ y  —  y  =  (z^i  —  b  z*-\-6  z'^ —  l)y 

sincp     =  y 

sin  3(p  =  Sy  —  4y-' 

sin6(p  =  6y  —  20 y''  -f-  16^-^ 

sinl  (p  =  7y  —  56?/-'-f  112 y'^  —  64?/7 

sin9(p  =  dy  —  120 y^  +  432 y'-  —  hl^y-^  -f-  256 ^3. 

13)  Für  ein  gerades  n  hat  man: 

l    ^  2.3         ^    ^  2.3.4.5  '^ 

dagegen  für  ein  ungerades: 

i    -^  2.3        ^    ^  2.3.4  -^  ~ 

Man  hat  ferner: 

14)  sinnq)  =  y  Ln-i  _  n-  2  ^^^^        (n  -  3)(n  -  4j 

•  l  1!  "^  2! 

sinncp  =  nyx''-'^  ~~  (q)  2/'^^""^  ~l~  (r)  ^'^""^ 

In  allen  diesen  vier  Formeln  ist  w  eine  positive  ganze  Zahl. 

15)  siti  [a  -{-  nb]  =  2  'cos  b  sin  [a-\-7i  —  Ib]  —  sin  [a-{-n  —  2b] 

n  sin  \ci  -\-  7y  ^ib\  sin  -y  (n  -{-  l)b 

IG)   ^  sin  \a  +  nb]  =  ^ = =L_J^ 

^  sin  -^ 

17)   sinncp  =  —  {(coscp  -j-  isincpy^  —  (cos  q)  —  i sincp}'] 
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18) 

sin  {a 

+ 

h) 

=  sin  a  cosb  ^  cos  a  sin  h 
=  cos  a  cos  b  {tgn  a  +  tgn  b] 

tgn 

a  -\-  tgnb    .    ,    _  , . 

sin 

}(*  +  ?')_ 

&! 

— 

1  («  ±  &) 

sin 

cos 

\  («  +  '>) 

t    t.»  1/1/1     /#       — l—       Ol/l-l 

&1 

cos 

1  oe/c'  et     1^   oln 

-i  (a  +  J) 

=  —  [cos(a  -\-  b)  -f-  cos  (a  —  &)}  (^^w  a  -(-  ^(/;i&) 

=  y sin"^  a  -\-  sin^  b  -\-  2  sin  a  sin  b  cos  (a  -f-  b) 

19)  sin  (a  -{-  b)  -\~  sin  (a  —  b)  =  2  sin  a  cos  b 

=  tgna  cotgb  {sin(a  -\-  b)  —  sin(a  —  b)} 

20)  sin  (a  -\-  b)  —  sin  (a  —  b)  =  2  cos  a  sin  b 

=  cotg  a  tgn  b  [sin  (a  -\-  b)  -\-  sin  (a  —  b)] 

21)  sin'^{a  -\- b)  -\~  sin'^(a  —  b)  =  l  —  cos  2  a  cos  2  b 
siW^  {a  -\-  b)  —  sin^  {a  —  b)  =  sin  2  a  sin  2  b 

22)  sin{a  —  ^)  +  sin{a  —  c)  -f-  sin{b  —  c) 

=  4  cos  —  (a  —  b)  sin  -^  {a  —  c)  cos  -^  (b  —  c) 

Ji  L  2i 

sin^  (a  —  ö)  +  sin^  (a  —  c)  -f-  sm^  (p  _  c) 

=  2^{1  —  cos(a  —  b)cos{a  —  c)cos{b  —  c)] 

23)  sin  {a  -\-  b  -\-  c)  =  sin  a  cos  b  cos  c  -\-  cos  a  sin  b  cos  c 

-\-  cos  a  cos  b  sin  c  —  sin  a  sin  b  sin  c 
sin  (a  -\-  b  ~  c)  =  sin  a  cos  b  cos  c  -{-  cosa  sin  b  cos  c 

—  cos  a  cos  b  sin  c  -|-  sin  a  sin  b  sin  c 
sin  {a  —  b  —  c)  =  sin  a  cos  bcosc  —  cos  a  sin  b  cos  c 

—  cos  a  cos  b  sin  c  —  sin  a  sin  b  sin  c. 
Zur  Bildung  der  höheren  Summen  beachte  man: 

24)  JJ  [cos  ay,  -|-  i  sin  aj  =  cos  ^  ch  -\-  i  sin  ]^  ax 
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25)  sin  a  +  sin  b  ^=  2  sin  -^  (a  +  Z>)  cos  —  (a  -f-  h) 

^  2 

=  {cos  a  -\-  cos  h)  tgn  ^  (a  +  ^) 
=z  (cos  h  —  cos  a)  cotg  —  {et  4I  h) 

tgn  -^{a±h) 

= ij {sina  ^  sinh) 

iy^^  2"  (^  +  ^) 

26)  77  [sina  -\-  sinb]  ==  si>?  77  («  +  c)cos  —  (a  —  c) 

27)  sm-'a  -j-  sin^'h  =  1  —  cos  (et  +  ^)cos{a  —  6) 

S2?i2a  —  S2?^2J  =  cos^b  —  cos^a  =  sm(a  +  b)sin{ci  —  &) 

28)  sin  a  ~\-  sin  b  -\-  sin  c  =  sin  {a  -]-  b  -{-  c) 

+  4:  sin  Y  (öt  +  &)s/?2-  "2  («  +  c)sm  -^  (^  +  ^0 
=  —  sin(a  -\-  b  —  c) 

-\-  4  sin  —  (rt  +  b)  cos  ~  (a  —  c)  cos  -^  (b  —  c) 
Ji  'Z  2 

sin  a  -\-  sin  b  —  sin  c  =  sin  (a  -j-  b  —  c) 

-f-  4  sin  —  (a  -{-  b)  sin  ~  (a  —  c)  sin  -c-  (b  —  c) 

=  —  sin(a  -\-  b  -\-  c) 
-\-  4  sin  —  (a  -\-  b)  cos  -^  (a  -\-  c)  cos  -^  (b  -^  c) 


19)   sin  a  -|-  sin  b  -j-  sin  (a-\-b)  =  4  cos  —  a  cos  -^  b  sin  -^  (0^  +  ^) 

222 

sin  a  -{-  sin  b  -\-  sin  (a  —  &)  =  4  sin  —  a  cos  ^bcos  —  (a  —  b) 

/  2  2  2i 

sin  a  -\~  sin  b  —  sin  (a-\-b)  =  4:  sin  —  a  sin  -^  b  sin  -^  (a-\-b) 

222 
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sin  a  -(-  sin  h  —  sin  (a~\-h)  ^=  4  cos  —  a  sin  —  b  cos  ~  (a  —  h) 

Ji  Ji  z 

in  a  —  sin  b  -)-  sin  (a  -f-  ?>)  =  4  sin  —  a  cos  —bcos  —  {a-\-  b) 

Ji  Ji  A 


stn 


sin  a  —  sin  b  -\-  sin  (a  —  ^)  =  4  cos  —  a  cos  -^  b  sin  —  (a  —  b) 

Ji  Ji  ji 

sin  a  —  sin  b  —  sin  {a-\-b)  =  —  4  cos  —  a  sin  —  b  cos  —  (a  -(-  b) 

u  Ji  L 

sin  a  —  sin  b  —  sin  {a  —  ö)  =  —  4  sin  —  a  sin  -^  b  sin  ~{a  —  b) 

A  A  Z 

30)  8m'-  a  -f-  sin"^  b  —  sin'^  (a  +  6)  =  ip  2  sin  a  sin  b  cos  (a  +  b) 
sin^  a  -{-  sin^  b  -\-  sin'^  (a  +  6)  ==  2  [1  —  cos  a  cos  b  cos(a  +  b)\ 


o-i\-         -7         If       /         7\  /I7M  -^cosia-A-b^ 

31)  smastnb  =  77  \cos{a  —  b)  —  cos{a-^b)\  =  — ^= — ,  /  , 
^                            2   '       ^          ^            V     I     /j         l-{-cotga  cotgb 

32)  4  sin  a  sin  b  sin  c  =  sin  (a  -\-  b  —  c)  -f-  sin  (a  —  b  -\-  c) 

-\-  sin  ( —  a  -{-  b  -\-  c)  —  sin  (a  -\-  b  -{-  c) 

33)  Ssin-r-{'^f^-^^-\~(^-\-cl)sin —{a--\-b  —  c-\-d) 

sin  —  (a  —  b-\-c-\-d)  sin  —  ( —  a-\-b-[-c-\-d) 
=  i\cos~a cos -- b  cos  —  c  cos  —  d  -\-  sm -r  a sin  —■  b  sin  —  c 

sin  TT  d\  —  (cos  a  -\-  cos  b  -\-  cos  c  -\-  cos  d) 


34)   sina  sin(b  —  c)  +  sinb  sin{c  —  ci)  -\-  sine  sin (a  —  b)  =  0. 
Gauss,  theoria  motus,  p.  78. 


35)    Vi  +  si7ia  i  Vi  —  sina  =  2 


cos 


.     a 
stn  — 

2i 


=  V2  Vi  +  cos  a 


=  V2  {sin  ("450  +  1")  ±  sin  (450  -  ^\\ 

:r=   V2   ^^COS  (^450  -   1)  ±  cos  Ub^^  +   |M 
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IG)    Vi  -f-  sin  a  =  sw  —  -f-  cos 

Vi  —  shia  =  +  (sin  _-  —  cos  —  j 


Sei  n  eine  gel-ade  Zahl,  so  ist 

37)   s/w«  a  =  i  2^^^:^  f  ^^  ^^  ^*  —  >^  ^^s  n—2a  +  ^^^~^-^  cosi"^=^  « 

n  (n  —  1)  (n  —  2) 


1.2.3 


+ 


cos  n  —  6  «  -| 

^  n  (n  -  1)  (,,  _  2)  .  .  .  ("i  w  +  A 


'  1.2.8.  ..In 


Hier  ist  immer  das  -f-  oder  —  zu  nehmen   (sowohl  vor  als 
auch  in  der  Klammer),  je  nachdem  —  n  gerade  oder  ungerade  ist. 

Sei  n  eine  ungerade  Zahl,  so  ist 
38)   sin'' a  =  ±,^^^3^  \s^^^ na  —  n sin  n  —  2 a 


n(n — 1)    . 


n  (n  —  1) . . .  -  -  (n  -f  3) 

+  :^^^^^-^^smn  — 4« + — |— s?^?^^ 

1.2...  ^-Oz-1) 

+  oder  — ,  je  nachdem  ^  (n  —  1)  gerade  oder  ungerade  ist,  wie 

oben  zu  nehmen. 

39)   sin^a  =  —  ~  {cos  2a  —  1) 


sinHi  =  —  ~  {sin  3  a  —  Ssina] 


sinUi  =  -\-~  {cos4.a  —  4cos2«  -f-  3 


stn 


-^a  =  -\-  ~  {sin  5  a  —  5  sin  ?>  a  -{-  10  sin  a\ 


sin^  a 


-jr  {cos  6  a  —  6  cos  ia  -\-  15  cos  2  re  —  10} 
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sin'^  a  =  —  —  [sin  1  a  —  1  sin  ba  -\-  2\  mi  ?>a  —  35  sin  a 


sin^ a  =  -\-  —  {cos S a  ■—  S  cos  6  a  ~{-  2S cos 4: a 


56  cos  2  a  -f-  35 


40)         ^r-p =  sin  (p  -)-  sin  ^  (p  -\-  sin  h  (p  -\-  sin  7  qp  -|-  •  •  • 

"~  2-^.sm^y  ^  cos2g)  +  2cos4qp  +  3cös69)  +  4cos89)  +  .- 

—  ^o    •  o —  =  sin  3  qp  -f-  3  sin 5  op  +  6  sin  7  op  -I-  10  sin  9  qp  -| — 
2^stn^(p  '  ' 

Die  Coefficienten  sind  jene  von 

(1  —  x)-'^. 


§.  147. 
Cosinus, 


1)   cosa  =^  -^  (e'''  -\-  e-^"")  ==  1  —  sin  versa 


Vi  —  sin'^a  =r  1  —  2  sin'^  -^  =  cos'^  —  —  sin''-  — 

A  A  A 


=v 


,  1  -  ign"-  I 


.     a         .       ci 
cotg  ^  —  tan  -rr 
1  -'   2         "^      2  coUja 


tgn  a  cotg 


a        -.  M     (^     \    ±       ^        Vl-^cot(r-a 

-  -  1       cotg  j  + tgn  -^       ^  '^ ^^'-'^ 


sin2a  .  .  sina        cotg  a 

=  sm  a  cotg  a  = = 

Isina  tgna        coseca 


1  ]/cose&Ui  —  1  1 /coscc^a  —  1 

~~  scc a  ~~         coseca  ^    coty'^a  —  1 
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r=  —  {ms  (30^'  —  a)  +  cos(HO^  +  a)] 
\/3 

=  sin  (300  -\-  a)  -\-  sin  (30«  —  f/) 

=  2  cos  ("450  4-  ^\  cos  ("450  —  -l") 

=  —r  {cos(a  —  450)  —  sin(a  —  W)\ 
=r.  cos  (600  _j_  a)  -f  cos  (GO^  —  a) 
=  -j-  {sm(60o  +  a)  +  sin  (60^  —  «)) 

y3 


<^«(45«  +  |)  +  co«^  (450  +  1) 

2 
^^^  (450  +  I)  +  //7^^  (450  -  I) 

=  5^(450  +  «)Vf 


cos  2  a 


s?n  2  a 
=:  COS  (a  -|-  h)  cos  h  —  s/?z  (a  -f-  &)  siw  & 

=  cos  h  cos  (h  —  «)  +  sin  h  sin  (h  —  a) 

2)  2cos^^  \'l  +  V2  +  I/2+...V2 

3)  2 cos  ^  =  V2  +  V2+V2+...I/3 

4)  cos  (300  +  a)  =  —  V3  cos  a  +  -^  s?  ?^  a 

5)  cos  (450  +  a)  =  —  1/2  (cos  a  ^  sm  a) 

6)  cos  (600  -j-  f^)  ^  __  ^^g  ^  q:       ^3  5^^^ «. 

Die  numerischen  Werthe   für  cos  erhält  man  aus  jenen  für 
sm,  wenn  man  die  Formel: 

cos  (—  —  a  j  =  sin  a 
beachtet. 
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^) 

COS  (—  a)  =r  cos  a 

8) 

COS  —   r=  0 

9) 

cosin  ~  =z  1 

cos2^=  -  1 

cos{4:n  +  1)|  =  0 

cos  3^  =  0 

cos(4>^  +  2)|  =  -l 

^^osi^  =  +  1 

cos(4i?  -f  3)^r=0 

10)  cos  (—  ±  a\  =  -\-  sina 

(4  —  ^2  tt)  =  cos  a 

11)  cos  |(4^  +  1)  ly  ±  «    =  ^  swa 
cos  \{4:n  -\-  2)  --  ±  a  =  —  cosa 


cos  r2  —  ±  aj  =  —  cos a 
cos  ( S  ~  -\-  a]  =  -\-  sina 

cos 


cos  1(4:  n  -f-  3)  ^  dz  «    =  ±  sma 
cos  I  (4  n  -|-  4)  ---  ib  « (  =  cos  a 


12)    Setzt  man 

sin  (p  ■=  y,     coscp  =  X,     2  cos  (jp  =r  ^, 
so  wird: 

cos       qp  =  .T  =r  .•2; 

COS  2  9  ==  x'^  —  y'^  =r  2  x'^  —  1 

cos  3  g)  =  x'^  —  Sxy"^  z=4:X^  —  S  x 

cos  4  qp  =  .^4  —  G  ^2  ^/2  _|_  ^4  —  8  a;^  —  8  :r2  -X- 1 

cos  5  9)  =:r x''  —  10 ^-^  y'^~\-6xy^  =  IG  .i:-^  —  20  a:?^ -[-  0  ,r 

cos  6  qp  =  .2«  —  15  a?4 11/2  -f  15  ^2  ^y4  _  yü  —  32  .^r,  _  48  ^4  _^  I8  ,y2  _  1 

cos  7  cp^=x^ — 2lx'^y^-\-36x'^y^ — 1  xy^^ßix^  —U2x-'-\~^^x'-^—7x 
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COS     g)  =  Vi  —  y'i 

COS  2(p  —  l  —  2iß 

cosicp  =  l  —  S'if-  -\~  8  y^ 

cos  6  g)  =  1  —  18  ^2  _i_  48  yi  _  32  ?/« 

cos^cp  =  1  —  32 v/2  -f  160^/4  —  128//«  +  64//^ 
13)    Für  ein  gerades  n  findet  man: 

cosnw  =  l  —  ^  v/2  -^ ^ — ^  v/4 

^  2  "^      '         2.3.4        -^ 


n-2(n2  —  22)  (w2  —  42) 
2.3.4.5.6         ' 


f^  +  '" 


für  ein  ungerades  n: 


,,               »2—12                    A^-i    _    12)  (^^2    _    32) 
COS  Vi  (p=X\l v/2  +  ^ ^^1-^ 1  yi 


2        ^      '  2.3.4 

(^2  —  12)  (^^2  _  32)  (^2  _  52) 
2.3.4.5.6 


y'  + 


Es  ist  auch 


14)   cosrnp  =  ~h^  —  -  ^«-2  -f     ^^   ^     ^  ^»-4 

n(n  —  4)(u  —  5) 


1.2.3 


cosncp  =^  x^  —     ^^^     — ^  A'"-2//-' 

.    ^H>^-  1)0^-  2j(M-  3)  _ 

^  1.2.3.4  ^ 

15)   ros  ncp  =  2cos(p  cos  (n  —  l)cp  —  cos  (n  —  2)  9 


16)   ^cos(a-i-nh)  = 


cos 


[a+^nb] 


sin r —  0 


sin  —  h 


17)    cosnfp  =~  \{cos^)  -j-  isinq))''  -\-  (cos  (p  —  isrn(py\ 


Lai-ka,  mathem    J-'ormelnsainmlung. 
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18)  eos(a  ih  h)  =  cosa  cosb  4^  sina  sinh 

=  cos  a  cos  />  (1  +  tgn  a  tgn  />) 

cotq  a  X  tan  h         .    _  , . 
=  — T — 1  ;     7  cos  (a  -^  h) 
cotga  ±  Ujnb        ^ 

cotq  h  T  tan  a      .    .     _  , . 
=  — .    -,  .  sm  (a  -\-  0) 

cotg  0  tgn  a  ^^  l 

=  cos  a  sin  h  [cotg  h  =p  tgn a] 

19)  cos{a  -|~  '^)  +  cos(a  —  h)  =  2cosa  cosb 
cos  (a  -\-  b)  —  cos  (a  —  b)  =  —  2  sin  a  sin  b 

20)  cos'^  {a  +  ^)  +  cos'^  (a  —  b)  :=  \  -j-  cosla  cos  2  b 
cos'^{a  —  b)  —  cos'^  {a  -\~  b)  =  sin  2  a  sin  2  b 

21)  cos(a  —  b)  -]-  cos{a  —  c)  -^  cos{b  —  c) 

z=  4  cos  —  (a  —  b)  cos  ^-  (a  —  c)  cos  -  (b  —  c)  —  l 
2i  ^  ^ 

cos'^  {a  —  ^)  +  cos'^  (a  —  c)  -|-  cos'^{b  —  c) 

=  1  -j-  ''^  cos  (a  —  b)  cos  (a  —  c)  cos  (b  —  c) 

22)  cos  (a  -\-  b  -\-  c)  =  cos  a  cos  b  cosc  —  sin  a  sin  b  cosc 

-\-  sin  a  cos  b  sin  c  —  cos  a  sin  b  sin  c 
cos (a  -\-  b  —  c)  =  cos a  cos b  cosc  —  sin a  sin b  sin c 

-J-  sin  a  cos  b  sin  c  -\-  cos  a  sin  b  sin  c 


23)  cos  a  +  cos  b  =  2  cos  -^  {a  -\-  b)  cos  --  {a  —  b) 

cos a  —  cosb  ■=  2  sin  -^  {b  -\-  a) sin  —  {b  —  a) 

sina  4-  sinb 

24)  cos  a  -\-  cos  b  = 


tgn  -^  {a  ±  b) 

cotg  -^  {a  +  b) 

- — — (cosb  —  cosa) 

tgn-^  (a  —  b) 


sina  4-  sinb 
cos  b  —  cos  a  =  - 


cotg  -,y  (a  :^  b) 


=  —  {sinb  dz  sin  a\  tgn  ~-  {b  -f  a) 
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25)  cosUt  -f-  cosH  =  1  4  cos{a  -f  h)cos{a  —  h) 
cos^  a  —  cos'i  h  =  —  sin  (a  +  ^)  sin  (a  —  h) 

26)  cosa  -)-  cosh  -j-  cos  c  =  ~~  cos(a  -{-  b  -^  e) 

+  4  cos  —  {a  +  h)cos  -^  {a  -\-  c)  cos  -^  {h  -^  c) 

=r  _  COS  {ü  -f  ^^  _  6-)  +  4  COS  -^  {a  +  6)  cos-^  {a  ~  c)  cos  ^(b~c) 
cos a  -\-  cosh  —  cosc  =  cos (a  -\-  b  ~\-  c) 

+  icos  —  (a  4-  b)sin  --  {a  +  c)sin  ^  (b  -^  c) 
r=  f OS  (a  +  /;  —  c)  -f  4  fö8  -  ((f  +  b)  sin  ~(a  —  c)  sin  1  {h  —  r) 

27)  cos a 4- ms i -f  cos (a ± ^>)  =  4 cos  ^  a cos  —  ^ cos ~ {a ±h)—\ 

L  A  2i 

COS  a  -|-  cos  b  —  cos  (a  ±  />)  =  1  ±  4  sin  —  a  sin  ---  b  cos  ^  {a  ±  b) 

2i  L  Z 

28)  cos'^  a  +  cos'-  b  +  cos'-^  (a  ±  Z;)  =  1  -f -  2  cos  a  cos  b  cos  (a  ±  b) 
cos'-  a  -\-  cos^  b  —  cos'^  (a  ±b)  =  1  ±  2  sin  a  sin  b  cos  (a  ±  b) 

29)  cos{a  +  b—c)  +  cos{a  —  b~^c)^cos{a  +  b  +  c)+cos{a-^b^c) 

=  4  cos  a  cos  b  cos  c 

cos{a  +  b-c)-^cos(ci-b  +  c)-cos(~a^b-]-c)-cos(a-{-b+c) 
=  4  cos  a  sin  b  sin  c 


30)    cosa  cos b  =  -  {cos(a  -\~  b)  -|   cos(a  —  b)\ 
cos  (a  4:  b) 


1  +  tgn  a  tijn  b 

31)  4 cos«  cos  b  cos c  =  cos(a  -j-  Z>  —  c)  +  cos(a  —  />  -f  c) 

+  cos  (—  a  -^  b  -^  c)  +  cos  (a  +  />  +  c-) 

32)  8  cos  ~  (—  «  4-  />  +  c  +  r/)cos  |  (.^  -f-  ^,  _  ^  +  ^) 

cos  ~  {et  —  h  ^  c  -\-  d)  cos  - .   (—  a  +  />  +  c  +  r/) 

.  {  .     a     .    b     .     c     .     d     ,  a         b  c         d 

=  4  ^stn  --  s^w  —  Sin  —  sin  -  -f  cos  ~  cos  y  cos  —  cos  — 

-|-  cos  a  -\-  cosb  -{-  cos  c  -\-  cos  d 

27* 
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3'5)    Vi  -|-  COS  a  ±  Vi  —  cosa  =  V2  Vi  ±  sina 


=  V2  sm  (^450  ±  i  a^ 
=  \/2cos  (^450  +  ^^) 


Sei  n  gerade,  so  wird 

2n-H 


34)   cos"^  a  =  ^— :3Y  cos  na-{-  n  cos  (n  —  2)a 


.  n{n—\)       /         .X      I           I                        \2            / 
+      19    'cos{n  —  A)a-^'"  H —- 

2|l.2...i-nj 
für  ein  ungerades  n  ergiebt  sich: 

35)  cos"  a  =  77— IT  cos  na-\-n  cos  {n  —  2)a 

n(n-l)  „(„_!). .4(«  +  3)         ^ 

-| \-——Jcos{n  —  4)a-| -\ -, cosa 

^■^  l-2---2-(»-l) 

für  ein  negatives  ganzes  n  ergiebt  sich: 

36)  (2  cos  ay  =  cos  na  -\-  n cos (n  —  2)a 

.    n(n  —  1)        .           A\       I 
-| K— 75 — -  cos  {n  —  4)  a  -| 

6'os  a  =  cos  a 
2  cos-  a  =  l  -\-  cos  2  a 
4  cos^  a  =r  3  cos  a  -|-  cos  3  a 
8  cos^  a  ==  3  +  4  cos  2  a  -j-  cos  4  a 
16  cos-'  a  =  10  cos  a  -f-  5  cos  3  a  -f-  cos  5  a 
32  cos^  a  =  10  -\-  15  cos  2  a  -|-  6  cos  4  a  -f-  cos  6  a 
64  cos'^  a  =  35  -f-  21  cos  3  a  +  7  cos  5  a  +  cos  7  a 
128  cos^  a  =  35  -|-  56  cos  2  a  -|-  28  cos  4  a  +  8  cos  6  a  -f-  cos  8  a 
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37) =  cosa  —  COS  3  a  +  cos  5  a  —  cos  7  et  +  •  •  • 

^   2cosa  '  ' 

cos  2  a  —  2  cos  4  a  -f-  3  cos  6  a  —  4  cos  8  a  -f-  •  •  • 


4  cos'^  a 

1 

8  cos  3« 

Die  Coefficienten  sind  jene  von  (1  -j-  x)-'\ 


=  cos  3  a  —  3  cos  5  a  -|-  6  cos  7  a  —  10  cos  9  a  -|- 


1)   tgtia 


§.  148.    • 

Tangens. 

sin  a            1                sin  2  a 

1  —  cos2rt 

cos  a        cotg  a        1  -f-  cos  2  a 

sin  2  a 

seca          1  c2«»  —  1 

coscc  a        ^■   c^rti  _|_  1 

sina         l/     ^ 

Vi  _  sinUi         ^    cos2a 

l/l  —  cos  2  a 
~  ^  1  +  cos  2  a 

sin  (a  4-  ^)  +  ^^^^'  {n  —  h) 

cos  {a  -\-  h)  —  cos  (a  —  h) 

■ 

2tgn^-^a               ^cotg^ 

2 

1  —  ^ö^^^  ^  a        cotg'^  T2  —  1         cö^/y  2    —  ^0^^  "2 

cos  (a  —  h)  ~  cos  (a  +  ?>) 
sin(a  -\-  b)  —  sin{a  —  h) 

,  =  =  y  scc'^  a  —  1  =  toig  a  —  2  coig  2  a 

V  coscc''- a  —  1 

cos(a  —  450)  -f-  sin(a  —  4  50) 
cos  (a  —  450)  —  sin  (a  —  45«) 

1  —  tgn  (45Q  —  a)  _  ^(/n  (45  0  +  g)  —  1  _  1  /scc  2  a  — 1 
1  +  ^^n (450  —  a) ~ tgn ^45^)  +  a)  +  1  ~  *^  scc2ä+I 
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tgn  (450  + 1)+  coUj  (450  -  -^ 


^^^(45o  +  f)  +  ¥^(45«-|) 


.      a 
1  —  tffn 


tgn 


+ 


1  +  ^/y"  I      1  —  ^0^^'  I      1 + ^/y'*  2 


2)   fr/^i(45t'±a)  =  co^^(45o  +  a) 


1  +  ^^w  a      cos  a  i  si^  a 


1  -f  #^n  6t      cos  a  -\-  sin  a 

1  /l  -h  sin  2  a        1  +  föw'-'  a   .    , 
■=  V  1—0     =  ,         /   ,     +  t(jn  2  a 
^    1  -\-  sin  la        1  —  tqn^  a 


1  +  sin  2  a 


cos  2  a 

3)  ^(/w  (450  +  a)  +  tgn  (45«  —  a)  r.^  2  sec  2  a  =  co^^  (45o  —  «) 

+  cof^(45o  +  a) 
^^»^  (45«  +  ^)  —  ton  (450  —  a)  —  2  ^^^  2  a  =  cotg  (45o  —  a) 

—  cofr/(45ö-|-«) 

4)  /^ij(45o  +  a)tgn{ih^  —  a)  =:  1 


5).,„(45o±|)  =  .^45.T-|)  =  ,f^,= 


1  +  sm  a 


cosa 


1  /  1  ±  smct    

»^   1  zp  .sin  2  6t 


tgnUh^  —  -  6t) 


6)  tgn  (—  a)  =  —  ^6yw  cf 


;r 


^.grw  2  -  =  0 


iO^  ^  -2  =  "^ 


8)   #6/w4;t    -  =  0 

tgn{4.n  J^  \)~^  cc 
tgn(4n  +  2)  ^  =  0 


^6/w4  7^  =  0 


tgn  (4  //.  +  3)  ^-  =  00 
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f(fn  (2  —  ±aj  =  ±  fgua 
^il*^  (3^i«)  =  i^  colli a 
tgn  (4--±ajr=r4:  tgna 

10)   f^M  1(4  n  +  1)  ^  ±  «1  =3  :^  co^^rt 
tgn    (4  n  -f-  2)  —  ±  a    ==  i:  fr/^i  a 

tgn  I  (4  /i  -f-  3)  n-  i  ^M  =  +  <^'^^^  «^^ 
tgn    (4  >i  -|-  4)  —  ±  «  =  4:  f/y^  a 


11) 

Sei 

tgn  a  = 

t^  so  wird: 

' 

tgn  a 

r=  f 

tgn  2  a 

2f 
"^1  —  f2 

tgn  3  a 

3f  —  <3 
1  —  8  r-' 

tgn  4  a 

4^  —  4^^ 

1    —    6  f  2  -+-  ^4 

tgn  5  a 

_  5i  —  lOf--  +  t'^ 

1    —    10^2  _^  5^4 

tgn  6  a 

6^  —  20f^  4-  6^^ 

1    —    15^2  _|_    15^4   _   p 

12)   Bildet  man 

(1+0"  =  l  +  At  +  Bt^-+Cf^^Dt^-{-Et^^-\~Ft^^+Gt'  +  ^ 
so  wird 

^f  —  c^:^  4-^f'  —  at'  4--.- 

Es  ist  ferner 
'    •^  «      (1  +  tUjnay  +  (1  —  ityita)" 
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14)   t(jn  — -^- —  a  =  [sina  -\-  sin  2  a  -[-•••  sin  na] 


:  [cos  a  -\-  cos  2  a  -| cos  n  a] 


15)  tnn(a^-h)==    tgna±tgnb     _^  ^^.   ^  Ujna^tgnh 
^    -J    ^   —   ^        1  _l_  igyi  a  tgn  b  cotg  a  ±  tgri  h 

coUf  h  \- cotq  a  ^        Uma^-tqnh 

=     ^        ~    /-L.  ,   ==  cotg  a    '\    ,  ~  / 

cotg  a  cotg  t>  if  1  co^^  b  -f  f^ii  a 

cos  2  b  —  cos  2  a        sin  2a-\-  sin  2b   ,      ,    _ , . 
=     .    ^  7  _    .    ^     =  -T— 7:; — ~    .    ,^  ,  •  Um  (a  4-  t>) 

stn  2  b  -^  sin  2  a        stn  2  a  ip  sin  2  b 

1 6)  tyn  (a  +  b)  +  tyn  (a  -  h)  =  .^^J^^'^l^^j, 

2  tgn  a  scc-  b 


■  tgn(a  -\-  b)  —  tgn{a  —  b) 
17)   tgn{a  -\~  b  -\-  c) 


1  —  tgn'^atgn'^b 
2  sin  2b 


cos  2  a  -\-  cos  2  b 
tgn  a  +  tgn  b  -\-  tgn  c  —  tgn  a  tgn  b  tgn  c 


1  —  j tgn  a  tgn  b  -f-  tgn  b  tgn  c  -f-  tgn  c  tgn  a\ 

1 8)   tgn  {a  -{-  b  -[-  c)  -\-  tgn  {a  -{-  b  —  c)  -\-  tgn  (a  —  b  -\-  c) 

+  tgn  {—  a-\-b  -\-  c) 
2  sin  2  {a  -\-  b  -[-  c)  -\-  sin  4  a  -|-  sin  4  6  -|-  sin  4  c 
1  -f-  cos  4  tt  -\-  cosib  -\-  cos  4:  c  -{-  4:  cos  2  a  cos  2  b  cos  2  c 

sin  (a  +  b) 


=r=  2 


19)   tgna  i  tgn  b 

{tgn  a  :p  tgn  b) 


cos  a  cos  b 
sin(a  iz  b) 


sin(a  ip  b) 
=  tgn  b  tgn  {a  +  b)  {cotg  b  =p  tgn  a) 
1  q:  tqn  a  tgn  b 


cotg  (a  jz  '^) 


(1  ip  tgn  a  tgn  b)  tgn  (a  ±  b) 


20)  t(m  a  -j-  t(ni  b  +  Um  c  =  tan  a  tan  b  tan  c  -\- , 

^  -'  '■         '    ^  '^        ''        ''        '    cos  a  cos  b  cos  c 

01  \  4  ,    ,      .      ...  sin  (2  a  ±  b) 

21)  tgna  -f-  tgn{a  ±  b)  ^=  - 


cos  a  cos  (a  +  b) 

tgna  —  tgn(a  4-  6)  =  —  j—. — r\ 

^    ~    ^  cos  a  cos  (a  4-  b) 


j 
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.^^x  1     «  1     .7         stn(a  -\-  b)sm(a  —  h) 

22)  tan^a  —  tan'^h  = ^^ ^—-^ ^ ^ 

23)  T-^  -f  tgna  =  -^^ 
^  t(/na  sin  2  a 

24)  -^ t(jn  a  =  2  cotg  2  a 


o-N    ,  .      7  tgna  +  tgnh         cos (a  —  h)  —  cos(a  +  ^) 

2o)   tgn a . tgn h  =     ^^   ,   T"  '\ —  == \ ^^-— )    T  .\ 

cotg  0  ±  cotg  a        cos  {a  —  h)  -{-  cos  (a  -\-  h) 

sm  2  tt  4-  sin  2  h  —  sin  2{a  -\-  h) 

sin  2  a  -\-  sin  2  b  -{-  sin  2  (a  -\-  b) 

cos  (a  -\~  b)  cos  {a  —  b) 
cos'-a  cos'^b 

cos'^b  —  cos'^a si7t'^b  —  sin'^a 

cos^b  —  sin'^a        sin'^b  —  cos'-.a 
cos  2  b  —  cos  2  a 


V'^ 


26)   tgn(a  -\-  b)tgn(a  —  b) 


28) 


cos  2  b  -\-  cos  2  a 

27)   tgn^{a  +  c)tgn~{b  +  c) 

sin  a  -f-  sin  h  +  sin  c  —  sin(a  ~\-  b  -\-  c) 

sin  a  -f-  sin  b  —  sin  c  -f-  sin  {a  -\-  b  -\-  c) 

cos  a  -\-  cosb  —  cos  c  —  cos  (a  -\-  b  -[-  c) 

cosa  -\-  cos  b  -{-  cos  c  -^  cos  (a  -\-  b  -\-  c) 
tgna  __  sin(a  +  b)  +  sin(a  —  b)  _  cotg b  ±  tgn a 
tgnb        sin{a  -{-  b)  —  sin(a  ~  b)  ~~  cotg  a  ±  tgn  b 

cotg  b  ip  tgn  a     cos  (b  ^  a) 

cotga  i  tgnb     cos{b  +  a) 

29)  tgn  -^  (a  +  b)tgn  ~  {a  +  c)tgn  \  {h -^  c) 

sin a  4-  sin b  -|-  sine  —  sin (a  -\-  h  -\-  c) 

cos  a  -{-  cos  b  -^  cos  c  -{-  cos  {a  -\-  b  -\~  c) 

«^N    I     „  1  —  COS  2  a 

30)  tgn^c^^,^,^,,^ 

^     ,  3  sin  a  —  sin  3  a 

tgn^a  =  j: j t— - 

•^  3  COS  a  -\-  cos  6  a 
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S.  149. 

Cotangens. 

,  N       .  COS  a  1  sin  2  a  14-  cos  2  a 

sm  a        t()n  a        1  —  cos  2  a  sm  2  a 


o2ai 


ycosce^a  —  1  = 


Vsec'^a  —  1 


Vi  —  sm2  a cos  a         '\/l-\-cos2a 

sin  a  Vi  —  cos'^a  1  —  cos  2  a 

2  cof^  (45^  4- |)cof^  (^^'-|) 

cof//  ("450  -  |A  —  cotg  ("450  4-  l-") 

1  —  tgn^  -        c'of/y^  2"  "  ^ 


2tgn  —  2  cotg  — 

^  '    2 


2)  cotg  (—  a)  =  —  cotg  a 

3)  cof^  ir  =  0  4)    cotg  4  ^i  —  =  00 

■^  2 

cotg  2  —  =  00  co^(/  (4 1^  _^  1  j  ^  —  0 

cof^  3  —  =  0  cotg  (4  ^^  +  2)  ^  =  00 

cotg  4  —  =  X  cotg  (4  n  -|-  3)  —  =  0 

^  2 
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•^)   ^'otg  y^  ±  a j  =  if:  t<jn  a 
coU)  (2-^  +  «)  =  +  cotga 
cotg  l^—^a\  =  l^tgfia 
cotg  (4— iaj=Jh  cotg  a  . 

6)  cotg    4  n  -^  ±  ^  =  +  cof^  et 

cotg  (4  n  +  1)  y  ±  a  =  +  fr/n  « 
cof(/  (4  ;i  +  2)  y  i:  a  =  ±  cotg  a 
cotg    (4n  +  3)  y  ±  a  I  =r  4:  tgua 

cotg a  —  (]l\  tgn a  +  (l)  tgn^ a  —••  •  ■  • 

7)  cotg  na—  ^^^  ^^^ 


(^-{$)t9nU.  +  {^^)tgn^ 


oN       ,   r.  cotga  —  tg7ia 

8)    cotg 2a  =  — ^ — —-^ — 

.   „     cotga  —  Signa 


cotg  4  a 


3  —  tgn^a 
cotga  —  ßtgna  -\-  tgn^a 
4  —  itgn'^a 


9)   cotg(a  ±  h)  =  ^  +  tgnatgnh  _  cotga  cotg l  +  1 
"~    "^         f(/;i  a  ±  tgn  h  cotg  h  ±  cotg  a 

10)  cof(/(a  +  ?^)  +  cotg  {a  -  />)  r=         *^  •^'^'  '^  '* 


co/j^  (a  -|-  6)  —  co/^  (a  —  />)  rrr  — 


cos  2  h  —  cos  2  a 
2  sin  2  b 


cos  2  h  —  cos  2  a 

11)  cotgh  4-  cotga  =  -^-^^ — =^V 

1 2)  cof.f/  a  +  cof r/  i  -f-  cotg  c  ==  cö/*/  a  cotg  b  cotg  c  - — -  ^^^7~,     .  ^ 

^         •^        "^        $m  a  sm  h  sin  c 
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.„.       ,         ,        ^    /      I    7v           sin(2a  ±  b) 
13)    cot(/a  -\-  cotfj  (a  ±  h)  =  —. .      ~,    ,, 

cotg  a  —  cot(j  (a  +  h) 


sin  a  sin  (a  +  b) 


14)  cotaa  cotah  -^^^^^  =i=  '^^^  ^  ^  ^'^^(^  -  ^)  +  cos(a  +  ^) 
"^  '^         "^           tgna  ±  Ujn  b         cos  (a  —  b)  —  cos  {a  +  b) 

irx  .  .           1  4-  cos  2  a 

1 5)  cot(ß  a  = 


cot(ß  a 


1  —  cos  1a 
^cosa  -\-  cos  3  a 
3  sin  a  —  sin  3  a 


§.  150. 
S  e  c  a  n  s. 

1)   See  a  = =  ■    ^  —  Vi  4-  ^^^2^ 

__  Vi  -f-  co^^2  (i g(yc-2  a  cosec'^  a 

cotga         '      cosec^a  ~  sec^a 

cosec  a  l/    2sec2a 


«  —  1    "^  1 


=v 


Vcosec'^a  —  1         ^   l  +  sec2a 

^  [¥^45»  +  I)  +  <,n  (450  -  I)] 

(«»+1) 


1  -j-  coty^a 


sec 


cosec^  a  —  \        V2  [cos  a  +  sm  a] 

2)  sec  (—  (t)  =  seca 

3)  sec  -TT-  =  00  4)  sec  4  n  —  =  -f-  1 

TT  TT 

sec  2  —  ==:  —  1  See (4 w /-|-  1)  -^  =  00 

sec  3  -^  =  X  sec  (4  w  -|-  2)  -^  =  — 


2  ^^^v--    I    -/    2 

f  =^+1  sec(4n  +  3)-| 
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sec 


5)   sec  (~  ±  a\  =  ^  roseca 
sec  (2  —  i:  aj  =  —  seca 
(3  —  ±aj  =  ±  coseca 
(i  —  ±  aj  =  sec a 

[■        6)   86*^    4  «  —  +  a    ==  sec  a 

sec  Ui H  -\-  \)  —  ±  (i\=Zf  coseca 
sec\(4n  -^  2)  ^  ±  a\  =  —  seca 

$ec    (4  /i  -|-  3)  ^  ib  (M  =  ±  cosec  a 

sec  a  sec  b  cosec  a  cosec  h 


7)   sec  (rt  ±h)  = 


1  ^  tijn  a  t(jn  b        cot<j  a  coty  b  ^  \ 


^x         f)     seC'  a       cosec'^  a      sec  a  cosec  a 

1  —  t(jn'-a        cotg'^a  —  1        cotg  a  —  Ujn  u 


§.  151. 
Cosecans. 


1)   coseca  =  J^  =  ,^1^  =  Yl+lü!^  ^yj^:^^ 


sma        yi^cos'a  t(jna 


sec  a         1  /  1  -j-  tijn^  a sec  a 

ysec'^  6t  —  1         ^  sec-  a  —  \        tyn  a 


1         a  a 

=  -  sec  -  cosec  - 


2)   cosec  ( —  a)  =  —  cosec  a 
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7t  Tt 

3)     COSeC  —  :r=r  -|-    1  4)     COi^CC  4  n  -^  =    00 

TT,  Tt, 

cosec2  —  =r  00  coi^ec{^n  -(-  1)  —  =  4-  1 

cosec^  -—  =  —  1  cQsec(^n  -\-  2)  —  =  qo 

cosec  4  —  =  OD  coscc  (4  w  -f-  3)  —  =  —  1 

2  2 


cosec  (  2  -7^  +  a  )  =  ^^  cosec  a 

cosec 

cosec  (  4  4t-  i  «  ]  =  d:  eoscc  a 

=  +  cosec  a 
cosec  \  {4:n  -+-  l)  -^  :^  a\  ^=  seca 
cosec 


))   cosec  (—  ±  a] 

( 3  ^  ±  a )  —  —  sec  a 

G)  coscc    4  M  -^  ±1  « 

[(4.i  +  l)-|±a] 
(4  w  -|-  2)  -|-  ±  a  =  +  co.scc  a 

cöscc  (4  n  +  3)  —  ±  a  U=  —  scc  a 

.      ,    ,.  secasech  tyna^tgnb        ,    _,. 

^  V    —    /       tgna  ±tgnb       tgna  ±  tyn  b       ^     '     ^ 

oN  r^  SCC'^a 

8)   coscc  2  a  =  -^7 =^  2  scc  6t  coscc  a 

^  2tgna 


Einige  Gleichungen. 

1)   Ist     shix  =r  siny^  so  wird: 

(ä;  -f-  2  w  ;r 

^^  ~~  \(2  n  +  l)7t  —  X 
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2)    Ist     shi  X  =  COS  y,  so  wird : 


43] 


3)  Ist     cosx  =  cos y,  so  wird: 

y  =  2n7t  i:  X 

4)  Ist    tgn  X  ^r=.  tyn  ?/,  so  wird : 

y  ^=  X  ±:  nn 

5)  Ist     tgnx  =  cotgy^  so  wird; 


y 


±  w    jr  —  x 


ß)    Ist     cof^  ;r  =  coty  y,  so  wird : 

y  =  X  jz  'i^^ 

7)  Ist     sec  X  =  sec  y^  so  wird : 

?/  =  2  w  ;r  i  a; 

8)  Ist     coscc  X  =  coscc  ?/,  so  wird : 

■ (X  -\-  2n7i 

y  ~~  {{2n+  1)71  — X 

Das  Resultat  in   Nr.  1)   und   ähnlich   in    den   anderen   wird 
erhalten,  wenn  man 

y  =  X  -\-  h 
setzt,  woraus  aus 

sin  X  =  sin  (x  -\-  h) 
nach  einigen  Umformungen 


sin 


also  entweder 


oder 


-  hcos(^x  -^-h"^  =  0 


sin  ^  h 


cos 


(x  +  I  /*)  =  0 
folgt,  woraus  sich  das  obige  Resultat  ohne  weiteres  ergiebt. 
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§.  153. 

Relationen  zwischen  den  goniometrischen  Functionen. 

.         cos  (a  ip  6)  cotg  h  ±  tgn  a 

'        sin  (a  ±  h)       cotg  h  tgn  a  ±,  \ 

2)  -f  ^^ — r-T^  ^=  \  -]-  tgna  cotg  h 

^  ~   cosa  stn  b  ~  ^  '^ 

^.  ,    cos{a  ±,h)        ^    .       ,  .   , 

3 )  4-  — r-^ , — r^  =1-1-  cotq  a  cotg  o 

^  ^  sinasmo  —      ^         a 

,.         cosia  -\-  h)  .   j  _^  , 

4)         ^^ — ^^-~  =  cotqh  T-  tqna 

^  cos  a  sin  o  . 

^ .         cos(a  -h  b)  .       —  .     7 

5)  — r-^^ — ^=—/-  =  cotq  a  -f  tqn  b 
^         sin  a  cos  b 

G)  cosa  ±  sina  =  1/2sm(45o  ±  a)  ==  V2  cos (45»  =p  a) 

7)  sin a±cosb  =  1  sin  \^  {al^b)±  45ol  cos  \- {a  ±b)ip  45ol 

. 8)  cos a  ±  sin b  =  2 sin  [45«  —  -  (a  q=  b)\ sin Uö«  —  ^ (a  ±  ^>)] 


9)   sin  a  -\-  sin  b  -\-  cos  a  -\-  cos  b 


2  cos  \{a  —  b)V\  +  sin{ti  -f  >>) 


sin a  -f-  sin b  —  cosa  —  cos  b 


2  cos  -  (a  —  b)  Vi  —  sin(a  -f  b) 


sina  —  sinb  -\-  cosa  -\-  cosb 


=  2cos\  (a  -f  Z>)  Vi  +  sin{a  —  b) 


sin  a  —  sin  b  —  cos  a  —  cos  b 


=  2  cos  ^{a-^b)V\—  sin  {a  —  b) 
sin  a  -\-  sin  b  -f-  cos  a  —  cos  b 

=  —  2  sin  —  {a  -f-  /;)  Vi  —  -*^^^^  («  —  ^>) 
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10)  tg„a  +  cofah  =  +""(^fl^ 

~  cosa  stn  0 

cotg  h  +  tan  a  =       ^^ — ^^^-^ 

~  cos  a  stn  0 

11)  cot(ja  +  tgn(a±  h)  ^^^^ 


cos  a  cos  (tt  i  ^) 

eoU,a-UMa±h)^    oos(2a±6) 
Stn  a  cos  {a  ±  h) 

12)    coty{a  ±  &)  +  t(jn{a  ^  h)  =         ^  ^^^^^ 


sin  2  et  +  sin  2  h 
2  cos  2  a 


cotg{a  -\-h)  —  tgnia  qi  h)  = ffos^_a 

13)  ^(/?2  -^  +  <^'ö^^«  =  ^ö^^  l"  —  co^^a 

14)  cof^  -  tgna  —  l  —  tgn  ^  tgn  a  -\-  1 

''^  cotga±tgnb  =  '^"''*<'"('^±'^ 

^\   ^^^9^  -f  (^oiya tgn  (a  +  i) 

cotgh  +  ^^wa  ^^Mtt 

^       cotgh  :f  CQfgrg  ^  f^u  (g  :|i  ^^) 
"^   cof  r/  a  +  tgn  h  tgn  h 

cotg  h  +  tgn  a cos  (a  q=  b) 

^   cotgh  ip  tgna        cos{a  i:h) 

.^^.    cotga  -P  f^w6  _  cos  {a  ±  h)     tgnh 
^    cotgh  ±  tgna  ~  cos(a  ={=  h)  '  tgna 

ni\      •  I,  sin(a  -\-  b)  1  ,  . 

21)   ,m acosb  =  ^^^l^^-f^'^^  =  j [sm (a  +  i)  +  sin (« - b)] 

.    ,  ,      sin(a  -j-  b)  1 

cos asmb  =  ±  ,^^^,^-^j^  =  ^ L«» (a  +  b)- sin (a - i)] 

^2)  <^«  a  CO««  S  =  ^''ff^±t9nc^  _  sm  («  +  ft)  +  s^y,  («  _  &) 
cotga  ±  tgn b       sin{a  +  b)  —  sm{a  —  b) 

eotgatgnb  =  ^"^^ «^  ±  ^g» '^  _  sinja  +  b)  -  sinja  -  b) 
cotg  b  ±  tgn  a       sin  {a  +  6)  +  sin  (a  —  b) 

Laska,  mathem.  Formehisammlung.  no 
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tgn  a sin^a  -{-  sin  2  &  +  sin  2(a  —  h) 

^   tgn  b        sin 2a  -\-  sin 2h  —  sin 2 {a  —  h) 

tgn  a        sin  2  a  —  sin2h  -\-  sin  2  (a  -j-  h) 

•^  tgn  {a  +  h)  ~  sin  2  a  -\-  sin  2  b  -{-  sin  2  (a  +  b) 

tgna        sin2a -\- sin2b -\- sin2(a  —  b) 

'  ^   tgn(a  —  b)        sin  2  a  —  sin  2  b  -\-  sin  2  (a  —  b) 

26)  sin^  a  4-  tcm^  a  =  sec^  a  —  cos^  a  = 

27)  sin'^a  -\-  cotg'^a  =  cosec'^a  —  cos^a 

28)  sec^  a  -|-  cosec^  a  =  (tgn  a  -\-  cotg  ay  =  sec'^  a  cosec^  a 

29)  cos^  a  —  sin^  b  =  cos^  b  —  sin^  a  =  cos^  a  cos^  b  —  sin"^  a  sin^  h 

==  cos  {a  -\-  b)  cos  {a  —  b) 

30)  sw2  a  -\-  sin'^  b  -{-  cos'^  (a  i  ^)  =  1  q=  2  sin  a  sin  b  cos  (a  ±_  b) 
sin^a  +  sin'^b  —  cos^\a  ±  b)  ^=  l  —  2cos  acosb  cos  {a  ±  b) 
cos^ a  -f-  cos"^ b  -\-  sin'^ (a  ±  b)  =  2  [l  ±  sina sin b cos {a±b)\ 
cos^  a  -(-  cos^  b  —  sw2  («  +  fe)  r=  2  cos  a  cos  b  cos  (a  ±  b) 

31)  sin'^ia  -\- b)  -[-  cos^{a  —  b)  ■=  \  -{-  sin2a  sin  2  b 
sin-  (a  -\~  b)  —  cos^  (a  ^-  b)  =  cos  2  a  cos  2  b 

32)  sin  ö-  (^  +  ^)  cos  -^  (a  —  c)  -\-  sin  -^  (^  —  c)  cos  —  (&  -f  c) 

=  —  [sina  -\-  sinb] 

33)  cos  a  cos  {b  —  c)  -\-  cos  b  sin  (c  —  a)  -\-  cos  c  sin  (a  —  b)  =  0 
sin  a  cos  (b  -\-  c)  -\-  cos  b  sin  (c  —  a)  —  sin  c  cos  (a  -)-&)  =  0 
cos  a  cos  (b  -{-  c)  -\-  sin  b  sin  (c  —  a)  -\-  cos  c  cos  (a  -\-  b)  =  0 


§.  154. 
Sätze  über  die  Winkel  a,  b,  c,  wenn  a  -^  b  -\-  c  =  2R  ist. 

-.N  •  .•71-  Ä  Cl  ^  C 

1)   stna  -f-  sinb  -\-  sine  ■=  4  cos  —  cos  —  cos  — 

,      .    ,  .  .    .     a     .     b  c 

sin  a  -j-  stn  b  —  sm  c  =  4  sin  -^  sin  —  cos  — 
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2)  COS  a  -f-  COS  h  -\-  COS  c  =  l  -\-  4  sin  -^  sin  -^  sin  ~ 

^  A  2ä 

COS  a  -f-  cos  h  —  cos  c  =  i  cos  —  cos  —  sin  -^  —  1 

Ji  A  A 

3)  ign  a  -\-  tgn  b  -{-  tgn  c  =  tgn  a  tgn  b  tgn  c 

cotg  a  -\-  cotg  b  -f  cotg  c  =  cotg  a  cotg  b  cotg  c  -f  cosec  a  cosec  b  cosec  c 

4)  tgnatgnb  -f  tgnbtgnc  -{-  tgnatgnc  =  1  +  secasecb  secc 
cotg  a  cotg  b  +  cotg  b  cotg  c  -\-  cotg  a  cotg  c  =  1 

5)  sin'^a  -f-  sin'^b  -f-  sin'^c  =  2(1  -f-  cos a  cosb  cosc) 
sin^a  -\-  sin-b  —  sin'^c  =  2  sin a  sin  b  cosc 

cos^  a  -{-  cos^  b  -f-  cos^ c  =  l  —  2cosa  cos b  cos c 
cos^  a  -f-  cos'^  b  —  cos'^  c  =  l  —  2  sin  a  sin  b  cos  c 
sin^  a  -f-  sin'^  b  —  cos^c  =  1  -f-  2  cos a  cosb  cos c 
sin^  a  -f-  cos-  b  -\-  cos'^c  =  2  (1  —  cosa  sinb  sine) 
sin^  a  —  cos^b  —  cos^  c  =  2  cos  a  cos  b  cos  c 

cotg  —  -\-  cotg  — 
stna  -^   2     '        "^   2 


6) 


sinb  ,     «    ,       ,     c 

eot</  j  +  cotij  - 


-')   tgn  ^  tgn  l  =  ^'^^'^  +  sinb  -  sine 
A  2        stn  a  -f-  sin  b  -f-  sin  c 

sin  2  a  +  sin  2  b  -^  sin  2  c        ^    .     a     .     b  c 

^^       sma-^  sinb  +  sine      =  ^ ''^  ^  ''''  ^  ^'^'  2 


§.  155. 
Longimetrisclie  Relationen. 

Sei  9)^,  9)',  tp"  die  Anzahl  von  Graden,  Minuten  und  Secun- 
den,  arc(p\  arccp',  arccp"  die  Länge  des  Bogens  von  (p^,  cp\  cp", 
ferner  B^,  R\  B"  die  Länge  des  Halbmessers  ausgedrückt  in 
Graden,  Minuten  und  Secunden.  Die  Zahlen  in  Klammern  sind 
Logarithmen. 


1)  arc  cp   =  (p^  arc  \^  =  cp'  arc  V  =  g?"  arc  l" 

2)  arcV  =  ^,     arcV  =  ^,     arcl"  =  ~ 


28* 
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(pO  op'  op" 

3)  arccp  =  —  =  —  =  — 

4)  arcV  =  0,01745329252  =  [0,2418773676  —  2] 

arc  V  =  0,00029088804563  =r  [0,4637261172072  —  4] 
arc  1"  =  0,000004848136809  =  [0,6855748668235  —  6]. 

Sei  nun  9  <^  40',  so  wird 

5)  sin  9  =  arc  cp  ==  9'  arc  1'  =  9"  arc  1" 

6)  ffl'  =  -^^  =  sin  (D .  3437'  74677078 

^  :?!!ij^  ^  g^-^^       206264"  806247096. 
^  SiW  1"  ^ 

Man  merke  noch 

7)  lagR^  =  %  57^2957795131  =  1,75812263241 
log  B!  =  log  3437'  74677078  ==  3,53627388279 
logR"  =  %  206264"  806  . .  .  =  5,31442513318. 
Die  Länge  des  Radius  ist  =  1  genommen. 
Die  Zahlen  in  Klammern  sind  Logarithmen. 


T  r  i  g  0  n  0  111  e  t  r  i  e. 


§.  156. 

Das  geradlinige  Dreieck. 

Seien  a,  ^,  y  die  Winkel,  a,  6,  c   die  ihnen  gegenüberliegen- 
den Seiten,  ferner  2  s  =:  a  -j-  b  -j-  c  und  /  der  Flächeninhalt. 

1)  a  =  bcosy  -{-  ccos ß 

2)  «2  =  j2  _|_  c2  _  2  J  c  cos  y 
a  h  c 


3) 


sina        sin  ß        siny 


4)  sin  f  =  ]/(i-:=ii^ip-£i 


,  s  nr  1  /s  (.S  —  a) 


;        c       -  — 1-  8)    -^  = 

10)  /-  ^  «"«y  =  V.(.s-„)(,s-i)(,, -c)  =  ^  £!ü^i»!y 

Es  bezeichne  /^«,  /<?,,  7<.j;  die  zu  den  Seiten  a,h,  c  gehörigen 
Höhen,  ma,  nij,,  m^  die  Mittellinien  (d.  h.  die  von  den  Spitzen  zu 
den  Halbirungspunkten  gezogenen  Geraden),  tVa,  w^,  Wc  die  die 
Winkel  a,  ß^  y  halbirenden  Transversalen;  ferner  r  den  Radius 
des  umschriebenen,  q  den  des  eingeschriebenen  Kreises,  ferner 
Qu)  ?,:?,  Qy  diö  Radien  der  drei  Berührungskreise. 
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ii\  7  2/  2  w— ^7 T^T -s  sin ß  sin y 

11)  h^,  :r=  —^  =  —  ys(s  —  a)(s  —  h){s  —  c)  —.  a 

12)  r 


a  a        ^  sin  a 

abc  s 


2  sin  a  4  /"  .         «  ß  y 

-'  4  cos  —  cos  -^  cos  TT 

13)  o  =  (s  —  «)  ^.r/w  —  ==  4rs/w  -r  sin  -^  sin  — 


14)    ,„^^^.^l/H^-fc)C^-^) 
s  —  (X         »^  s  —  a 

=  sign  ^  =  (s  —  h) coty  |-  ==  (s  —  c)  co^r/  |- 

.       .     a         ß  y 

=  irstn  —  cos  —  cos  jr- 

L  A  2i 

Man  merke  folgende  Formeln: 


15)  a  =  -  V2(w?  +  ml)  -  ml. 

Sei  2  711^=:  Wa  +  w&  -f-  mc,  so  wird: 

16)  /  =  |-  yM{M  —  ma)  (M  —  nii,)  (M  —  m,) 

ö 

Sei2ff=i-  +  -1  +  1    sowird: 


Es  ist  weiter 

3/ 


18)   Ä„  = 


1/2  («»^  +  m!)-ml 


19)«„^/V2(|  +  i.)_^ 
20)l=.l  +  -i+-^  =  ^  +  f  +  f 

()  Qa  Qß  Qy  ha  llf,  h. 

Weitere  Relationen  findet  man  in  Heis,  Eschweiler's  Lehr- 
buch der  Geometrie,  IIL  Thl.    Köln  1875, 

21)(«  +  i  +  c)(l  +  i  +  i)=(/.„  +  7..  +  Ä.j(^  +  i-  +  i) 
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22)   m,=\'j[b^  +  c''-ja^^  - 

24)1=  1(1  +  ^)' 

25)  Qu  +  Qß  +  P/  —  4r  +  9 

26)  a  =  b  —. — 75  =  &  (cos  y  -\-  sin  y  cotq  ß)  =  2r  sin  a 

b 


cos  y  -f-  sin  y  coUj  a 
Q  [cotg  -|  +  cotg  |-j 


bcosy  ±  Vc2  —  52  ^m-^  y 


.     a  C6 

Y    (P,^   +    P.)    =       .        ^         .        y 

sin  -^  s«w  -^ 


ß 

V 

r(;.s' 

ro.s 

2 

« 

2 

Q 

«cos  - 

ß 

r 

cos 

cos 

2 

2 

c  —  b               ,     „               4  6c.,,« 
wenn  tgn-  cp  =  -pr r-  sm^ 


cos(p  '  -^     ^       {b  —  cy  2 

a     .  2 

—  stn  y  =  -r— 
c  bc 


a  2 

27)   sin  a  =  —  sm  y  =  y—  /  =  .s/;^  (/3  -(-  ;^) 


/^        /c2  4-  b'i  —  g-A-i 
2&C         ) 


Vi  -  C 


_  _^  ^  2  o     ^^^^y  +  Pufgß  4-  Py) 

2^  {Qa  +  Qß)iQY+  Qd 

_  2n  Vg/3Py  —  P(P/^  +  9>-) 
(Qß  —  Q)  (Qy  —  Q) 

~  27  ^(9«  —  ?)  (9,*  +  ^y)  —  07  s^''«  /^  ^^«^^  )^ 


2/ 

__  a^sln(y  —  /?) 
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28)  sin  ^  =  y(^^-m^-^)  = 1 


4  r  sin  -^  sifi  -^ 


a         .     ß     .     y 
sm  -TT  Sin  4- 


s  —  a         2  2 


4r  cos  4  cos  ^        V((>^  -  (>)  ((>y  -  q) 
2  2 


l/((>«  +  (>^)(9y  +  M  ^         4^ 


=v^ 


(>a  \/P«    —    Q 


29)     cos«  =  ±    y '-  =  -cos(ß-\-r)  = ^^y^ — 

h  —  a  cos  y 


\/a2  -f-  62  —  2  a  6  cos  y 

=  —  sin^y  ±  ^^^  Vc^  —  h^sin^y 


c  c 


a  sm  y 


30)    Ujn  a  =     .  = — =- 

Vc'-^  —  a^sin'^y        c  —  acosO 

»^  \c-^  +  62  —  a^; 

Sei  w  <<  90*^  und  acosy  =  hshf^w,  so  wird  te«  =  , - 

f  ^^  ^  hcos^cp 

Sei  a  >>  90*^  und  —  a  cos  y  ^==  h  tgn'^  9,  so  wird 
^r/^^  a  -=^  -r  sin  y  cos^  (p. 


Das  sphärische  Dreieck« 

Seien  6C^  ß,  y  die  Winkel,  a,  6,  c   die  ihnen  gegenüberliegen- 
den Seiten,  ferner 

'2  6t^6i-\-ß-[~y 

2  s  =  tt  +  6  -!-  6- 
und  /  die  Fläche  des  Dreieckes  für  den  Radius  =  L 
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A.    Die  vier  Grundformelii. 

1)  cosa  =  cos  a  sin  b  sin  c  -\-  cosb  cos  c 

2)  cos a  =  cosa  sin b  sin y  —  cos ß  cos y 

3)  cotg  a  sin  c  =  cotg  oc  sin  ß  -\-  cosc  cos  ß 
sin  ci       sin  ß        sin  y 


i) 


sin  a        sin  b        sin  c 

B.     Abgeleitete  Formeln. 


5) 

a 

a 

cos  -^ 

.       a 
tgn  — 

a 

cc 

cosy 

_  1  /sin  (ö  —  ß)  sin  (ö  —  y) 

'               sin  ß  sin  y 

1  /sin  6  sin  (ö  —  «) 

^        sin  ß  sin  y 

'\/sin(ö  —  ß)sin{6  —  y) 

~~   ^         sin  6  sin  (ö  —  w) 

6) 

1  /—  cos  s  cos  {s  —  a) 

^           sin  b  sin  c 

'\/cos(s  —  b)cos(s  —  c) 

^              sin  b  sin  c 

.      ^ 1  /  —  coss  cos{s  —  a) 

2  y  cos{s  —  b)  cos  {s  —  c)  9 

C.    Die  Gauss'schen  Gleichungen. 
7)    sin  —  {a  -\-b)cos  -^  7  —  <^os  y  («  —  /3) cos  -^  c 

sin  —  {a  —  b)  sin  — -  y  =  sin  -^  (a  —  ß)  cos  -^  c 
Z  ZI  2, 

COS  y  (a  -f-  6)  cos  —  y  =  cos  y  («  +  /3)  sin  —  c 
cos  Y  (a  —  &)  sin  -ö"  r  =  sin  —  (a  -^  ß)  sin  y  c 

NB.     Ist  a  +  &  =  180",  so  muss  auch  k  +  ß^  ISO»  sein 

und  umgekehrt. 

(Gauss,  Theoria  Motus,  1809,  p.  51,  ohne  Beweis.) 
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D.  Die  Neper'schen  Gleichungen. 

l  cos  y  (a  —  5)  j 

8)    tgn  y  («  +  ß)  = ^ f(jn  ~  y 

cos  ~  (a  +  h) 

l  s?n  y  (a  -  h)  ^ 

Ujn  —  (a  —  ß)  = tgn  —  y 

sin  y  (a  +  &) 

1                '         (^os  y  (w  —  ^)  ^ 

ff/W  -^  {a  -\-  h)  = ^^ coff/  —  c 

cos    y  («   +    ^) 

1  sm  _  («  _  /3)  ^ 

f^n  y  {a  —  h)  =  ^ cotg  y  c 

s^■w  —  (a  -|-  j8) 

(Mirifici  logar.  canonis  descriptio  1614,  II,  6.) 

E.  Andere  Gleichungen. 

a  -\-  b  -^  c  —  180^  ist  stets  positiv  und  wird  der  sphärische 
Excess  des  Dreieckes  genannt  und  mit  e  bezeichnet. 

6  ß  y  . 

10)  tgn  —  =  tgn  ~  •  tgn  -^  (füi"  ein  rechtwinkliges  Dreieck) 

11)  tgn  j  =y  tgn  ~'tgn  —(ö  —  a).tgn  —  (ö  ■--  ß)  Jgn~(6—y) 
(die  l'Huilier'sche  Formel). 

Seien  ha,  h^  K  die  drei  Höhen  des  Dreieckes,  so  findet  man: 

2P 

12)  sinha  =  —. — ,  wobei 


P  =  Vstn  s  •  sin  (s  ~  a) .  sin  {s  —  h).  sin  (s  —  c) 


2  0 

13)   sin  ha  =  ■■ .  ■  /j    .      ,  wobei 

^  sin  p  sin  y 


Q  r=  V—  COS  6  .  COS  (ö  —  a).  cos  (ö  —  j3) .  cos  (ö  —  y) 


m 
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Sei  r  der  Radius  des  dem  sphärischen  Dreiecke  umschriebe- 
nen, Q  der  des  eingeschriebenen  Kreises,  so  wird: 
a 


tgn 


14)   tgnr  = 


cos  {6  —  a) 


15)   tguQ  =  tgn  —  sin(s 


a). 


F.  Das  rechtwinklige  sphärische  Dreieck  (Fig.  1). 
Sei  In  die  Hypotenuse;  a,  h  die  Seiten;  «,  ^  die  Winkel. 

16)  cosli  =  cos  a  cos b  p-     ^ 

=  cofg  a  cotg  ß 

1 7)  cos  a  =  tgn  h  cotg  h 

=  cos  a  sin  ß 

18)  cotgoi  =  cotga  sinb 

19)  sina  =  sin  a  sin  h. 

G.  Das  getheilte  schiefwinklige  Dreieck  (Fig.  2). 

Sei  H  das  Perpendikel  von  der  Spitze  a 
auf  die  Seite  a,  welche  dadurch  in  zwei 
Abschnitte  M  und  JV"  getheilt  wird.  Der 
Winkel  a  erscheint  dadurch  in  m  und  n 
zertheilt. 

^^,    ^  ^^w  h  cotg  c 

20)  f^7^m  —  ^-        -^ 


Fiff.  2. 


cosa 


cotgm  = 


sin  a 
(analog  für  n) 

cos ß  -\-  cosa  cos  y 


sm  a  cos  y 


21)   tgnM 


cosc 


=  tgn  y  cos  h 

cos  a  cosh  .     , 

=  cos  y  tgn  h 


sin  a  cos  h 


cotg 


^r tg'^ y  cotg ß  -\-  cosa 

~^  sin  a 


22)   sina  sin H  =  2Vsins.sin(s  —  a).sin(s  —  b).sin(s  —  c) 
sin  a  sin H  =  2  V—  cos  0  cos  (ö  —  a)  cos  (0  —  ß)  cos  (0  —  y) 
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23)   t!/n^ 

(m  -[-  ^0  ^fJ^^ 

_  („i  _  n)  = 

_  sin{h  —  c) 
~  sinih  +  c) 

tgn^ 

(m  —  n) 

i^n  —{ß-\-y)  tgn 

y  (^  -  y) 

,       1 

(m  -\-  n) 

24)   t!;n  i- 

(M+N)tgn 

:L(m-n)= 

-tgn 

^{h+c)tgn 

.     1 

(71/  -  N) 

_  sin(ß  —  y) 
sin(ß  +  y) 

tgn^ 

(M+  N) 

25) 

tgn  m 
tgnn 

tgnM 

~~  tgn  N 

sin  (m 
sin  (m 

+  >0 ^^'^ 

—  n)        sin 

(M+N) 
(jf  _  iV) 

26) 

cos  m 
cosn 

tgn  c 

tgn  b 

* 

27) 

sin  M 
sin  N 

tgn  ß      cos  M        cos  h 

tgny^     cos  N        cosc 

Yi^-c) 


H.    Das  schiefwinklige  Dreieck. 
Alle  Winkel  sind  spitz  und  die  Seiten  kleiner  als  der  Quadrant. 

28)  sin  a  cotg  a  =  sin  h{cosa  sin y  —  cosy  cotg  ß \ 

29)  sin a  cotg a  ■=  sin  ß\cosa  sin c  -\-  cosc  cotg h] 

30)  sin  ß  sin  y  —  cos  ß  cos  y  cosa  =  sin  b  sin  c  -f-  cos  b  cos  c  cos  a 
(Cagnoli'sche  Gleichung,  Traite  de  Trigon.,  p.  326.) 

31)  sin  -^  (a  -\-  b)  sin  —  (a  -\-  ß)  cotg  —  c 

=  cos  Y  (et  —  h)  cos  —  {a--  ß)  cotg  —  y 

.  .  Sin  —  ccos  —  (a  —  b) 

32)  tgn  1.  cc  +  tgn  -  ß  ==  2  — ^ 


sin  s .  tgn  —  y 


onx   2       1       1       1/1        sin(s  —  c) 
33)   ton  ~utgn~ß=.       ^,,-,, 


34) 


^O'^-TT^^  ~^)  ^^**  -Ö-C«  —   ^) 
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1_ 

2 


^9"^  Y^^  +  ^^       ^0^^  y  («  +  ^) 

oK\    ^         1  .  1     7  COS  6 

35)   ff/W  —  a.tgn  -.  h  =  — 


2         ^2  cos(ö  —  y) 

l  1  Cös  —  y  cos  -^{oc  -  ß) 

3G)   f^w  _  a  +  f^ny  6  =  2  i- ^ 

cos  (y  —  ö)  cotg  —  c 

1  1  ^^vi  —  ysin^i^-ß) 

tyn  ~  a  —  tgn  —  b  =  2 

cos  (6  —  y)  cotg  —  c 

•      1  1    / 

,  .         ,  sin  —  c  cos  —  {a  —  b) 

37)  cotg  ^a  +  cotg^ß  =  2 ^ i ^ 

sin  (s  —  c)  #^n  —  y 

I                       j              2  COS  —  cs?;^  —  («  —  /j) 
cof^  —  cc  —  cotg—  ß  =  — 

sm  (s  —  c)  tgn  —  y 

1  1  2  cos  —  y  cos  —  («  —  /3) 

38)  cotg  -a  +  cotg^b  = 1_ _ 

—  cos  6  cotg  —  c 

1  1  2sm  —  ysin  —  (a  —  ß) 

cotg  -r-  a  —  cot(j  -—  b  = . 

•^2  -^2  1 


cos  6  cotg  —  f 


sm(«  4-  ß) cos  a  -\-  cos  b 

sin  y        ~     \  J^  cosc 

sin{ci  —  ß) cosb  —  cos  a 

sin  y  1  —  cosc 

.    sin  a  -f-  sin  b sin  a  +  sin  ß 

sin  c  sin  y 

sina  —  sinb sincc  —  sin  ß 

sin  c  sin  y 
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sin  (a  -f-  ?>) cos  cc  -j-  cos  ß 

^         sine  1  —  cosy 

sin  (a  —  h) cos  ß  ^-  cosa 

sine  l  -\-  eosy 

Wir  unterlassen  es,  weitere  Formeln  anzuführen,  indem  wir 
auf  Klügel's  mathematisches  Wörterbuch,  V.  Thl.,  verweisen, 
woselbst  auch  die  ältere  Literatur  sich  vollständig  findet. 

Differentialformeln. 

42)  d a  =  cos y  dh  -\-  cos ß  d e  -{-  sin h  sin y  da 

43)  cotg ada  -\-  cotg ß  dß  =  cotg b  dh  -\-  cotg a  da 

44)  sin a  d ß  =  sin y  dh  —  cosa  sin ß  de  —  sin h  cosy  da 

45)  da  ^=z  —  cosc  d ß  —  cosh  dy  -\-  sin h  sin y  da 

§.  158. 

Berechnung  der  ebenen  Dreiecke. 

Seien  a,  6,  c  die  Seiten,  a,  /5,  y  die  ihnen  gegenüberliegen- 
den Winkel,  /  der  Flächeninhalt. 

I.   Gegeben  «,  /3,  y.    Gesucht  «,  h^  c. 

sin  ß  sin  y 

b  =  a  ,     c  =  a  —. — - 

sin  a  stna 

a  =  180»^  —  iß  +  y) 

1         sin  a  sin  ß 

^  2  siny 

da  ^=  —  dß  —  dy 

sin ß  da  —  bcosa  da  -\-  acos ß  dß 


db  = 
de  = 


stn  a 
sin  y  da  —  e  cos  ada  +  «  cos  y  dy 


sina 
II.   Gegeben  b^  c,  a.     Gesucht  /3,  y,  a. 
Es  sei  &  >>  c,  demnach  ß  ^  y. 
Man  hat 

2  stn  —  a     

tgn  n  =  —7 Vb  c 
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h  —  C 

a  = 

eos  n 

r  +  ß        180^^  —  « 


.      ß  —  y        b  —  c      .     « 
t9n  -^  =  y^^  cotg  ^ 

f  =  —  bc  sin oi 

acosydh  -f-  acos ßdc  -\-  hc sin ada 

da  = ■ 

a 

{h  —  ccosa)db  -f-  (c  —  hcosajdc  -\-  h  c  sin  et  da 

~~  V62  -\-  c^  —  2hccosa 

-,  a        bdb  —  bcos  yda  —  bcosa  de 
dß  = 


dy  = 


ac  sin  ß 
cdc  —  ccos  ß  da  —  c cos  a  d b 


a  c  sin  b 

III.  Gegeben  6,  c,  ß.    Gesucht  a,  y,  a. 

siny  =  -j-  Sin  ß 

a  =  1800  —  (ß  J^  y) 

b  sin  a 

Sinß 

bdb  —  bcosa  de  —  ac  sin ßd ß 

da  =  i — — — - 

b  cos  y 

j  sin ß  da  —  sin  a  db  -\-  a cos  ßd ß 

dci  = ^ ^ — - 

b  cos  a 

n     sin  ßdc  —  sin  y  db  +  ccosßdß 

b  cos  y 

IV.  Gegeben  a,  b,  c.     Gesucht  a,  ß,  y. 

2s  =  a  +  b  +  e 


^  ^        s(s  —  a) 

.     __  2abeda  —  (g^  -f  5^  —  e^)cdb  —  (a^  -f  c^  —  b'-)bdc 
"~  2beVs(s  —  a)(s  —  b)(s  —  c) 

f=Vs{s  —  a){s  -  b)is  -  e) 
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Anmerkung.  Rechnet  man  mit  m stelligen  Logarithmen 
und  bezeichnet  mit  M  den  Modull  =  0,43d2945,  sowie  mit  s  die 
Zahl  206264,8  .  .  .  (vergl.  §.  155),  so  wird  die  Winkelzunahme  in 
Secunden 

z/ x"  =    ^.    ,^^ (z/  Ion  sin x) 

^x"  = ,. .   ,,,    , f z/ loa  cos x) 

.    „         8 sin 2x    .  ^^     .        . 
^    ""2.iK/.lQn(^^^^^^'^^)' 

Diese  Gleichungen  zeigen,  wie  genau  man  den  Werth  eines 
Winkels  durch  Sinus,  Cosinus  und  Tangente  finden  kann.  Man 
wird  es  immer  vorziehen,  den  Winkelwerth  durch  Tangente  zu 
berechnen,  weil  in  Folge  der  Grössen  tgnx  und  cotgx  der  Fehler 
beim  Sinus  und  Cosinus  sehr  anwachsen  kann. 


§.   159. 

Berechnung  der  rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecke. 

Seien  die  beiden  Seiten  a,  h,  die  ihnen  gegenüberliegenden 
Winkel  a,  /?,  die  Hypotenuse  sei  K  Gleichartig  werden  zwei 
Grössen  hier  genannt,  wenn  sie  beide  zugleich  entweder  >>  oder 
<  90^  sind 

I.  Gegeben  H,  a.    Gesucht  a,  b,  ß. 

1)  sina  =  sin  H  sin  a 

2)  tgn  h  =  tgn  H  cos  a 

3)  cotg  ß  =  cos  II  tgn  ci 

Das  Gesuchte  ist  <;  90",  wenn:  oder  ;>  90^  wenn: 

1)  oc  <  900  c«  >  900 

2)  H  gleichartig  mit  a  II  ungl.  mit  « 

II.  Gegeben  H,  a.    Gesucht  fe,  a,  ß. 

1)  cos  b  =  cos  H  :  cos  a 

2)  sinoi  =  sina  :  sinH 

3)  cos  ß  =  tgn  a .  cotg  IL 
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Das  Gesuchte  ist  <<  90^',  wenn:  oder  >>  90^  wenn: 

1)  H  gleichartig  mit  a  H  ungl.  mit  a 

2)  a  <  90«  a  >  90» 

3)  H  gleichartig  mit  a  H  ungl.  mit  a. 

III.  Gegeben  a,  ß.     Gesucht  ft,  //,  a. 

1)  tgn  h  =^  tgn  ß  sin  a 

2)  cotg  H  =  coU)  a  cos  ß 

3)  cos  a  =  cosa  sin  ß 

Das  Gesuchte  ist  <  90«,  wenn :  oder  >  90«,  wenn : 

1)  ß  <  90«  h>  90« 

2)  a  gleichartig  mit  ß  a  ungl.  mit  ß 

3)  rt  <  90«  a  >  90«. 

IV.  Gegeben  «,  h.    Gesucht  üT,  a,  /3. 

1)  cos H  ^=  cosa  cos h 

2)  co/^^  a  =  cotg  a  sin  b 

3)  cotg  ß  =  cotg  h  sin  a 

Das  Gesuchte  ist  <C  90«,  wenn:  oder  >>  90«,  wenn: 

1)  a  gleichartig  mit  h  a  ungl.  mit  h 

2)  a  <  90«  a  >  900 

3)  6  <  90«  .     &  >  90« 

V.  Gegeben  <%,  /3.     Gesucht  a,  &,  Ä 

1)  cos  H  =  cof^  a  cof^  ß 

2)  cos  rt  =  cosa  :  sm^ 

3)  cos  h  ==  cos  /3  :  sin  a. 

Das  Gesuchte  ist  <<  90«,  Avenn:  oder  >>  90«,  wenn: 

1)  a  gleichartig  mit  ß  a  ungl.  mit  ß 

2)  C6  <  90«  OS  >  90« 

3)  /3  <  90«  ß  >  90«. 

VI.  Gegeben  «,  a.     Gesucht  ?>,  /3,  i/. 

1)  sm  ?>  =:  tgn  a  cotg  a 

2)  sinH  =  sina  :  sma 

3)  sinß  rrr  cosa  :  cos« 

Hier  ist  es  zweifelhaft,  ob  das  Gesuchte  ^  90«  ist,  dies  muss 
aus  der  Aufgabe  selbst  gefolgert  werden. 

Laska,  mathem.  FornielnsamniUnig.  29 
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Anmerkung.  Vertauscht  man  Winkel  mit  Seiten  und  Seiten 
mit  Winkeln,  sowie  das  Wort  „gleichartig"  mit  „ungleichartig" 
und  umgekehrt,  so  gilt  das  Gesagte  von  einem  schiefwinkligen 
Dreieck,  dessen  eine  Seite  =  90^',  mit  den  Seiten  a,  /3,  den  Win- 
keln a  ,  ?>,  wobei  zugleich  der  der  Seite  90^  gegenüberliegende 
Winkel  mit  II  zu  bezeichnen  ist. 


g.  IGO. 

Berechnung  der  schiefwinkligen  sphärischen  Dreiecke. 

Seien  a,  />,  c  die   Seiten,  rc,  /3,  y   die   ihnen  gegenüberliegen- 
den Winkel, 

2  s  =--  a  -^h  -^  c,     2  ö  =  c«  -f  /3  -f-  y. 

I.     Gegeben  a,  &,  c.     Gesucht  «,  ß,  y. 

Es  muss  die  L^.^  je  zweier  Seiten  ^    die  dritte  sein. 

Sei  

j  '\/sin(s  —  a)  sin{s  —  b)  sin{s  —  c) 

^  sins  ' 

so  wird 

cc  L 

tf/n  —  =  -^— 

2         sin(s  —  (0) 


oder  wenn 


gesetzt  wird: 


-,  da  —  cos y  dh  —  cos ß  de 

stn  c  sin  p 

M  ==  {cos  c  —  cos  a  cos  h)  sin  c 
N  =  (cos  h  —  co.s  a  cos  c)  sin  h 


j     1  jsinctda  Mdh  -\~  Ndc    \ 

2  \  L sin s         'IL  sin h  sin c  sin s\ 

II.     Gegeben  a,  /3,  y.     Gesucht  a,  &,  c. 
Es  muss 

ferner   die  Summe  zweier  Winkel  •<  als  der  um  180^'  vermehrte 
dritte 
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.         1         1  /    —  COS  6  COS  (ö  —  a) 

0^  J  ^^  —  V  cos(ö  —  ß)cos{a  —  y) 
^     d  a  -\-  cos  c  d  ß  -]-  cos  h  d  y 

et  ü     : TZ ; — ■ 

smo  siny 
oder  wenn 

M  =  {cos  y  -\-  cos  a  cos  ß)  sin  y 

N  =  (cos  ß  -\-  cosa  cos  y)  sin  ß 
gesetzt  wird: 

n     sin a  sin ß  sin yda-\-  Md ß  -^  Ndy 

2  sin  ß  sin  yV—  cos  6  cos  (ö  —  a)  cos  (ö  —  ß)  cos  (ö  —  y) 

III.     Gegeben  h,  c,  n.     Gesucht  y,  ß,  a. 
Sei 

ign  m  =  cos  a  tgn  h 

n  =  c  —  m, 
so  wird 

,      ^         ,    tan  a  sin  m       __ 

tgn /3  —  -f  -^ — , -,  c  ^  m 

~       smn  ^ 

cos  h  cos  n 

cos  a  = 

cos  m 

Ist  a  sehr  klein,  so  setze  man 

1 

cos  —  a 


cosp  = ysinh  sine 

sin  —  {h-^c) 

sodann  wird 

.     1         ^      .         .     1    .,    ,     , 
sin  -—  a  ■==  stn  p  sin  —  (6  -|-  c) 

d a  =  COS  y  d b  -\-  COS  ß  d c  -\-  sin c  sin ß  da 

. ß s?'n^ ydh  —  cos a  sin ß  sin y  de  —  sin c  sin ß  cos y  d a 

sine  sin  a 

IV.     Gegeben  a,  ß,  y.     Gesucht  a,  h,  c. 
Sei 

cotg  k  =  cosa  tgn  ß, 


so  wird 


cosß    .    .  ,. 

cosa  =     ■    ■  smiy  —  A) 

sm  l        ^^  ^ 

.    ^         sin  a  sin  ß 

sino  = 

sin  a 


29  = 
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d  a  =  sin h  sin y  da  —  cos  c  d ß   —  cos  h  dy 

j  -.   sin'^  c ^ /3  -j-  sin h  sin  c  cos a  dy  -\-  sin h  cos  c  sin y  da 

sin  a  sin  y 

Man  kann  sich  hier  auch  mit  Vortheil  der  Ne per' sehen 
Gleichungen  bedienen,  aus  denen  h  und  c  berechnet  werden 
kann,  zur  Auffindung  von  «  dient  sodann  die  Gauss 'sehe  Glei- 
chung. 

V.     Gegeben  a,  ^,  a.     Gesucht  ft  y^  c. 

.    ^        sin  h  sin  a 

sm  p  = -. 

stn  a 

Es  muss  sin  h  sin  a  ^  sina  sein. 

Sodann  ergiebt  sich  y  und  c  aus  den  beiden  Gleichungen: 

sin  —  (a  -\-  h) 

cotg  ^  =  ~ tfjn  —  (a  —  ß) 

sin  -^  {a  —  h) 


tgn^  = 


sin  -^  {a  +  ß)  ^ 


sm 


(a-ß) 


tgn  -r  (a  —  b) 


Zahl  der 

I    8    t 

so  ist 

Dreiecke 

1 

U.  <  900  f'  S  « 
[b  >  a 
ii  <  900  ^ 

[1800  -.-  h  ^a 

'  >  '''  |l800  _  .  >  « 

/9  <  900 

1 

2 

/3  ^  900 

2 

3 

^  >  900 

1 

4 

^^900 

2 

5 

f^>900.K'  =  ^ 

/3  >  900 

1 

6 

\a  >  b 
«  >  900  { 

^  ^  900 

2 

7 

[1800  —  b^a 
?>  <  900                       — 

^  <  900 

1 

8 

^                   1800  _  /;  <  a 

ß  ^  900 

2 

dß 


sin cc  cos h  dl)  -\-  cos a  sin h  da  —  sin ß  cos a  da 
cos  ß  sin  a 


de  = 

dy  ^=^ 
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cosß 
de  —  eos ß  da  —  eosa  db 
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sin  b  sin  a 

VI.     Gegeben  «,  ß^  a.    Gesucht  &,  c,  y. 

.    ,        sina  sin  ß 
snib  — 


sina 


Es  miiss  sina  sinß  ^  sina. 


sin^{a  +  b)  ^ 

^'Otg  ^  =  -^ tijn  -  {a  —  ß) 

sin  —  {a  —  b) 

^  sm  ^{a  +  ß)         ^ 

.  ^^^^  -ö  (^  —  ß) 


tgn  -^  (a  —  b) 


I  s  t 

so  ist 

Zahl  der 
Dreiecke 

1 

2 

f/^<90o!^<" 
a  <  900  ] 

,>9ooj«  +  ;> 

b   <  900 
b   ^  900 

1 
2 

3 

1800 

b   >  900 

1 

4 

1800 

b   ^  900 

2 

5 
6 

f/^>90oj«<^ 
l«  >  ß 
a   >  900 

h   >  900 
ö  ^  900 

1 
2 

7 
8 

1800 
1800 

ö  <  900 
b   ^  900 

1 
2 

dy  =- 

de  ^== 


sin ß  cos  ada  -j-  cos  ß  sin a  d ß  —  cos a  sin  b  d 

sin  a  eos  b 
—  da  —  eos c  d ß  -\-  sin b  sin y  da 

cosb 
dy  -\-  cosb  da  -f-  cos a  d ß 
sin  a  sin  ß 
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§.  161. 

Analytische  Geometrie  des  Punktes. 

A.    Gartesische  Coordinaten. 

1)   Die  Entfernung  zweier  Punkte  (Xi  ^i),  fe  2/2)  ist 

d  =  V(x,  -  x,y  +  (^1  -'  y,y. 
Die  Richtungscosinuse  der  Verbindenden  sind: 


COSCi  = 


d     ^  ^^^p  —     d 


2)    Die  Coordinaten  eines  Punktes  (^3  ^^O :  ^^"^  ^^i^se  Verbin- 
dende im  Verhältnisse  m  :  n  theilt: 

nx^  +  m  X.2  __  nyi  +  m  1/2 


3)   Die  Punkte  (xiij^),  (x^jj-i),  (oo3y:0  liegen  in  einer  Geraden, 


wenn 


=  0. 


X,     ^1      1 

X2    y.2    1 

4)  Der  Flächeninhalt  F  des   durch  die   drei  Punkte  (xi  2/1), 
(^22/2),  te^/a)  gebildeten  Dreieckes  ist  gegeben  durch: 

Xi     2/1     1 
X2    y-i    1 
%    2/3    1 
^  ist  dabei  der  Coordinatenwinkel. 

5)  Der  Flächeninhalt  F  eines  beliebigen   Polygons   ist   ge- 
geben durch: 


2F==± 


sin  6. 
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2F 


^2        !/2 
•^3       !/3 


+ 


sm  6 

Ueber  die  Geometrie  des  Raumes  von  einer  Dimension  ver- 
gleiche:    Balzer,  Analytische  Geometrie,  §.  1. 


B.     Plücker's  Liniencoordinaten. 

1)  Zu  diesen  gelangen  wir  am  anschaulichsten  auf  folgen- 
dem Wege.  Sei  irgend  ein  schiefwinkliges  Coordinatensystem  ge- 
geben und  eine  Gerade,  die  soAvohl  die  X-,  als  auch  die  Z-Axe 
schneidet.  Die  Schnittlänge  mit  der  Y-kxQ  nennen  wir  fi,  jene 
mit  der  X-Axe  A.  Sei  ferner  Xiiji  ein  Punkt  auf  dieser  Ge- 
raden, so  wird 


Vi 


oder 


setzen  wir 


'.  I-  41  + 


yi 


HL 

7) 


+  1  =  0, 


1  1  .  , 

-r-  =  IL =  V.  SO  Wird 


So  erhalten  wir  die  Gleichung  des  Punktes  (xi  y^).     Hier  sind 
i*  und  V  variabel.    Setzt  man  etwa 

u  =  a,     V  =  b, 
so  erhält  man  irgend  eine  bestimmte  Gerade. 

2)  Es  ist 

u  ^  All  ~\-  JBv  -^  0=0     die  allgem.  Punktgleichung, 
Ä  ^  au  -\-  b  V  -\-  1  =  0        die  Normalgleichung. 

3)  Sind  u  und  v   die  Coordinaten   einer   geraden   Linie,  so 
ist  der  senkrechte  Abstand  des  Punktes 

au-\-bv-{-l=:0 
von  der  Geraden  gegeben  durch: 

a  u  4-  6  V  +  1 

))  =  —  , '  ' 

^  A  ist    die    Gleichung    des   oo   weiten    Punktes    der 

y  =  OJ  ^ 

I^j-Axe. 
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V  =  au  ist  die  Gleichung  eines  Punktes,  der  auf  der  oo 
fernen  Geraden  liegt. 

.5)  Seien  J.  =  0  und  ^^  =  0  die  Gleichungen  zweier  Punkte 
in  der  Normalform,  dann  ist  Ä  -\-  lAi  =  0  die  Gleichung  eines 
Punktes  auf  der  Verbindungslinie.    Vergl.  10). 

Wird  A  r=  -|-  1,  so  ist  es  der  Halbirungspunkt  von  J.  =  0 
und  Ai  =  0. 

Wird  A  ==  —  1 ,  so  ist  es  der  unendlich  ferne  Punkt  dieser 
Geraden. 

6)  Drei  Punkte  u^  =  0,  ii2  =:  0^  %  =  0  liegen  auf  einer 
Geraden,  wenn  es  drei  Factoren  A^,  A2,  A3  giebt,  so  dass 

Ai  Wi  +  A3 1^2  -j-  A3  W3  =  0. 

7)  Die  Coordinaten  der  Geraden,  welche  die  beiden  Punkte 

Äi  ^  üiU  -^  hiV  -\~  1  t=  0 

Ä2  ^  ch  u  -f-  ^2  ^  +  1  =  0 

verbindet,  lauten 

öl  —  b.2  a.y  —  a, 

u  —  — =- ,     V  =  — j^ ^-  . 

a^  0.2  —  a.2  0^  cty  0.2  —  «2  ^1 

8)  Wird  der  Abstand  zwischen  ^i  ==  0  und  A^  ■=  0  im 
Verhältnisse  m  :  n  getheilt,  so  ist  die  Gleichung  des  Theilpunk- 
tes  gegeben  durch 

Aifi  ±  A.2  m  _  Q  . 

n  ^  m 

9)  Seien  J.^  ==  0,  J.2  =  0,  J-3  =  0,  die  Gleichungen  der 
Eckpunkte  eines  Dreieckes,  so  ist 

1  (A,  +  A,  +  A,)  =  0 

die  Gleichung  des  Schwerpunktes. 

10)  Seien  A^  =r=  0,  A^  =  0  die  Gleichungen  zweier  Punkte, 
so  ist  Ai  —  X  J.2  =  0  die  Gleichung  eines  auf  der  Verbindungs- 
geraden liegenden  Punktes  und  es  ist  %  das  Verhältniss  der  Per- 
pendikel, welche  von  den  beiden  Punkten  auf  eine  beliebige, 
durch  den  Punkt  Ay  —  KA2  =  0  gehende  Gerade  gefällt  werden. 

11)  Seien  A^  =  0,  J^  =  0,  ^1  —  kA,  =  0,  A^  —  IA.2  =0 
die  Gleichungen  von  vier  Punkten  auf  einer  geraden  Linie,  so- 
dann wird 

7t 

T 
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das  Doppelverhältniss   des   zweiten  Punktepaares  zum   ersten 


genannt,  und  ist 


1 ,   so  nennt   man  es   ein  h  a  r  m  o  n  i 


K  =  1,  2,  3 


s  c  h  e  s. 

Die  drei  Punktepaare 

\A,  —  k,Ä,  =  0 

1^1    —   ^y,  A.2  ==   0 

bilden  eine  Involution,  wenn  sich  ein  viertes  finden  lässt,  wel- 
ches zu  jedem  der  gegebenen  harmonisch  ist,  dies  findet  statt, 
^venn 

j  '^i  +  f*i,     h  +  ,«2,     h  +  ^i 

Vergl.  §.  2.    A.  9),  10). 

Siehe   Theorie  und   Anwendung   der   Liniencoordinaten   von 
Dr.  K.  Schwering.     Leipzig  1884. 


0. 


C.     Homogene  Liniencoordinaten. 

1)    Seien   drei  Punkte    gegeben,  die   nicht  in  einer  Geraden 
liegen, 

Ai  ^  (ii  n  -f-  ^1  y  -^  1  r=  0 
A.2  ^  «2  li  -{-  h-iV  -\-  1  =0 
A.^  =  a.  u  ~\-  b-^v  -\-  1  =  0 
soll  die  Gleichung  des  Punktes 

A  ^  au  -\-  hu  -^  \  z=  0 
in  der  Form 

'/i  J.1  -f -  yt.y  A.2  -j-  KoA.^  =  0 
dargestellt  werden,  so  muss 


1 

a  €12  a.^ 

1 

77 

fii  a 

ch 

h  h.,  h, 

,     y..2  ^ 

h,hh. 

1    1  1 

1   1    1 

__  1 

«1  a.2  a 

ai  a.2  a-i 

Ih  h  h 

,     ^  = 

b,  b.2  h, 

•) 

1    1   1 

1 

1   1 

führen  wir,   nachdem  wir  die   obige  Gleichung  durch  V^f-^  +  v- 
dividirt  haben, 

^i  ..  ^2  .  A, 


Ul  = 


Vu^  +  V' 


U.2   -— 


Vu-^  +  ?;2' 


i*3    = 


Vu^  +  v^' 
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ein,  so  wird 

Kl  Ui    -\-   X.j  11-2   -f-   X3  tl^    =   0 

die  Gleichung  eines  Punktes   sein.     Die  Bedeutung  der  Grössen 
X  ergiebt  sich  aus  dem  Folgenden. 

2)  Seien  ferner  di^  d^^  d-^  die  Abstände  des  Punktes 

von  den  Seiten  des  Fundamentaldreiecks,  so  wird 
d\  ,    d.j         I    dy 

3)  Ist  xj  ^  X2  -|-  X;^  =  0,  so  ist 

die  Gleichung  des  00  fernen  Punktes. 

4)  Der  Abstand  des  Punktes 

Xj  Ui    +   X2  tf2    +   ^3  ^^3    =   0 

von  der  Geraden 
ist  gegeben  durch: 

n L   ^1  ^h    4-   ^2  ^^2   +    J<3  ^3 

~  —  Xi    +   X2    +   X3 

5)  Sollen  drei  Punkte 

x'/tfci  +  5«2^2  +  »^3%  —  0,     t^  =  1,  2,  3 
auf  einer  Geraden  liegen,  so  muss 

%\  K.2    %l 

%\    Z|  Z2        =:r    0 

^f  x|  X^^ 

sein.     Vergl.   §.   162,   C.      Heger:    Elemente   der   Analytischen 
Geometrie,  Braunschweig. 


§.  162. 

Analytische  Geometrie  derlGeraden. 

A.     Cartesische  Coordinaten. 

1)   Gleichung  einer  Geraden. 

1)  Ax-^  By  +  C=0 

2)  y  =  ax  +  b,     «  =  —  ;^^  ~B 
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3)  i^  +  i^ 


1,  m  =  — 


C  0 

4)   X  cos  (X  -\-  y  cos  ß  —  p  =  0.     (Normalforin.) 
Nehmen   wir   an,    class   die   Coordinatenaxen   den    Winkel  0 
einschliessen,  so  wird  der  Winkel,  den  die  Gerade  mit  der  -\-  Rich- 
tung der  Abscissenaxe  einschliesst,  a  gegeben  sein  durch 


t(jna 


a  sin  0 


für  6/  =  — ,     t(jn 


1  -|-  acosÜ 

m  ist  der  Abschnitt  der  Abscissenaxe,  n  =  h  jener  der  Ordi- 
natenaxe.  p  ist  die  vom  Ursprung  auf  die  Gerade  gefällte  Senk- 
rechte, a  und  ß  in  4)  jene  Winkel,  die  sie  mit  den  Axen  ein- 
schliesst.    Es  ist  immer 

a-}-  ß  =  6. 
Wir  haben  ferner 

Ä  ,  B 

cos  ß  = 


COSCi  = 


±  VA^  +  B- 


±  Vä'^  +  B^\ 


P  = 


—  C 


±  Vä^  +  B^ 

Die  Länge  der  von  einem  Punkte  Xi  iji    auf  die  Gerade  ge- 
fällten Senkrechten  ist  gegeben  durch 

-^  p'  =^  Xi  cos  a  -\-  tji  cos  ß  —  p 

Ax,+^yi  +  c 


p 


sinoi. 


±Va 

Wird  0  =z  —^  so  wird  cos  ß  = 

Specielle  Fälle: 

Äx  -\-  B y  ^  0:  die  Gerade  geht  durch  den  Ursprung 

ÄX+  C 
By+C     :=0] 
^  =  0 


die  Gerade  ||  zur  ]     [-Axe 


^  ,  Gleichungen  der  l    ^- Axe. 
2)   Geht  die  Gerade  durch  den  Punkt  (xiyi),  so  ist 

y  —  yi  =  ct(x  —  ^i), 

geht  sie  auch  noch  durch  (^2!/2),  so  wird 

oder      X,  ?/i  1     ^=0 


y  —  yi 


X  X^ 


y-i  -  yi 


X-}    —  Xi 


X 

y 

1 

Xi 

?/i 

1 

X2 

y-i 

1 
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oder  auch 

^          1          y 

Vi  ^2    —    ^1  ^2             Vi  ^2    —  ^1  2/2 

0. 


Vi    —   2/2  ^2   —   ^1 

3)   Eine  Gerade,  die  durch  (^^  ?/i)  geht  und  auf 
Ax  +  By  +  C=0 
senkrecht  steht,  ist  gegeben  durch: 


y  —  Vi 


A 


\X  ^\)' 


4)  Gleichungen  von  der  Form 

Ax  -{-  By  +  C  =  0,     l(Ax  +  By)  +  C  =  0 

entsprechen  parallelen  Geraden,  ist 

y  =  ax  -f  ö,     y  ^  a^  x  +  h^, 
so  wird: 

a  =  «1,  wenn  die  Geraden  parallel, 

a  == ,  wenn  sie  auf  einander  senkrecht  stehen. 

5)  Der  Durchschnittspunkt  zweier  Geraden 

Ax  4  By  +  C=0,    A,x  +  B,y  +  C,=o 
ist  gegeben  durch: 


X    r=z 

B    C 

A    B 

A,  B, 

y  = 

C  A 

CA, 

A   B 

A,  B, 

Der  Winkel  v,  den  zwei  Geraden  mit  einander  einschliessen, 
ist  für 

y  ■=  ax  -\~  b,    y  ^-=  ai  X  -}-  hl 

gegeben  durch 

,  (<:«!  —  a)  sin  ß 

Um  V  =  'f-  -^ . — 7 , r r. — i 

•^  —  1  4-  (a  +  ^i)  ^os  ä  -\~  aai 

Sie  stehen  auf  einander  _L  wenn 

l  -\~  (a  -{-  Ui)  cosO  +  aai  =  0 
Avird. 

6)   Wir  bezeichnen  nach  Plücker  {Analytisch  geometrische 
Entwickelungen,  1828} 

Ui  =  A,x,  +  B,y,  +  a  =  0 

Al_  ^  x^i  cos  dy,  +  yx  cos  ßy,  —  p„  z=  0. 
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Dies  gestattet  uns,  statt  mit  Coordinaten  mit  Gleichungen 
zu  rechnen.  Seien  mi  und  m2  zwei  beliebige  Zahlen,  dann  geht 
die  Gerade  nii  Ui  -\-  m^  U.j  =  0  durch  den  Schnittpunkt  der 
Geraden  Ui  =  0,  U2  =  0.  Es  schneiden  sich  die  Geraden 
L^i  =  0,  U2  =  0^  f/o  z=r  0  in  einem  Punkte,  wenn  es  drei  Zah- 
len mi,  wi.2,  mo,  giebt  von  der  Beschaffenheit,  dass 
üi  nii  -\-  U2  m.2  -f"  U?,  m->,  =  0. 

7)  Geht  eine  Gerade  durch  den  Punkt  (x^  y^)  und  durch 
den  Schnittpunkt  von   Ui  =0,   Us  =  0,  so  wird 

u,  +  jc  r^  =  0, 

wobei 

_  (Th\  _  _  A^i  +  ^i!/i  +  C^ 
-        \Ü2J  Ä2X,  +  B2y,  +  C2' 

Es  ist  demnach  durch  Ui  -{-  tc  Ü2  ^=  0^  x  ==  +  0  bis  -f  00 
ein  Strahlenbüschel  repräsentirt. 

8)  Sei  Jj  =  0,  A2  :=  0,  so  ist  durch 

Äi  —  KÄ2  =  0 

eine  Gerade  dargestellt,  die  durch  den  Schnittpunkt  von  ^^  =  0 
und  ^2  =  0  hindurchgeht.  Seien  a'  und  ß'  die  Winkel,  die 
diese  Gerade  mit  Ä^  und  Ä2  einschliesst,  sowie  d^  und  CI2  die 
von  einem  beliebigen  Punkte  (|  rj)  dieser  Geraden  auf  Ai  und  A^ 
gefällten  Perpendikel,  so  wird 

I  cos  oi]_  -\-  r]  cos  ßi  —  ])i  sin  a'  di 

~~  J  cos  «2  +  ^  cos  ß2  —  ih        ^^'^  ß'        c?2 

Es  ist  speciell: 

Ay  4:  J.2  =  0  die  Gleichung  jener  Geraden,  welche  den 
Winkel  der  beiden  Geraden  A^  =  0,  ^2  =  0  halbirt,  in  wel- 
chem der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  L.  ^^^  [. 

9)  Seien  0,  1,  2,  3  gegebene  Geraden,  die  sich  in  einem 
Punkte  schneiden,  und  die  wir  durch  ^0  =  0,  ^1  =  0,  A2  =  0, 
A-^  =  0  uns  gegeben  denken,  so  wird  für 

sm{2l) 
Sei  ferner 

A  ^  A,  —  ^  A^  =  0,    /u  =r.  sin  LJ . 


462  Analytische  Geometrie. 

Alle  Winkel  in  einerlei  Richtung  gezählt,  so  wird 
A   _  sin  (20)     sin (30)     .^^^. 
^   ~  sin(21)'  sm(ßi)     ^"^^^^^) 

das  Dopi^elverhältniss  des  Linienpaares  2,3  zu  0,1,  oder  auch 

das   anharmonische   Verhältniss   (Chasles)    genannt.     Wird 

A 

—  =  —  1,  so  wird  das  Verhältniss  ein  harmonisches  genannt. 

Schreibweisen: 

^         sm  (21)    s?w(31)     ^  ^ 

^         Sin  (12)     8?w(13)     ^  ^ 

Seien  ti^^  —  Aq  Ui  =  0,  %  —  f^o  ^'i  =  0,  so  ist  dieses  Linien- 
paar harmonisch  mit 

U()  —  A  i^i  =  0,     Uq  —  /i  Ui  =  0, 
wenn 

'^f^  —  Y  ('^  +  ^)(K  +  ^o)  +  Ao/io  —  0. 

Setzt  man 

A^  =  6,     A  -|-  ft  =  a, 
so  wird 

eine  quadratische  Gleichung,  deren  Wurzeln  die  gesuchten  Grössen 
A  und  fi  sind. 

10)  Drei  Linienpaare,  die  sich  in  einem  Punkte  schneiden, 
bilden  eine  Involution,  wenn  ein  viertes  Linienpaar  gefunden 
werden  kann,  welches  harmonisch  ist  zu  jedem  der  drei  Linien- 
paare. 

Seien  drei  Linienpaare 

Fo    —    ly  Fl    ==0 

^  —  0    12 

TT-  yr  n.  '       ' 

Vq      —     ^yTl     =     0 

gegeben,  so  bilden  sie  eine  Involution,  wenn 

(^0    —    i^OC'^l    —   f^2)('^2  —  i^o)   +   (^0    —  ^0(^1   —  A2)(f'2   —  Ao)   =   0 

ist. 

11)  Der  homogenen  Gleichung 

xn  _  ax''-'^y  4-  hx^-^y^  _  .  .  .     -j-  (—  !)«(/?/"  =  0 
entsprechen  n  gerade  Linien,  die  durch  den  Coordinatenursprung 
gehen. 
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12)   Ist  für 

Äy^  +  Bxy  +  Cx-^  J^.  J)y  -\~  Ex  +  F  =  0 
ÄE^+  CD'-  +  B^F-  BBE  ~  4.ACF=0, 
so  entsprechen  der  ersteren  Gleichung  zwei  gerade  Linien. 

B.     Polarcoordinaten. 

1)  Sei  das  Coordinatensystem  ein  schiefwinkliges  mit  dem 
Winkel  6,  so  ist  der  Uebergang  von  Parallelcoordinaten  x^  y  zu 
den  Polarcoordinaten  r,  q  gegeben  durch 

r  sin  (ß  —  op)  r  sin  w 


speciell  für  (j  z=  — 

2i 


Sind  •  sind 

n 


X  =  r  cos  (jp,    ?/  =  r  sm  cp. 
Daraus  ergiebt  sich 

X  -\-  ycosß        .  y  sin  6      ,  y  sin  0 

*  r  ^        X  -{-  y  cosd 

r  =  Vx'^  -\-  y^  4-  2xy  cosü 
oder  im  zweiten  Falle 


cos  9?  =r  — ,     sin  9  =  ^ ,     r  —  Vx'^  -\-  y\     tgn  (p  =  ^. 
2)    Polargleichung  einer  Geraden: 
Aus  y  =  ax  +  h  =  xtgna  +  h  folgt  r  =       ^^^^" 


sin{fp  —  a) 

Sei  ß   der  Winkel,   den   die   vom  Ursprung  auf  die  Gerade 
gefällte  Senkrechte  p  mit  der  Richtung  9?  =  0  ausmacht,  so  ist 
r  cos  {ff  —  ß)  —2)  =  0    (Normalform). 


C.     Homogene  Coordinaten. 

1)   Seien  gegeben  die  Gleichungen  dreier  Geraden,  die  nicht 
durch  einen  Punkt  gehen 

x^  ^  X  cos  tti  -\-  y  sin  cci  —  p^  =  0 

X2  ^  X  cos  CC.2  -h  y  sin  «2  —  Ih  =  0 

x^  ^  X  cos  «3+2/  ^^^  «3  —  i>3  =  0. 
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Wird  die  Gleichung  der  Geraden 

A  ^E  X  cos  ci  -[-  y  sin  «  —  ^^  =r  0 
auf  die  Form 

Ai  Xi  +  ^2  ^2  -f  -  ^^^  ^\\  =  Ö 
gebracht,  so  muss 

cos  a  cos  a.2  cos  a-^ 
A,  :==■-  -^     sin  a  sin  0^2  sina-^    ,    ^.,  ^= 

cos  «1  cos  o«2  cos  a 
Ao,  =  -^     sm  cci  sin  «2  ^«'^^  ^ 
Ih       Ih        P 


2)  Sei 


cos  «1  cos  «  cos  CC-, 
sin  «1  s?*^^  a  sin  a-, 
Ih       P      P?, 
cos  «1  cos  «2  cos  «3 

i>l  1^2  P-i 


a  ^  aiXi  -\-  a2X2  -\-  a^Xo  =  0 
und  es  mögen  die  Höhen  des  Fundamentaldreiecks  mit  /?i,  7^2,  /??, 
die  Abstände  der  Ecken  von  der  Geraden  a  r=  0,  mit  öfj,  (?2,  ^3 
bezeichnet  werden,  so  ist 


dl      d^      d^^ 

oder  wenn 

dl    c?2    d?, 

dl  hl        d2  ^2        ^8  h 

gesetzt  wird: 

1 

a 

d^          ,    c?2          1     do 

3)  Allgemeiner  ergiebt  sich  der  Begriff  der  homogenen  Coor- 
dinaten  durch  folgende  Betrachtung. 

Als  Coordinaten System  benützen  wir  drei  Geraden,  die  sich 
nicht  in  einem  Punkte  schneiden.  Sei  M  ein  Punkt  der  Ebene, 
Pi,  P21  P?,  flie  von  ihm  auf  die  Dreiecksgeraden  gefällten  Perpen- 
dikel -|-  wenn  ihr  Fusspunkt  auf  der  Innenseite  des  Dreieckes 
liegt,  —  im  anderen  Falle,  ferner  Xi,  x^,  x-^  drei  Zahlen,  die  sich 
wie  die  Perpendikel  verhalten,  also 

x^:  X2\  Xz  —  Pi  :  P2  '■  P-^ 
?i,  ?2,  h   iT^och  später  zu  bestimmende  Grössen,  welche  der  Glei- 
chung 

Xi  :  X2  '•  %  =  i^i  ^1  '-  P2  h  •  Ih  h 
genügen.     Seien  ferner  die   Gleichungen   der   Seiten   des  Funda- 
mentaldreieckes : 


So  wird 

und 

woraus,  wenn 

gesetzt  wird, 

folgt.     Sei 
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Gy.  ^  (lyX  -[-  hy,y  -\-  Cy,     X  =r  1,  2,  3. 

Gy. 
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Py.= 


Mal  +  hl 

QXy.     =     ly,py 


z  =  1,  2,  3 


A. 


Val  +  bl 

QXy,=     Xy  (Cty.  X    -\-     l) yJJ     -^    C) 


B 


«1  h, 

Cl 

a.2  h.2 

C2 

(h  h 

C-i 

und  Ai,  Bi^  Ci  die  Unterdeterminanten,  so  wird 


X . —       Yi     1    y  — 

Aus  der  Gleichung 

ax  -^  ßy  -^  y 


-^V^    By. 


folgt  sodann 
oder 


«Sl: -^  +  ^21^ -.  +  . 2^-^  =  0 


K. 


K. 


Ml  Xi  -\-  m^  X2  +  m-^  ^3  ==  0. 

Je  nach  der  Bestimmung  von  l^,  /j,  ?3,  giebt  es  nun  ver- 
schiedene Coordinatensysteme. 

Die  einfachsten  Coordinaten  sind  jene  von  Hesse.  Hier 
wird  einfach 


damit  wird 


Xy  X.J 

X  =  —^,      ?/  =  -i. 

X-.      "^        .r-. 


h=h  =  1,     /,  = 


]_ 


wobei  d  das  vom  Ursprung  auf  x-^  =  0  gefällte  Perpendikel  be- 
zeichnet. Das  Coordinatensystem  von  Chasles  und  Moebius 
lautet 

Xi  :  X2  :  x.^  =  s^p^  :  S2  2h  '  %B, 
dabei  sind  Si,  So,  s-^  die  Seitenlängen  des  Fundamentaldreiecks. 

Laska,  matheni.  Formelnsammlung.  oa 
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4r)  Im  Folgenden  benutzen  wir  das  durch  1)  gegebene  Coor- 
dinatensystem. 

Seien  Si,  S2,  S3  die  Seiten,  w^,  w^,  «:',  die  ihnen  gegenüber- 
liegenden Winkel  des  Fimdamentaldreieckes,  so  wird,  wenn 

'^  =   2"  (Pi  -^i  +  P2  ^2  +  P-^  -h) 
gesetzt  wird,  für  jeden  unendlichen  Punkt 


'1  '^  1 


-f-  S2  .^2  +  •'^:-)  ^-^  ^=  2  f7 


2  Jsm 


a:?!  sin  «1  -[-  ,T.,  8/)i  CC2  -|-  ^:i  •'>^'w  «o,  = 

Die  Gleichungen 

Si  Xi  -\-  S.2  X.2  -{-  S;.,  x^  =  0 
Xi  sin  o«i  -\-  X2  s^"^^  ^2  "|~  ^3  •''^'^^  ^p.  =^  ^ 
stellen  die  unendlich  ferne  Gerade  dar. 


0 


5)  Ist  die  Gerade 

(ti  Xi  -]-  «2  ^2  -h  <^3  ^3 

gegeben,  so  ist  die  Lage  der  Schnittpunkte  mit   den   Seiten  des 
Fundamentaldreiecks  gegeben  durch: 

Xi    =   0,       «2  ^2    +   <^3  ^'3    =    0,       §2  ^2    -|-   ^i  ^3    =    2  J" 

;3:;2  ==  0,     «1  ^1  -f-  %  Xo,  =  0,     Si  ^1  -\-  s-^x^  =  2J 
x.;^  =  0,     «1  Xi  -f-  «2  '^2  =  O5     ^1  ^1  +  ^2  x.2  =  2J. 

6)  Der  Schnittpunkt  zweier  Geraden 

tti  Xi  -f-  Clo  X2  -j-  «3  ^3  =  0 

&1  ^1    +    ^2  ^2    +    ^3  «^3 

ist  bestimmt  durch 

'2 

Si  ,'^1  -|-  S2  ;z;2  +  S3  ^3  =  2  j; 

7)  Die  Gleichung  der  Geraden,  die  durch  die  beiden  Punkte 

geht,  ist  gegeben  durch 

^1  !|.2  ?:,    -   I:;  r.  i    +  -r.  !£..  r,    -   ll  S':,  i    +  X.  II,  1'.-   -  I.  1',  1    =  0. 


0 


X^    •    tX/o    •   X'i 


CI2  ci-i 

a-^cii 

üi  ^2 

h  h 

■ 

h  h 

hl  1)2 

ai 

«2    «3 

h 

h    h 

Ci 

C2    C3 
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8)   Sollen  die  drei  Geraden 

cti  Xi  -f-  a.2  X.2  -\-  a^  ^3  =0 
hl  Xi  -|-  ^2  3:2  +  h  ^3  ~  0 

Ol  Xi  +  Co  X2  +   C3  ^o,   =  0 

durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen,  so  muss 


=  0 


sein. 

9)  Zwei  Geraden 

eil  Xi  -f-  «2  ^2  +  0^3  ^3  =  0 

&1  ^1   +   ^2  X.2   +   Ö3  ^3    =   0 

durchschneiden  sich  rechtwinklig,  wenn 

«1  ^1  +  «2  ^''2  +  «3  ^3  =  (ch  h  +  a.2  hl)  cos  a.^ 

+  («2  ^3  +  (h  h)  cos  cci  4-  («3  61  +  «1  ^^3)  cos  «o 
dabei  sind  «i,  w,,  or^  die  Winkel  des  Fundamentalclreieckes. 

10)  Der  Abstand  d  des  Punktes  |i  I2  I3  von  der  Geraden 

üi  Xi   -\-  Clo  Xo   -)-  «3  r^3    =   0 

ist  gegeben  durch 

^h  li  +  «2 12  +  f*3 13 


d  = 


li  s^?^  «1  -|-  I2  s«>^  «2  +  S3  sin  oi-. 


§.  163. 
Coordinaten  -  Transformation. 

1)  Die  ursprünglichen   Coordinaten   seien   xy,   die  transfor- 
mirten  X  F,  so  ist  für  parallele  Transformation 

X  ~  X  ±  a,    ^  =  Y  ±h. 

2)  Der  Anfangspunkt  bleibt  wegen  Raumersparniss  derselbe, 
sodann  ist 

x=^  aX+hY,    y  =  aiX-\-  hy  Y 
^^  ^  sm(Xy)      ^  ^  sin(Yy) 
sin  (x  y)  '  sin  (x  y) 

sin(Xx)         sin  (  Yx) 

^         8/??  (x  y) '     ^         8?')?  (x  y)  ' 

30* 
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Speciell  wird   für    die    Transformation    eines   rechtwinkligen 
Coordinatensystems  in  ein  anderes  rechtwinkliges 
X  =  Xcoscc  —  Ysincc 
y  =  X  sin  et  +  Ycoscc. 

Für  ein  rechtwinkliges  in  ein  schiefwinkliges,  wenn 
2iiXx)  =  a,     2i(Yx)  =  ß 

gesetzt  wird 

X  =  Xcosci  -\-  Ycos ß 

y  =  Xsina  +  Ysinß. 

Bei   der   Transformation    eines   rechtwinkligen    Coordinaten- 
systems in  ein  anderes  mit  demselben  Anfangspunkt  wird: 

^2  J^y2^    X^  +    Y' 

und  zugleich 

a^  +  a^^  =  +l,     h2^i^==^i 

ab  -\-  ai  hl  =  0. 

3)   Es  sei*  wa;  -{-  ßy  -^  y  =  0  die  X-,  ax  -\- by  -]-  c  =  0 
die    F-Axe,  ß  und  0  seien  die  Coordinatenwinkel ;  man  hat 

ß  b  ^r   :    by  —  cß       ^        \    sinO   ,        ,   -,      ,     x 

Q  r         ^    aß  —  ba  r  stn& 

ci  ^^  ,    a  ^r  ^    ca  —  ay       ,^  1    sind   ,        \    a      \     \ 

r  ==:V«2  +  &2  _  2abcose,     Q  =Va2-f-  ß'^  —  2aßcos0 
r  Q  sin  0  =:  —  (aß  —  b  cc) sin ö, 

rQCOS&  =  acc-^bß  —  (a  ß  -\-  ba)  cosß. 

Der    Kreis. 

1)  Die  allgemeine  Gleichung: 

Ä(x'^  +  y^)  +  Dx  +  Ey  -{-  F=0 
hat  zur  Normalform 

(,^  _  ayi  +  (y  -  ßy  =  r2, 

dabei   sind   cc  und   ß    die  Coordinaten  des  Mittelpunktes   und  r 
der  Radius. 

2)  In  Liniencoordinaten  lautet  die  Kreis -Gleichung: 

Äu^  +  Buv  4-  Cv'-  +  Du  +  J^v  4-  F=  0, 
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wobei  jedoch 

DE  —  2BF=  0 

iiiul  die  Normalform  ist: 

(au  -{-bv  -{-  ly  —  ^2(1^2  _|_  y2)  ^  0. 

Die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  sind: 
I)        ,  E 

''  =  2F'     ^^^Yf' 
Man  findet  ferner 

i)2  _  4^AF       E'  —  4  6'JP 


4ir2  ^p-2 

3)  Die  Gleichung  des  Kreises  im  schiefwinkligen  Coordi- 
natensystem: 

{x  —  ay  +  iy  —  hy  -\-1{x  —  a)  {y  —  h)  cos  0  =  r\ 
oder  wenn 

m  =  a  -\-  hcosü 
n  =  b  -\-  a  cos  0 

P  =  «2  _|_  j2  _^  2  a  ?>  cos  6  —  r2 
gesetzt  wird, 

x^  +  y'^  +  2xycosd  —  2mx  —  2ny  +  P  =  0. 

Die  Entfernung  des  Kreismittelpunktes  vom  Coordinaten- 
anfang  ist: 

e-2  —  «2  _|_  ^2  _|_  2  a  &  cos  ß. 

P  ist  die  Potenz  des  Coordinatenanfangs  in  Bezug  auf  den 
Kreis. 

Unter  Potenz  eines  Punktes  0  in  Bezug  auf  einen  Kreis 
versteht  man  das  Product  »OJi.  0  N,  wobei  31  und  JV  die  Schnitt- 
punkte einer  von  0  ausgehenden  Geraden  mit  dem  Kreise  be- 
zeichnen. Diese  Grösse  ist  eine  constante.  Es  werde  von  0  eine 
Tangente  an  den  Kreis  gelegt,  welche  denselben  im  Punkte  T 
berührt,  dann  ist: 

ÖT=  OM.OK 

4)  Es  sei  gegeben  ein  Kreis 

x^  +  y-  —  y^  =  0 

und  eine  Gerade 


xcosa  -\-  y  sin  a  —  p 
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SO  sind  die  cremeinschaftlichen  Punkte: 


^1  =  P  cos  a  -f-  sin  a  Vr^ 
Vi  =  P  S'i'^  ^  —  cos  a  Vr2 

—  P- 

'x.2  =  p  cos  cc  —  sina  Vr^ 

_^2 

1/2  =  p  sin  a  -\^  cosa  Vr^  —  p'^ 

Seien  x^  y^   die  Coordinaten    des  Berührungspunktes,   so   ist 
die  Gleichung  der  Tangente 

^^1  +  ypi  —  r^  =  0. 
Seien  ^jT/i  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes,   durch 
den  die  Tangente  geht,  so  wird: 

y  —  Vi  ^  —  ^1  ^1  ±  r  Vx'l  +  yl  —  r^ 
X  —  Xy  r2  —  x^ 

die  Gleichung  der  Tangente  sein. 

.0)    Die  Polare  des  Punktes  J,  r],  in  Bezug  auf  den  Kreis 
x'i  J^  ij2  J^  2 X y  cos 6  —  2  m x  —  2ny  -{-  P  —  0 
hat  die  Gleichung: 
(^  +  r)COs6  —  m)x-]-(7j  +  ^cosO  -n)y-^(P  —  m^  —nn)  =  ^ 

Sei 

Äx  -^  By  -{-  0=0 

die  Gleichung   einer  geraden  Linie,  die  als  Polare  von  |,  yj  an- 
gesehen wird,  so  folgt 


Äa  +  Bh  -t-  C 
Br2 


Aa-\-  Bh  -+-  6" 
wenn 

{x  —  ap  +  (y  —  hy  =  r2 

die  Gleichung  des  Fundamentalkreises  war.     Die  Gleichung   der 
Polare  ist: 


(X 

—  c 

0(1- 

«)  +  (i/  - 

h)(n  - 

b)  = 

6) 

Sei 

K, 

=  (^-. 

-  «o)-'  +  (2/ 

-  hy 

-rl 

Kl 

=  {x- 

~  «>)'  +  iy 

~b,y 

-r! 

Der  Kreis.  471 

So  stellt 

das  ganze  System  von  Kreisen  dar,  welche  sicli  in  den  beiden 
Punkten  schneiden ,  in  welchen  sich  die  gegebenen  Kreise  7^0  =  0 
und  Kl  ^=  0  schneiden. 

Um  die  Mittelpunkte  dieser  Kreise  darzustellen,  setze  man 

^0  ^  «0  «•  +  h  ^  +  1 
Ai  ^  eil  ^*  +  ^1  ^  +  1, 


ferner  bezeichne  man  die  Distanz  der  Mittelpunkte  0  und  1 
mit  [0  IJ. 

Sodann  wird  für  irgend  einen  Kreis 
K,  -  l  Kl  =  0, 
Aq  —  lÄi  ■=  0 
die  Gleichung  des  Mittelpunktes  und 

,,  ^  >-/A^+ir01?-r.?-r.^|A  +  r,f 
(1  -  xy 
sein  Radius  sein. 

Die  Gleichung 

stellt  einen  Kreis  mit  unendlich  grossem  Radius  dar,  also  eine 
Gerade,  die  den  Namen  der  gemeinschaftlichen  Secante 
führt  (Linie  der  gleichen  Tangenten,  Potenzlinie,  Chordale). 

Wird  >•  =  0,  so  erhalten  wir  für  A  zwei  Werthe  (A^)  und 
(A,_,).     Die  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise 

K,--(li)Ki  =  0 
K,-{X,)Ki  =  0 

mit  verschwindendem  Radius  nennt  man  die  Grenzpunkte  des 
Systems 

K,  —  XKi--=0. 

Ein  System  von  Kreisen,  welche  durch  zwei  gegebene  Punkte 
gehen,  hat  zwei  imaginäre  Grenzpunkte,  wenn  die  gegebenen 
Punkte  reell  sind,  dagegen  reelle  Grenzpunkte,  wenn  sich  die 
Kreise  in  imaginären  Punkten  schneiden, 

7)   Sei 
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Sei  ferner  die  Entfernung  des  Punktes  (xy)  vom  Mittel- 
punkte (ab)  gleich  q^  sowie  t  die  Länge  der  von  (xy)  an  den 
Kreis,  so  wird 

K  =^  Q^  —  r^  =  P. 

8)  Die  Coordinaten  des  inneren  Aehnliclikeitspunktes 
sind: 


X  = 

a         a 

-  +  - 

r  ^  r' 

die  des  äusseren: 

a         a' 

.= 

r         r' 

1          1 

7~"7 

h 

h' 

r 

+ 

V 

1 

1 ' 

r 

+ 

r' 

b 

b' 

r 

r' 

1 

1 

r 

y  = 


Es  seien 

K^  =  0,    Ki  =  0,     K>  ■=  0, 

die  Gleichungen  dreier  Kreise,  so  liegen  die  äusseren  Aehnlich- 
keitspunkte  in  einer  Geraden  (Aehnlichkeitsaxe),  deren 
Gleichung 

yA-Y  '^^  -V  C'=  0 
ist,  wobei 

A  =  r,  (a,  —  a,)  +  r,  (a,  —  a,)  +  r,  (a.,  —  a,) 

-  B  =  r,  (b,  -  b,)  +  r,  (b,  -  b,)  +  r,  (7;,  -  b,) 

I  r,  «i  b^ 

—  C  =  \  r.2  a.2  b.2 

i  ^^  <^h  h 


Formen  der  Curven. 

1)    Sei  die  Curve  durch  die  Gleichung 
f(x,y)  =  0 
gegeben.     Durch  Differentiation  ergiebt  sich 
f^dx  -\-f2dy  =  0 
/n  dx^  +  2/1,  dx  dy  +/,2  dy^  =  Ö. 


H  = 


(Hesse'sche  Determinante.) 
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Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich: 

dx"^  /22 

wobei 

/ll  /l2 

Diese  Gleichung  liefert  entweder 

I.     Zwei  ungleiche  reelle  Wurzeln,  wenn  H  <;  ü,  oder 

IL     Zwei  gleiche  Wurzeln,  wenn  H  =  0^  oder 

III.     Zwei  imaginär  conjugirte  Wurzeln  H  ^  0. 

1.     Im  ersten  Falle  giebt  es  zwei  reelle  Tangenten,  der  Punkt 

ist  ein  Doppelpunkt  (Fig.  14,  18  auf  der  folgenden  Tafel). 

II.     Im  zweiten  Falle  ist   der  Punkt   entweder   ein  Kückkehr- 

punkt,  oder  ein  Selbstberührungspunkt.  Welcher  von  diesen, 

cP  II 
das  hängt  davon  ab,  wie  sich  -^-~-   für   zwei   benachbarte 

d  x^ 

Punkte  o:  =  a  +  /i,  limh  =  0  verhält. 

d'^  y 
Sei  -rj-4,  entweder  nur  für  x=^ccA-  K  oder  für  x=^a — h, 
d  x^  '     '  ' 

reell  und  1  .    ,         '^j  im   entgegengesetzten  Falle  imagi- 

fersten   \ 
när,  so  ist  der  Punkt  ein  Rückkehrpunkt  der  .,        Art. 

l  zweiten  J 

(Fig.  12  und  13  der  Tafel.) 

Ist  y-^  sowohl  für  X  ^=  a-\-h^  als  auch  für  x  ■=  a  —  li 

reell,  so  ist  der  Punkt  ein  Selbstberührungspunkt  (Fig.  15). 
III.     In  diesem   Falle  ist  der  Punkt  ein   Einsiedler   oder   con- 
jugirter  Punkt  (Fig.  17). 
2)    Wird  die  Gleichung  einer  Curve 
/(^,  ^)  =  0 
nach  ij  aufgelöst,  so  wird 


0  1  -^ 

Wird  ^  hy.  —  =:  0  für  Um  ^  =  oo ,  so  ist 
-^-^        X'^  ' 

n 
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die  Asymptote   der   Curve   y.      Um  die  Asymptote  zu  erhalten, 
kann  man  auch  verfahren  wie  folgt: 

Man  setze  y  =  cinX''  und  bestimme  a„  aus 

/{x.anX''}  =  0     für  limx  =  oo, 
sodann 

und  bestimme  cin-i  aus 

/(x.ClnX''  -\-  ttn-iX'^-'^)  r=  0      für    Um  X  ==    00 

und  so  fort,  bis 

y^  =  anX""  -\-  ctn-iX''-^  -|-  .  .  .  a,, 

Lässt  sich  die  Gleichung  der  Curve  auf  die  Form 

bringen ,  so   dividire   durch   ^"   und    setze   y  =  aiX^  lim  ^  =  od  , 
es  wird 

cp  (aj  =  0, 

für  «(,  ergiebt  sich 

(f  (%) 

sollte  aber  ^  (a^)  r=  0,  (p'  (ai)  --=  0  sein,  so  bilde  man 

j  a^'(p"{ai)  -{-  ao^'(ai)  -f  X(a^')  =  0  etc. 

Ist  die  Gleichung  der  Curve  von  der  Form 

f'(p{x)  +  yn~iV{x)  H =0, 

so  liefern  die  reellen  Wurzeln  von 

cp  (x)  =  0 
die  zur  Ordinatenaxe  ||  iVsymptoten. 

3)   Was  nun  die  gewöhnlichen  Formen  der  Curven  anbetrifft, 
so  liefert  die  folgende  Tafel  das  Nöthige.    Die  Spaltenzahlen  sind 
identisch  mit  den  Zahlen  der  Figurentafel.     Es  bedeutet 
-|-  positiv,         —  negativ. 
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Allgemeine  C  u  r  v  e  n  t  li  e  o  r  i  e. 

1)  Man  nennt  die  höchste  Dimension,  in  welcher  die  Varia- 
bein x^ij  in  der  Gleichung  in  Punktcoordinaten ,  die  Ordnung 
der  Cur ve;  in  welcher  die  Variabein  uv  in  Liniencoordinaten- 
gleichung  vorkommen,  die  Classe  der  Curve. 

2)  Eine  Curve  w-ter  Ordnung  wird  von  einer  Geraden  in  n 
(reellen  oder  imaginären)  Punkten  geschnitten.  An  eine  Curve 
t^-ter  Classe  lassen  sich  von  einem  Punkte  n  Tangenten  (reelle 
oder  imaginäre)  ziehen. 
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3)    Eine  Curve  n-tev  Ordnung  ist  im  Allgemeinen  durch 

n  (n  -f-  3) 
172 

ihrer  Punkte  bestimmt  und  ihre  Classe  ist  im  Allgemeinen  gleich 

K=n{n  —  1). 
Sei  d   die   Zahl   der   Doppelpunkte,  r  jene   der  Rück- 
kehrpunkte, so  wird 

K  =  n(n  —  l)  ~  2d  —  3r I. 

3)  Die  Zahl  der  Wendepunkte  ist  im  Allgemeinen 

tv  =  3n(n  —  2). 
Kommen  aber  Doppelpunkte  und  Rückkehrpunkte  vor,  so  wird 
10  =:  3n{n  —  2)  —  6d  —  8r      .....     IL 

4)  Ersetzt  man  nach  dem  Princip  der  Dualität 

Ordnung  (^),  Doppelpunkt  (c?),  Rückkehrpunkt  (r) 
durch 

Classe  {K\  Doppeltangente  (^),  Wendetangente  (w)^ 
so  ergeben  sich  folgende  Formeln: 

n=r  K(K~-  1)  —  2t  -  Siv III. 

r  =  3  K{K  —  2)  —  6t  —  8tv IV. 

5)  Die  Zahl  der  Doppcltangenten  ist  im  Allgemeinen  für 
eine  Curve  n-ter  Ordnung  (d.  h.  für  eine  solche  ohne  Doppel- 
und  Rückkehrpunkte) 

t  z=  ^  n{n  —  2) (n'^  —  9). 

Durch  das  Auftreten  der  Doppel-  und  Rückkehrpunkte  wird 
diese  Formel  modificirt  wie  folgt: 

tz=—n(n  —  2)(n^—9)  —  [2d  +  3r]  [n (n  —  1)  —  6] 

J^2d(d  —  1)-^  ^r(r   —  l)  + 6dr     .     .     .     .     V. 

Eine  Curve  w-ter  Classe  hat  im  Allgemeinen  n  (n  —  1) 
Asymptoten  oder  n(n  —  1)  unendlich  ferne  Punkte. 

Jede  Curve  n-ter  Classe  hat,  wenn  n  >>  2,  Spitzen.  Die- 
selben sind  also  keine  Singularität  für  diese  Curven.  Ihre  An- 
zahl beträgt  im  Allgemeinen  3n(n  —  2). 

6)  Zu  diesen  Charakteren  kommt  noch  das  Geschlecht 
der  Curve,  dasselbe  ist  definirt  durch: 
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p  =z  —  (n  —  l){n  —  2)  —  d  -    r 

=  1(^-  l)(^-2)  ~i-io. 

Sodann  lassen  sich  die  Formeln  I.  bis  IV.  übersichtlich 
schreiben  wie  folgt: 

2^^  —  2  =  ^+  r  —  2n 

^  n^ii^  —  1K 
=nn{n  -  3)  —  2{d-{-  r) 
=  K{K  -  3)  -  2  (^  +  %v) 

7)  Sei  die  Gleichung  einer  Curve  n-iQv  Ordnung  gegeben 
durch 

/  {Xi  X.2  Xj)  ^  a"  =  0. 
Man  setze 

Xy.  =  y,.  -\-  ISy.,     X  r=  1,  2,  3, 
so  wird 

al  =  l-al  +  wA"-i  «/-!«,  +  (^2)  ^**-' «/-'«?  +  •■•  <• 

Lassen  wir  y  constant  und  z  variabel  sein,  so  wird 
a/-»V*;'  ==  0 
eine  Curve  r-ter  Ordnung,  die  sogenannte  {ii  —  >-)te  Polare  von 
y  in  Bezug  auf  die  Grundcurve. 

Die  n{n  —  1)  Berührungspunkte  der  von  einem  Punkte  an 
eine  Curve  w-ter  Ordnung  gelegten  Tangenten  sind  zugleich 
Schnittpunkte  dieser  Curve  mit  der  ersten  Polaren  in  Bezug  auf 
diesen  Punkt. 

Die  Ä:-te  Polare  eines  Punktes  in  Bezug  auf  die  ^-te  Polare 
dieses  Punktes  nach  /  =  0  ist  zugleich  die  (?*  -\-  Z:)-te  Polare 
dieses  Punktes  nach  /  =  0. 

Liegt  y.  auf  der  Ä:-ten  Polare  von  ^,  so  liegt  z  auf  der 
(n  —  fc)-ten  Polare  von  y. 

Liegt  der  Pol  auf  der  Grundcurve,  so  gehen  alle  seine  Po- 
laren durch  ihn  hindurch  und  berühren   in  ihm  die  Grundcurve. 

Man  kann  demnach  von  einem  Punkte  der  Curve  nur  noch 
n{n  —  1)  —  2 
Tangenten  an  dieselbe  legen. 

8)  Sei 

1  a/ 


U 


n  (>?  —  \)  d  Xid  Xy 


Die  L 

urve 

alehre. 

^= 

/n 

/l2       /l?. 

fn 

J2'2      723 

/u 

/;2    /« 
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so  wird  die  Curve  z/  =  0  die  Hesse'sclie  genannt. 

Die  Schnittpunkte  dieser  Gurve  mit  der  Grundcurve  /  =  0 
sind  zugleich  Wendepunkte  der  letzteren. 

Die  Hesse' sehe  Curve  ist  gleichzeitig  der  Ort  der  Punkte, 
deren  (n  —  2)-te  Polare  einen  Doppelpunkt  hat  und  der  Ort 
der  Doppelpunkte  der  ersten  Polaren. 

Die  Hesse 'sehe  Curve  hat  in  einem  Doppelpunkte  der 
Grundcurve  ebenfalls  einen  Doppelpunkt,  und  zwar  sind  die  Tan- 
genten dieser  Curve  im  Doppelpunkte  dieselben. 

In  einem  Rückkehrpunkte  der  Grundcurve  hat  die  Hesse'- 
sche  Curve  einen  dreifachen  Punkt,  und  zwar  berühren  zwei 
Zweige  desselben  die  Rückkehrtangente,  während  der  dritte  von 
diesen  getrennt  verläuft. 

Die  Singularitäten  einer  Hesse' sehen  Curve,  einer  Curve 
w-ter  Ordnung  (durch  gestrichene  Buchstaben  zu  bezeichnen)  sind: 

n'  =  3  (n  —  2 ) 

r'  =  0 

h'  =rr  3  (n  —  2)  (3  n  —  7) 

2v'  =  9(n  —  2)(Sn  —  8) 

27 

f  =  ^  (n  —  1)  (n  —  2)  (n  —  3)  (3  n  —  8) 

p'  =  l-(Sn-7)(3n-  8) 

9)  Die  linearen  Polaren  der  Punkte  der  Hesse' sehen  Curve 
umhüllen  die  sogenannte  St  ein  er' sehe  Curve.  Die  Singulari- 
täten der  St  ein  er 'sehen  Curve  sind: 


=  3  (n  —  2) 


d"  =  ~  (n  —  2)(n  —  3)  (3^2  —  9^?  —  5) 

r"  =  12(w  —  2)(n  —  3) 
l"  =  3(n  —'l)(n  —  2) 
w"  =  3(i?,  —  2)(4^?  —  9) 
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t"  =  ~  (n  —  2)  (n  —  3)  (3  n'-  —  Sn  —  8) 

P"  =  ^  (3  n  —  7)  (3  n  —  8). 


CartesisclieCoordinaten. 

1)  Die  Gleichung  einer  ebenen  Curve  lautet: 

y  =  f(x)     oder     F(x,j/)  =  0, 
ihre  Differentiation  giebt 

^  =  2/'  =/'  («);    F,dx  +  F,  cU,  =  0. 

2)  Gleichung  der  Tangente: 

Gleichung  der  Normale: 

(I  -x)dx  =  (7i-  y)dy,    i^^'  =  1^. 

Seien  t^,  ty,  v^,  Vy  die  Winkel,  welche  die  Tangente  resp.  die 
Normale  mit  den  positiven  Richtungen  der  x-  resp.  ?/-Axe  bildet, 
so  wird: 

dx  dx  F.y 

cos  Ta:  =  COS  Vy  =  — ==_  rr=   -—  =  ^ 

Vdx'^  +  dy^        ds        ]/F{  +  F.f 
dy  F. 

cos  Ty  =  —    cos  V:c  =  -T^  = 

Die  Länge  des  Perpendikels  vom  Ursprung  auf  die  Tangente 
Pf  und  jenes  auf  die  Normale  pn  ist  gegeben  durch: 
^  y  —  ^y'  ^  F,x  +  F, y 
Vi  +  ?/2       Vf^  +  F^ 

p    =  ^  +  yy    ^  F,x  -  F,y 
Vi  +  y'^         VFI  +  F-^  ' 
Für  eine  homogene  Function  findet  man 

nF 

Pt  = 


VF-I+Fi 
Für  die  Länge  der  Tangente  findet  man 
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für  jene  der  Subtangente 

y 


ST^^=y 


y 


dx  -F2 

für  jene  der  Normale 

für  jene  der  Subnormale 

SN  =  ij if'  =  y  -j^  =  —  -^  y. 

Es  ist 

ST.SN=y^. 

3)    Zwei  auf  einander  folgende  Tangenten. bilden  den  Con 
tingenzwinkel 

'dx\'^  n  fdy\  d^y  dx  —  d'^x  dy 


d 


(MPm 


ds'- 


4)    Ein  Kreis,   der   drei   benachbarte  Punkte   mit  der  Curve 

gemein  hat,  wird  ein  Krümmungskreis  genannt.     Man  hat,  wenn 

Q  sein  Radius  und  6  der  Coordinatenwinkel  ist, 

Qdt  =  ds 

.    ^  ds^  ds 

Q  stn  6 


dx  d^y  —  dy  d^x 

ds^ 

\/(d^^f  +  {d'yy  —  (d:'sy 
1 


V(-Il)'  +  {'U)' 


{F^  +  Fi  —  2FiF,cosd}. 


Dabei  ist 

0  Fl    F, 

Fl  Fii  Fl  2 

F2  F12  F22 


=  Fu  Fl  +  K,  Fi  -  2  Fn  F,  F„ 


wobei 


Fiidx''  +  2Fi2  dxdy  -f  i^22^^-  = 
ist.     Für  rechtwinklige  Coordinaten  wird  speciell 

&-)■   (■+(^-l)T' 


d'y 
dx-' 


(Py 
Jx^ 


Die  Curventheorie.  481 

und  seine  Coordinaten  g  und  rj 

^  ds  \dx)    d'^ 


y 


I        äx  .    /dsy     1 


für  schiefwinklige  Coordinaten  hat  man: 

dy  -\-  cosß  dx 


^  =  X  —  Q 


sin  6 .ds 


,        dx  -^  cosO  dy 
sm  ii  .ds 
5)   Das  BogendifFerential  ergiebt  sich  aus 
ds^  =  dx'-  +  dif  +  2cos8dxdy 
F?  +  Fi~  '2F,F,cos6  ^^^  _  F,^  +  Fj  -  2F,F,cosd 


F- 


dx'-  =  ^_J_^,__^x^^^^^^  ^^^ 


daraus  für  (^  ==  90^ 

ds^  =  dx'-  -f-  dy^. 

Polar coordinaten. 
1)    Die  Gleichung  der  Curve  sei 
so  wird 

dx  nrr  d  Q  COS  (p    —    Q  shl  (p  d  (p 

dy  =  dg  sin (p  -\-  q  cos  cp  d  (p 
Sei  r  der   Winkel,   den   die  Tangente   zum  Punkte  g/cp  mit 
der  Polaraxe  einschliesst,  so  wird 

cotg(T-cp)-=l-p-. 

Q     U  (p 

Die  Polargleichung  der  Tangente  im  Punkte  ^j,  cp^^  ist 

i-  .^  _  Pi  cos  jcpi  —  (p)  —  9 
Q   d(p  Q-^  sin  (cpi  —  (p) 

Sei  V  der  Winkel,  den   die   Normale   mit  der  Polaraxe  ein- 
schliesst, so  wird 

/,„,(.  _  ^)  ^  __  i  Ij 


Li  aska,  matliem.  Formelusamnüuug. 
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und 

l    dg         giCOs((pi  —  cp)  —  o 
g   dcp  ~       gisin{cpi  —  cp) 

die  Gleichung  der  Normale.  Seien  T,  N,  S  1\  SN  die  Längen 
der  Polar- Tangente,  Polar -Normale,  Polar -Subtangente,  Polar- 
Subnormale,  so  wird,  wenn  r  der  Winkel  zwischen  dem  Leitstrahl 
und  der  Tangente  ist. 


T  = 

a/>+(^)* 

9 

cos  V 

=  (> 

d  s 
dg 

N^ 

■  V.'  + 

/dgy  _ 

9    __ 

sin  X 

ds 
dtp 

\T  = 

■'•H^ 

=  gtgnz 

SN  ^=  -f^  =  g  cotg r. 
dcp 

Für  die  Entfernung   des  Poles  von  der  Tangente   und  Nor- 
male findet  man: 

dg 


Pt  =  ^     . ,   ,       ,,^      Pn^- 


^  dcp 


Der  Krümmungsradius  ist  gegeben  durch 


21% 

ds 


,    ^/dgy  dn 


d'^  g         d  cp  -\-  du'' 


wobei 


ds  =  V(dgy  +  Q'(dcp)^ 
gdw  d  g       ^  gdcp 

dabei  ist  %i  derjenige  Winkel,  den  die  Tangente  der  Curve  mit 
dem  Radiusvector  g  bildet.  Er  liegt  mit  der  Polaraxe  auf  der- 
selben Seite  von  g. 

Seien  y  und  8  die  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes. 
Man  setze 
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d  Q 
tfjn  d-  = 


c,_    \äcp)    ^  ^     dcp 
^  \d(pj         ^     (l(p-2 


so  wird 

tgny  =  tgn((p  +  i^), 
ferner 

Hat  die  Curve  eine  Asymptote,  so  muss 

Um  9  2  -j^  ^=  A^  für  lim  q  ^=  co . 
Rechtwinklige  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes: 

'        \d(pj         ^  dcp^ 

.    ^•+(0'iiif'-'^-""^i 

Sei  ^   der   Winkel  zwischen   Radiusvector  und   Tangente,  ifj 
jener  zwischen  Radiusvector  und  Normale,  so  wird 

tgnd  =  4-^     tgn^  =  -  ^- 
^  dQ_'     ^    ^  d^ 

d(p  ~J~ 

Man  hat  ferner 

Q  .     ,    d  sin  1^ 


Quadratur  ebener  C;urven. 
1)    Die  Fläche  zwischen  zwei  Abscissen  Xi  und  X2  ist: 

Fl  =  sind  I   ydx,     6  ist  der  Coordinaten winkel. 

Xi 
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Die   Fläche   zwischen    zweien  vom   Ursprung   an   die  Punkte 
(Xiyi)  und  (%  1/2)  gezogenen  Leitstrahlen  ist  gegeben  durch 

JP2  ==  -^  j   [xdy  —  y  dx]  +  C. 

Ersetzt  man   die   rechtwinkligen    Coordinaten    durch   Polar- 
coordinaten,  also 

X  =  rcos  (p^     y  =  r  sin  g?, 
so  wird 


R_  =  ^fr^dcp+C. 


2)  Der  Flächeninhalt  V  des  Vierecks  zwischen  den  beiden 
Krümmungsradien,  dem  Evoluten-  und  Evolventen-Bogen,  ist  ge- 
geben durch 

r=l-     /      LLVWI  ^^  ^  Const. 
2      1  d^y  ' 

J  dx'^ 

wenn  y  =f(x)  die  Gleichung  der  Evolvente  ist. 

3)  Es  sei  • 

so  wird  der  Flächeninhalt  zwischen  der  x-Axe  und  den  Ordi- 
naten  yo  •  •  -  y?:^  wenn  die  Differenz  Xn  —  Xq  =  h  in  n  gleiche 
Theile  getheilt  wird: 

Fl  =-^hsm6.(tjo  +  yi) 

F2  =  j  hsinß.(yQ  +  4iyi  +  y^) 

.F,=-  hsmd.(yo  +  Sy^  +  Sy^  +  y^) 

i^4  =  ^  hsinß.(lyo  +  32^/1  +  12y,  +  S2  y,  +  1  y,) 
Allgemein 

n 


Fy,  —  [nfi^^  Ay,yy\  sin 6. 


1 
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Dabei  ist 


1 

0 


/t  '^ 


y^   nx(nx  —  l)...(nx  —  n) 

^\p  —  — — 

nx  —  p 

Allgemein  ist 

Ä^,  =  An-p.    (Methode  von  Cotes.) 
Man  hat  auch  nach  Simpson 

^)  =  3  ^'^'^'  +  ^^^  +  i  ^'(y^  +  i/^-r-'-y^-d 


4 


3 
Vergl.  Integralrechnung,  §.  97. 

Rectification  ebener  Curven. 
1)    Die  Bogenlänge  s  ist  gegeben  durch 

s  =Jdx\  1  +  (liy,     wenn  y  =f(x) 
oder 


Vi 

s 


/rfi/l/l+(0',     wennx'=/(y) 


oder 

t^ 

\x  ^^  (p  {t) 


/"'Vm+m'' 


wenn  , 


In  Polarcoordinaten,  wenn  q  als  Function  von  cp  gegeben  ist: 


Vi 


fpo 

und  wenn  (jp  als  Function  von  q  gegeben  ist: 
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2)  Der  zwischen  zwei  Punkten  einer  Evolute  gelegene  Bogen 
ist  gleich  der  Differenz  zwischen  den  entsprechenden  Krümmungs- 
radien der  p]volvente. 

3)  Sei  tu  die  Sehne  und  zJ  s  die  Länge  des  Bogens,  w^elchen 
sie  unterspannt,  so  wird 


W  =^  ^  S    —    TTT — :.   ^S'' T7T   T^ -^S* 

48     d  s 


1 

24  ()2 

zJs-'  - 

3 

1 

,  ■'(^) 


_LiJL_i_.'!l(i!)_l<!l(i/i .,.+.. 

720  l8(>4        Q'^r^  ds^  q      ds'^    J  ^ 

Dabei  ist  q  der  Krümmungsradius. 
Somoff,  Theoretische  Mechanik,  p.  G9. 

4)  Man  hat  näherungsweise 

Q  und  q'   sind  die  Krümmungsradien  am  Anfang  und  Ende  des 
Bogens. 

Serret,  Cours  de  calcul  diff.  et  int.     1868,  Tom.  L,  p.  396. 

5)  Die  Länge  eines  Bogens  einer  Curve  ist  annähernd  gleich 

4 

—  seiner  Sehne   vermindert   um   den   sechsten  Theil  der  Summe 

der  Projectionen  der  Sehne  auf  die  in  den  Endpunkten  des  Bogens 
an  denselben  gelegten  Tangenten. 

6)  Sei  Ä  die  Sehne  des  ganzen,  B  jene  des  halben  Kreis- 
bogens, so  ist  genähert  der  Bogen 

_8B  —  Ä 
~"  3         ' 

Huyghens:     De  circuli  magnitudine  inventa. 

7)  Mit  der  Aufgabe,  rectificable  Curven  zu  finden,  hat  sich 
zunächst  Euler  (Com.  Acad.  Petr.  V  und  VI,  1730),  sodann 
Monge  (Mem.  de  l'acad.  1784),  beschäftigt. 

Lösung  von  Euler. 
Es  ist 

'  =  !<'«  =  ''- f'ji' '' 


=/..=/.,  V.+(gy 
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V. + m'  - 


dy  d^y 

dx  d  x'^ 


V. + m 
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2) 


Setzt  man 


J        d  X- 


so  wird 


Q 


d  y 
dx 


d  y     d'^  y 

d  X     d  X- 


3) 


V.  +  (g)1 

dQ 


VdP-'  —  d  Q-' 


4) 


Seien  F  und  Q  zwei  beliebige  Functionen  einer  Variablen  t, 

so  bestimmt  man  durch  4)  — ,   daraus   nach   2)    die   Länge    des 

'   dx 

Bogens,  und  aus  1)  und  3)  durch  Elimination  von  t  die  Gleichung 

der  Curve. 

Lösung  von  Monge.  ^ 

Aus 

ds  =Vdx-^  +  dy^ 
folgt  wegen 

1  =3  cos^  CD  -|-  sin^  CO 
ds'^  =  {cosG}  dx  —  sbiG)  dy\'^  -\-  [sincj  dx  ^  coscj  dy\^. 

Wird  nun 

sineodx  -\-  C0SC3  dy  ^=  0 1) 

so  folgt: 

ds  =  C0SC3  dx  —  sin o  dy 2) 

Durch  Litegration  von  1)  und  2)  folgt: 

X  sin  CO  -\^  y  cos  co  :=  il^  (cj) 3) 

s  =^  xcosco  —  y  sin  co  -j-  cp  (co)      ....     4) 
wobei  1^  und  cp  noch  zu  bestimmende  Functionen  sind. 

Um  diese   zu  bestimmen,  differentiren  wir  die  letzten  Glei- 
chungen und  vergleichen  das  Resultat  mit  1)  und  2),  sodann  folgt  • 
X  cos  CO  —  y  sin  CO  =  i>' {g})\ 
x  sin  o  -\-  y  cos  CO  =  cp'  {co)\  ^ 
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oder  wegen  der  früheren  Beziehungen 

also 

Sodann  liefern  die  Gleichungen  5) 

X  =:  (p'  (w)  sin  03  -\-  cp"  (w)  cos  <X) I. 

y  z=  cp'  (a>)  cos  CD  —  cp"  («)  sin  co IL 

und  damit  aus  4j 

S   =   cp  (co)  +   cp"  {(D) III. 

Man  hat 

äy  . 

-r-  -=  —  tan  CO. 

Also  wenn  B,  den  Krümmungsradius  bezeichnet,  wegen 

eis  =:   R   ~, 

dx 
auch  wegen  III, 

R  =  cp'{co)  +  cp"'{co) IV. 

wodurch  zugleich  U  bestimmt  ist.    Wählt  man  cp  {co)  beliebig,  so 
liefert  die  Elimination  von  w  aus  I.  und  II.  eine  Curve 

f{xy)  =  0, 
deren  Bogenlänge  durch  HI.  dargestellt  ist. 


Parallele  Curven. 

Sei 

F{xy)  =  i) 
die  Gleichung  einer  Curve, 

F^dx  -{-  F^dy  ^  0, 
ferner 

(I  —  x)dx  ~{-  {7}  —  y)dy  ^=  0 
(I  -  xy  +  (ri-  yy  =  c^ 

d  ij 
Eliminirt  man  ^,  2/i  j^i  so  ergiebt  sich 

U/  X 

als  Gleichung  der  .  Parallelcurve.  Sie  ist  der  geometrische  Ort 
derjenigen  Punkte  der  Normalen  der  gegebenen  Curve,  welche 
von  der  Curve  gleichen  Abstand  c  haben. 
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Parallelcurven  haben  dieselbe  Evolute,  demnach  ist  die  Diffe- 
renz der  Krümmungsradien  der  entsprechenden  Punkte  gleich 
der  Entfernung  c  =  E'  —  B. 

Die  Differenz  der  Bogen  zweier  Parallelcurven  zwischen  den- 
selben Normalen  ist  gleich  einem  Kreisbogen,  dessen  Radius  c 
und  dessen  Centriwinkel  der  von  jenen  Normalen  eingeschlossene 
Winkel  i^  ist.     s'  —  s  ==  ±  c  {-ip'  —  ^). 

Der  Flächeninhalt  zwischen  den  Bogen  zweier  Parallelcurven 
und  zweier  Normalen  ist 

F=^  c^W  —  t)±cs  =  ±^c(s  +  s'), 

Trajectorien. 

Geschichte:  Johann  Bernoulli  war  der  erste,  der  sich 
mit  (orthogonalen)  Trajectorien  beschäftigte  (Acta  Erudit.  1697, 
p.  211  und  1698,  p.  472). 

Entstehung:  Ein  System  von  Curven  ist  gegeben,  dar- 
gestellt durch  eine  Gleichung,  in  welcher  ein  variabler  Para- 
meter enthalten  ist;  es  sollen  die  Curven  bestimmt  werden,  welche 
die  gegebenen  unter  einem  bestimmten  Winkel  schneiden. 

Ist  dieser  Winkel  ein  rechter,  so  nennt  man  die  Curven 
orthogonale  Trajectorien. 

Sei 

Fix,y,a)  =  0 1) 

die  Gleichung  der  Curvenschaar,  aus  ihr  findet  man 

Sei  ferner  die  Tangente  des  Schnittwinkels  s  gleich  n  und 
I,  ri  die  Coordinaten  der  Trajectorie,  so  wird 

,^^  ^  (^n  —  y  fe  !/,  ^O^g 2) 

(H  +  (p(x,  y,  a)dri 

die  Differentialgleichung  derselben.  Aus  l)*und  2)  eliminire  man  a, 
setze  sodann  x  =  J,  ?/  r=r  r}  und  integrire  die  so  entstandene 
Gleichung. 

Ist  £  =  90,  also  n  =  oo,  so  wird 

,  +  ^p      0 

'    dx  d^ 
die  Gleichung  der  orthogonalen  Trajectorien. 
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Die  Elimination  des  Parameters  a  kann  manchmal  Schwierig- 
keiten verursachen,  lieber  reciproke  Trajectorien  siehe  Kl ü gel, 
mathem.  Wörterbuch  V.,  S.  118. 

Ist  die  Gleichung  der  Curve  in  Polarcoordinaten  gegeben,  also 

F{y,  cp,a)  =  0,... 1) 

so  sei  tgn  s  ==  n  und  es  ergiebt  sich : 

/     dF  dF\  dr  /dF   ,  dF\        ^^  _, 

\     d  (p  dr  J  d  cp  \d(p  er/  ^ 


Im  speciellen  Falle  e 


r^  1^'  =  0 

er 


2!) 


dF  ^  dr^ 
ö  cp     dcp 

Daraus   die   Gleichung   der  verlangten   Curve    durch  Elimi 
nation  des  Parameters  a. 


Einhüllende  Curven. 

1)  Man  eliminire  den  veränderlichen  Parameter  p  aus 

2)  Die  Gleichung  enthalte  zwei  Parameter,  die  jedoch  einer 
Bedingungsgleichung  Genüge  leisten 

Bildet  man  noch 

IL    11 

d  cp       d  cp 
dpi       dp.2 

so  lässt  sich  pi^  p2  aus  diesen  drei  Gleichungen  eliminiren.    Eben- 
so, wenn 

f(x,y,pi,p2,  .  .  .  J)„)  =r  0 

(p>c(Pl,  .   .  .  i)n)  =  0,       X  =   1,   ...  (n   —    1) 

gegeben  ist.    Man  bilde 

2,    dcpi    dcp.2      ^  ^  dcpn-i  __  ^ 
—    dpi    dp2         '  dpn-i 
und  eliminire  aus  allen  diesen  Gleichungen  die  Grössen  pi,  . . .  pn- 


=  0, 
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F  u  s  s  p  u  11  k  t  c  u  r  V  e  11. 

Lässt  man  von  einem  festen  Punkte  ((/,  h)  Senkrechte  auf 
die  Tangenten  einer  gegebenen  Curve  F  (x^y)  =  0,  so  bilden  die 
Fusspunkte  (u.  v)  die  Fusspunktcurve. 

Es  wird 

dx  ^ 

.  dx  , 

dy  ^         -^^ 
Dazu  kommt  noch 

F(x,y)  =  0 
dF_^dydF^^^ 
dx    '    dx  dy 

Aus  diesen  vier  Gleichungen  muss  x,  y^  -f^  eliminirt  werden. 

fi  X 


Evoluten. 

Geschichte.  Die  Evoluten  wurden  zuerst  von  Huyghens 
(Horologium  oscillatorium)  synthetisch  behandelt  (1673). 

Eine  Evolute  ist  der  geometrische  Ort  der  Krümmungsmittel- 
punkte. 

Sei 

dy ,     d'^y  „ 

dx~~  ^'    dx'^~  ^ 

und  I,  Yj  die  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes,   so  wird 

^  -  ^       2/"     ^ 

Eliminirt  man  aus  diesen  und  der  gegebenen  Gleichung 

F(x,y)  =  0 

die  Grössen  x  und  ?/,  so  bleibt  die  Gleichung  der  Evolute  übrig. 

Die  Tangente  der  Evolute  ist  zugleich  die  Normale  der 
Evolvente  oder  der  Grundcurve. 

Die  Länge  des  Evolutenbogens  ist  gleich  der  Differenz  der 
beiden   ihn  begrenzenden  Krümmungsradien  der  Evolvente.     Die 
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Punkte  der  grössten  und  kleinsten  Krümmung  der  Evolvente  ent- 
sprechen im  Allgemeinen  den  Rückkelirpunkten  (auch  oo  fernen 
Punkten  [ausnahmsweise])  der  Evolute.  Die  Normale  in  einem 
Wendepunkte  der  Evolvente  ist  im  Allgemeinen  eine  Asyniptote 
der  Evolute. 

Evolventen. 

Bewegt  sich  die  Tangente  ohne  zu  gleiten  auf  einer  Curve, 
so  beschreibt  ein  beliebiger  Punkt  derselben  eine  Evolvente.  Eine 
Curve  hat  demnach  unendlich  viele  Evolventen,  die  einander  paral- 
lel laufen. 

Seien  ^,  y  die  Coordinaten  der  Curve,  |,  r]  jene  der  Evolute, 
so  wird: 

fioc,y)  =  0 

■''  -  2^  =  d^  «  -  *) 

(!J-l)jl  +  ^-t^O    oder    -^  -^  +  1  =.  ü 

8/       d^  0/  ^  ^_ 
dx'dxdij 

Aus  diesen  vier  Gleichungen  muss  ^,  ?/,  —  eliminirt  werden. 

Jede  Evolvente  ist  eine  Roulette.  Die  rollende  Curve  ist  eine 
Gerade,  in  welcher  der  erzeugende  Punkt  liegt. 

Den  Wendepunkten  der  Evolute  entsprechen  im  Allgemeinen 
Rückkehrpunkte  der  Evolvente. 

Tractorien. 

Geschichte:  Huyghens  war  der  erste,  der  diese  Cur- 
ven  betrachtete  (Acta  Erud.  1693,  p.  476). 

Tractorie  oder  Zugcurve  heisst  jede  Curve,  bei  welcher 
der  zwischen  dem  Berührungspunkte  und  irgend  einer  anderen 
gegebenen  Curve,  welche  Directrix  genannt  wird,  liegende 
Theil  der  Tangente  eine  constante  Länge  hat. 

Sei 

F(x,y)  =  0 1) 

die  Gleichung  der  Directrix  und  J,  rj  die  Coordinaten  der  Trac- 
torie, so  wird 
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n-  n^-'-^^i-^  -  I) 2) 

und  wenn  T  eine  Constante  bezeichnet, 

T->  =  (.;  -  S)2  +  0/  _  7^)-i 3) 

Wird   aus   den  Gleichungen  1),  2),  3)  rr  und  ij  eliminirt,  so 
ergiebt  sich  die  Differentialgleichung  der  Tractorie.     Man  findet 


TUT] 


diese  Grössen  hat  man  also  in  1)  einzusetzen,  um  die  verlangte 
Gleichung  zu  erhalten. 

RoUcurven  oder  Trochoidalcurven. 

Geschichte:  Die  erste  Abhandlung  über  diese  Curven  hat 
De  la  Hire  geliefert.     Paris,  Mem.  1706. 

Rollt  eine  Curve  Y  =/(X),  ohne  zu  gleiten,  auf  einer  Curve 
y  =  F(x)  als  Basis,  so  beschreibt  ein  mit  ihr  fest  verbundener 
Punkt  eine  Trochoide  -i]  =  qp(|). 

Seien  (c,  d)  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes  im  An- 
fange der  Bewegung,  so  wird: 

c  c 

Seien  (a,  h)  die  Anfangscoordinaten  des  Punktes,  welcher  die 
Trochoide  beschreibt,  so  wird: 

Aus  1)  folgt 
macht  man  ^  =  X,  so  wird 

und  damit 

(*(X)j2  -  (I  _  x)^  +  (n-x lX]y  =  0, 

daraus  durch  Differentiation 

I  _  X  +  ir;  -  x(X)\  x'(X)  +  4'(X)t'(X)  =  0. 
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Eliminirt  man  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  X,  so 
ergiebt  sich  eine  Beziehung  zwischen  |  und  t]  ,  welche  eben  die 
Gleichung  der  gesuchten  Trochoide  ist. 

Oft  ist  es  bequemer  zu  verfahren  wie  folgt: 
Sei 

r==f(cp)    . .     2) 

die  Gleichung  der  rollenden  Curve 

y  =  F{x) 3) 

die  der  Basiscurve,  sodann  ergiebt  sich 

a  -  xf  -f  in  -  iiy  =  r2   . 

^-x+(n-  y)  p^  -  0. 

Setzt  man  in  diese  drei  Gleichungen  die  Werthe  für 
dy         dr 
^'  d^'  ^'  d^' 
wie  sie  aus  2)  und  3)  folgen,  so  erhält  man  drei  neue  Gleichun- 
gen.    Aus   diesen  eliminire  man   x  und  cp  und  integrire   die   so 
entstandene  Gleichung.     Die   Constante  ist   durch   die   Anfangs- 
lage bestimmt. 

Die  Normale  in  einem  Punkte  einer  Roulette  geht  durch  den 
entsprechenden  Berührungspunkt   der  beiden   gegebenen  Curven. 

Kegelschnitte. 

1)   Die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte  sei: 

/  ^  etil  x^  -\-2  «12  X  y  -f-  «22  y^  -f-  2  «13  ^  ^  -f-  2  «g?,  V  ^  -\-  et?,?,  ^'^  =  0. 
Sei  ferner 

«11       «12        «13 

-—  z/  =     «12     «22     0^23       Hesse'sche  Determinante 

%3       ^23        %3 

^-^   «11  («23 0^22  ^32;  "T"  %2  (%2  %3  %3  CI2?,)  ~T~  ^13  (^31  ^22  ^32  0^12) 

Z^ii    =   «23 0^22  %35    ^^22    =   <^31 ^33  Ö^ll7    ^33    =   ^^2 «n  «22 

Z/12    ^^^^   ^12  %3 ^13  ^23i  -^23  ^^^^  ^23  ^11 ^21  ^?,li  ^13  ^^^^  ^31  ^''22 ^32  ^12« 

Sei  0  der  Coordinatenwinkel  und  es  werde 

2  0sin^ä  =  «11  +  «22  —  2ai2COs() 
gesetzt. 


Kegelschnitte.  495 

2)  Classification  der  Kegelschnitte: 

I-    -^T77  <  ^     Elliptische  Kegelschnitte. 

«11  zf  oder  «22  ^  >>  0     1)  reelle  Ellipse 

<C  0     2)  imaginäre  Ellipse 
=  0     3)  Punkt 

IL    z/33  =  0    Parabolische  Kegelschnitte 
z/  ^  0     Parabel 

!^22  !>  0     4)  zwei  parallele  reelle  Gerade 
=  0     5)  zwei  zusammenfallende  Gerade 
<  (X    6)  zwei  parallele  imaginäre  Gerade. 

111.    — ^^^  ^  0     Hyperbolische  Kegelschnitte 

z/  ^  0     7)  Hyperbel 

z/  =  0     8)  zwei  sich  schneidende  reelle  Gerade. 

Specielle  Formen: 

«11  =r  «22?    ^12  =  %i  <^ös  ^,     Kreis 
^  =  0,     gleichseitige  Hyperbel. 
Der   Winkel  9  zwischen   den   beiden   Geraden  in  8)  ist  ge- 
geben durch 


tgn^)  ■= 


Vz/33 


0St7l() 

Die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  für  1)  und  7) 

_  ^         z/20, 

3)  Die  allgemeine  Gleichung  des  Kegelschnittes  sei: 
Ax'^+  2Bxy  +  Cif^  +  2 Dx -^  2Ei/  -^  F  =  0, 

so  ergiebt  sich  Folgendes: 

a)  Ist  i^  =  0,  so  geht  die  Curve  durch  den  Coordinatenanfang, 
ß)  D^  —  ÄF—0,  so  berührt  die  Curve  die  X-Axe, 
E^-  CF=0,   „         „  „        „        „     r-Axe. 

4)  Seien  {Xy.ijy),  z  =  1,  2,  3,  4,  5  diejenigen  fünf  Punkte, 
durch  welche  eine  Curve  zweiten  Grades  gegeben  ist,  so  ist  die 
letztere  selbst  gegeben  durch 
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Ke 

gelsclmitte. 

x^ 

xt 

xl 

x'i 

^l 

^l 

xy 

^12/l 

x^y^ 

XzV?, 

x^y^ 

^ö  2/r. 

y 

y\ 

Vi 

y! 

yl 

yl 

X 

x^ 

X2 

^?, 

x^ 

^5 

y 

Vi 

?/2 

2/?. 

y^ 

2/5 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

5)   Die  Gerade 

=  0 


y  =  Mx  -\-  n 
hat  mit  dem  Kegelschnitt  zwei  Punkte  gemein.     Sei 
z/  =:{Bn  +  By  +  EM{EM  —  2Bn)  +  2DM{E+  Gn) 
-  Än(Cn  +  2E)  —  F(Ä  +  2JBiI^f  +  Citf^), 
so  werden  diese 

reell,  wenn  z/  >>  0, 
fallen  zusammen,  wenn  z/  =  0, 
sind  imaginär,  wenn  z/  <<  0. 
6)   Sei  gegeben 
Ax^  +  2Bxy  -\-  Cy'  +  2Dx  +  2Ey  +  F=  0, 
so  lautet  die  Gleichung  dieser  Curve  in  Liniencoordinaten: 


0. 


CE 
EF 

u^  +  2 

DE 
BE 

UV  -\- 

AD 
DF\ 

BD 
CE 

u    +2 

BE 
AB 

v  + 

AB 
BC 

7)   Sei  gegeben 

Aii^  +  2Buv  +  Cv^  +  2Bu  +  2Ev 

Sei  ferner 

A 


0. 


B 
D 


B 

C 
E 


D 
E 
F 


so  stellt  die  gegebene  Gleichung 

a)  eine  Ellipse  dar,  wenn  i^i  z/  >>  0 
ß)  eine  Parabel,  wenn  Fi  =  0,     z7  ^  0 
y)  eine  Hyperbel,  wenn  i^iz/  <^  0. 

Wird  z/  —  0  und 

A    B 


B     C 


<0, 
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SO  stellt  die  Gleichung  zwei  Punkte  dar.     Ist 


ÄJB 
BC 


=  0, 


AB 
DE 


=  0, 


AD 
DF 


=  0, 


so  entspricht  die  Gleichung  einem  einzigen  Punkt. 


Allgemeine   Sätze  über  Kegelschnitte. 

1)  In  jedem  Sechseck,  welches  einem  Kegelschnitt  umschrie- 
ben ist,  schneiden  sich  die  drei  Verbindungslinien  gegenüber- 
liegender Ecken  in  einem  Punkte.    (Satz  von  Brianchon.) 

(Journ.  de  l'ecol.  polyt.  1806,  Cah.  13.) 

2)  In  jedem  Sechseck,  welches  einem  Kegelschnitt  einge- 
schrieben ist,  liegen  die  drei  Schnittpunkte  gegenüberliegender 
Seiten  auf  einer  Geraden.    (Satz  von  Pascal.) 

(Essai  pour  les  coniques,  1630.) 

3)  Tangente  und  Normale  für  irgend  einen  Punkt  eines 
Kegelschnittes  halbiren  die  Winkel,  welche  von  den  beiden  Leit- 
strahlen gebildet  werden. 

4)  Durchmesser,  von  denen  jeder  die  Sehnen  halbirt,  die  mit 
dem  anderen  parallel  laufen,  werden  conjugirte  Durchmesser 
genannt. 

5)  Die  Diagonalen  eines  einem  Kegelschnitte  umschriebe- 
nen Parallelogramms  bilden  zwei  conjugirte  Durchmesser. 

6)  Die  Seiten  eines  jeden  einem  Kegelschnitte  eingeschriebe- 
nen Parallelogramms  sind  parallel  zu  zwei  conjugirten  Durchmes- 
sern. Die  Diagonalen  schneiden  sich  im  Mittelpunkte  der  Curve, 
oder  anders  ausgedrückt:  zwei  Sehnen,  welclie  irgend  einen  Punkt 
des  Kegelschnittes  mit  den  Endpunkten  eines  Durchmessers  ver- 
binden ,  sind  parallel  zu  zwei  conjugirten  Durchmessern  dieses 
Kegelschnittes. 

7)  Die  Berührungspunkte  des  umschriebenen  Parallelogramms 
bilden  wieder  ein  Parallelogramm,  dessen  Seiten  mit  den  Diago- 
nalen des  ersten  parallel  sind. 

8)  Die  Tangenten  in  den  Eckpunkten  eines  eingeschriebenen 
Parallelogramms  bilden  wieder  ein  Parallelogramm,  dessen  Diago- 
nalen den  Seiten  des  ersten  parallel  sind. 


Laska,  mathem.  Formelnsammlimg. 


32 


498  Kegelschnitte. 


Pole  und  Polaren  der  Kegelschnitte. 

1)  Die  Gleichung  des  Kegelschnittes  sei 

Setzt  man 

und  entwickelt  nach  A,  so  wird 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  liefern  die  Schnittpunkte  der 
Geraden  mit  dem  Kegelschnitte.  Es  wird,  wegen  der  Homogeni- 
tät der  Function: 

2/00  =  2/(;ro  I/o  ^0)  =  ^0/  (^0)  +  2/0/'  (2/0)  +  ^0/  (^0) 

2/n  =  2/(^12/1^1)  ==  ^1/(^1)  +  yj'iyi)  +  ^if'M 

2/01  =.2:o/'W  +  2/o/(^i)  + ^0/(^1)      ^ 
=  ^1/'  (^0)  +  Vif  (2/0)  +  ^1/  (^0), 
dabei  ist 

etc. 

2)  Zwei  Punkte  werden  harmonische  Pole  des  Kegel- 
schnittes genannt,  wenn  ihre  Verbindungslinie  den  Kegelschnitt 
in  zwei  Punkten  schneidet,  die  harmonisch  sind  zu  den  beiden 
Punkten.  Die  Bedingung  für  ein  harmonisches  Polenpaar  0  und 
1  ist 

^/'(^o)  +  ^/'(2/o)  +  ^/(^o)  =  0, 

dabei  sind  xyz  die  Coordinaten  von  1.  Ist  der  Punkt  0  gegeben, 
so  müssen  die  Coordinaten  von  1  dieser  Gleichung  genügen,  sie 
stellt  eine  Gerade  dar,  auf  welcher  der  Punkt  1  beliebig  an- 
genommen werden  kann.  Diese  führt  den  Namen  Polare  des 
Punktes  0.     Es  gelten  nun  folgende  Sätze. 

1)  Die  Polaren  aller  Punkte  auf  einer  geraden  Linie  schnei- 
den sich  in  dem  Pole  der  geraden  Linie. 

2)  Wenn  eine  gerade  Linie  sich  um  einen  Punkt  in  ihr 
dreht,  so  beschreibt  der  Pol  die  Polare  des  Drehpunktes. 

3)  Wenn  der  Pol  auf  dem  Kegelschnitte  selbst  liegt,  so  wird 
seine  Polare  Tangente  des  Kegelschnittes  für  den  Pol 
selbst  und  der  Pol  der  Tangente  ist  ihr  Berührungspunkt. 
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d)  Der  Pol  der  unendlich  fernen  Geraden  ist  der  Mittel- 
punkt des  Kegelschnittes. 

5)  Je  zwei  Linien,  welche  durch  den  Brennpunkt  gehen  und 
auf  einander  senkrecht  stehen,  sind  conjugirte  Polaren 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt. 

6)  Die  Directrices  eines  Kegelschnittes  sind  die  Polaren 
seiner  reellen  Brennpunkte. 


Ellipse. 

1)  Mittelpunktsgleichung 

^    I    ?^  _  1 

Gleichung  in  Polarcoordinaten 

&2  ^2J2 


1  —  £2  cos2  (p        a2  sin^  cp  -^  ¥  cos^  cp' 
s  wird  die  numerische,  as  die  lineare  Excentricität  ge- 
nannt.    Es  ist 

52  =  a2(l  —  f2)  =  aj) 

/a2  —  Z>2 


V^- 


«2 

pz=  a{l  —  f2). 

Abstand  der  Brennpunkte  vom  Mittelpunkte  =  a  £ ;  von  einem 
der  Scheitel  a(l  ±  s). 

Die  Directrix  ist  die  Polare  des  ihr  zunächst  liegenden  Brenn- 
punktes ;  ihre  Gleichung  ist  a;  = ,  ihr  Abstand  vom  Scheitel 

a  -{ oder a. 


2)  Scheitelgleichung 


52 


a' 


3)   Polargleichung  (Pol  =  Brennpunkt) 

P 


r  = 


1   -\-  £  cos  (p 

Für  die  Leitstrahlen  von  den  beiden  Brennpunkten  findet  man: 

'>\  =  a  -\-  £  x^     r2  =  a  —  £X, 

32* 
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also 

^1  +  ^2  =  2  a. 

4)    Conjugirte  Durchmesser   als   Axen.      Seien   a  und  ß 
die  Winkel  der  conjugirten  Durchmesser  mit  der  ^-Axe,  so  wird: 

62 


Sei  ferner 


tgn  atgnß  =  —   ^^ 


1    cos'^a         sin^  oi 


also 


ab  =  tti  hl  sin  (ß  —  a) 
^2  _!_  2,2  3=  a^  -f  52^ 
so   ist    die  Gleichung   der  Ellipse   in   Bezug   auf  die   conjugirten 
Durchmesser : 

^  +  ^-1-0 

Die  Tangenten  in  den  Endpunkten  des  einen  Durchmessers 
sind  dem  conjugirten  Durchmesser  parallel.  Die  Supplementar- 
sehnen  laufen  zu  zwei  conjugirten  Durchmessern  parallel. 

Supplementarsehnen  sind  solche,  die  von  einem  beliebigen 
Punkte  der  Ellipse  nach  den  Endpunkten  der  grossen  Axe  ge- 
zogen werden. 

5)  Gleichung  in  Liniencoordinaten : 

a2^2  _|_  ^2^2  _  1  =  0. 

6)  Gleichung  der  Tangente  (beziehungsweise  der  Polare): 

a2  ^   62 
Gleichung  der  Normale 

«2     71     .  .. 

y  -  v  =  ^j(^  -  ^)' 

Man  findet  ferner: 

.         T=j  Va^   —    |2    Vtt2—    £2|2 
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a 

Gleichung  der  Brennstrahlen  für  den  Punkt  ^rj: 
2/(1  —  £)  =  ^(^—  £) 

Seien  ri  und  rg  zwei  auf  einander  _]_  stehende  Radien,  so  wird 

-  +  -  =  -  +  -• 

Sind   §1    und   s.j    zwei   Sehnen,    die   durch   den   Brennpunkt 
gehen  und  auf  einander  J_  stehen,  so  wird: 

-  +  -  =  -  +  -• 

§1     '     S.2         2})    '    2  a 
7)   Die   Coordinaten    des   Krümmungsmittel punktes  und    der 
Krümmungsradien  q  sind  gegeben  durch: 

.         a2  —  ^2  (^2  —  62     .^ 


Gleichung  der  Evolute: 

Va-2  -  6-V    ^  \a^  -  hO 
Gleichung  der  Fusspunktcurve : 

[u  (u  —  (j)^v{v  —  h)Y  =  «^  {u  —  (jY  -\-  h^  (v  —  hy. 
Rectification  der  Ellipse.     Sei 

X  =z  a  sin  (p,    y  ^=  h  cos  g?, 
die  Gleichung  dieser  Curve,  ferner 

Va2  —  62 
a 
so  wird  der  Bogen  0  bis  qp 
(p 
8  r=  a 

0 

Für  einen  Ellipsenquadranten  q  hat  man  speciell 
q  =  aE  (e,  9). 


(p 
=  a  I   Vi  —  e^-si)i^-(p  —  a  £^  (f,  g)). 


502  Ellipse. 

Sei 
F^  =  (f>,     P„  =  —  {{n  —  1)  P„_2—  sw*»-!  (p.cos  qp}, 


so  wird 


_^.._J:^.4_i^^ 


S=:a       R    _   ;J    £2   _    4    ^   £ 


'         2    ~  2    4"  2.4    6 

^  ==    2   ^1  -  (2)   T  -  (2:4)    3   -  (27476)   y  - 
Es  ist  näherungsweise: 


2       "•     1^         2       I 


180    1    —    £2 

Die  über  einer  Abscisse  x  der  Mittelpunktsgleichung  stehende 
Fläche  ist: 


F  =■  -r—\x  Vcb'^  —  x^^  A-  a'^  arc  sin  —\ 
2a  i  '  a] 


oder 


-TT       xy    ,    ah  .     X 

i'  =  -TT  +  -77-  arc  sm  — 
2     '     2  a 

Der  Inhalt  der  ganzen  Ellipse 

J ^  ahTC. 


Hyperbel. 
1)    Mittelpunktsgleichung : 

a^        62         ^  —  ^• 
Gleichung  in  Polarcoordinaten 

—  &2  _  ^2^2 


r2 


1  —  a^cos^cp        a^sin^cp  —  b^cos^cp^ 
dabei  ist 

62  =3   ^2(^2    _    1)   _  ^^^ 

Abstand  des  Brennpunktes  vom  Mittelpunkte  +  as 


Gleichung  der  Directrix  x  =  ± 


£ 


Gleichung  der  Asymptoten  y  =^  ±.  —  x. 

(X 
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2)    Seien  a  und  ß  jene  Winkel,   die  zwei  conjugirte  Durch- 
messer mit  der  ^-Axe  einschliessen,  so  wird: 
cos  oi  cos  ß        sin  a  sin  ß  


oder 

Sei  ferner 


«2 

&2 

tgn 

ci  tgnß  = 

62 

a2* 

cos^a 

sin^  a 
62      - 

1 

«2 

ai^ 

cos^ß 
a2 

sin^  ß 

62 

1' 

ah  = 

ai  hl  sin  (ß 

-«) 

.<- 

-    ll   =    «2    - 

-  62 

wobei 


so  lautet  die  Gleichung  der  Hyperbel  bezogen  auf  zwei  conjugirte 

Durchmesser 

^  -  1^  -  1  =  0. 
«/        6/ 

3)  Polargleichung  für  einen  Brennpunkt  als  Pol 

^  ~  1  -f-  £  cos  9? ' 
Scheitelgleichung : 

Asymptotengleichung: 

4)  Für  zwei  Strahlen  r^,  r^  vom  Brennpunkte  nach  (xy)  fin- 
det man: 

r^  z=  a  -{-  £X,    r2  =  —  a  -\-  EX, 

also 

5)  Gleichungen  zweier  Supplementarsehnen: 


y  —  n  = 


a  —  J 


^  C^  -  I) 


y-n^^^i-'^)' 


504  Hyperbel. 

6)  Gleichung  in  Liniencoordinaten : 

a^u^  —  b^v^-  —  l  =  0. 

7)  Gleichung  der  Tangente,  beziehungsweise  der  Polare; 

^  _  ?^  _  1  —  n 
Gleichung  der  Normale: 


Man  findet  ferner 


N=  —  V.£2|2    _    tfc'i 

8)  P'ür  zwei   Sehnen,   die  sich   rechtwinklig   schneiden   und 
durch  den  Brennpunkt  gehen: 

1  _L  1  __^^zJl 

9)  Die  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes  sind 


y  = tr~  y- 


a2  4-  h'' 
Der  Krümmungsradius 

Gleichung  der  Evolute 

©■  -  m = ■■ 

wobei 

«  = ^ ,     /3  =  — ^ — 

a  h 

gesetzt  wurde. 

Gleichung  der  Fusspunktcurve 

{u(u  —  g)-]-  v{v  —  h)]^  =  a^u  —.gy  —  h^{v  —  hy. 


Hyperbel. 

Rectification  der  Hyperbel.     Sei 

a 
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Va2  +  b' 


so  wird,  wenn 


Va2  -f  b'^ 


h  tgn  cp 


cos  Cp     ^  «2    _|_   l2 

die  Gleichung  dieser  Curve  ist, 


c  j  cos'^fpyi 


d  cp 


oder 


Ä;2  sin^-  (p 


h^ 


so  wird 


^  =  —  ^\^^  ^)  —  cE(k,  (p)  +  ctgn  cp  Vi  —k'^sin^. 

Ersetzt  man  die  Gleichung  der  Curve  durch 
X  =  a  sec  cp,     y  :=  h  tgn  cp, 


oder 


K  J  COS-  cp 


.  =  „(l.,„,_f,_|^,3_Ll|,;,_ 


wobei 


oder 


wobei 


1    { 

öo    =   ^,        Qn  =  —   \{n   —    1)   Qn-2  -\-   COS''-'^  Cp  SUl  Cp 


^  =  <^^  I  j  im  (p  —  A^cp  ~  Ä^  sin  2cp  -  Äi  sin  4  cp 


^•=i^+m-+imy-^'+im)'''+ 


■^2   —  tt;:^  k 


225 


32         '    64 


^^  +  Wn^  ^^  + 


3072 


24576 


yf^\  B  R  A  f?  yN^ 

r  OF  THE 

TJNIVERSITY 
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Für  die  Fläche  der  Hyperbel  von  x  =  a  his  x  =  x  tindet  man: 

F  =  -^r-  {x  Vx^  —  a^  —  a^-  log  — ^ 

oder 

^       xii    ,    ah  ^      f X         y\ 

Wird 

xy  = ^ —  =  A;2 

die  Gleichung  der  Hyperbel,  so  folgt: 
F=hHog^- 

Xi) 

Parabel. 
1)    Scheitelgleichung 

Polargleichung,  Brennpunkt  als  Pol 

P  P 


Q  = 


l    —   cos  (p  n      •    o    9^ 

2i 


Abstand  des  Brennpunktes   vom   Scheitel    und   zugleich  der 

Directrix  =r  —  ^. 
z 

Gleichung  der  Parabel  in  Liniencoordinaten : 

jpv2  _  2^  =  0. 
2)   Die  Parabel  bezogen  auf  conjugirte  Durchmesser 

^     .        SW2/3' 


wobei 


tg^ß  =  j 


dabei  ist  h  eine  beliebige  Ordinate  der  Parabel. 

Alle  Durchmesser  der  Parabel  sind  zur  Axe  parallel.  Jeder 
Durchmesser  halbirt  die  Sehnen,  welche  zu  der  durch  seinen  An- 
fangspunkt gelegten  Tangente  parallel  sind. 

3)   Gleichung  der  Tangente  und  zugleich  der  Polare: 
yrj=p(x-{-  ^) 


Parabel.  507 

oder 

Gleichung  der  Normale 

y  -  rj  =  -  1  (x  -  ^). 


Man  findet  ferner: 


P' 


SN  =  p. 
4j    Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes: 

^  =  'Sx  +  p  , 

y  p      p 

der  Krümmungsradius: 

_g  ^  _  VWTW 

Gleichung  der  Evolute 

27^)1^2  =r  8 13    (Semicubische  Parabel). 
Fusspunktcurve : 

^ (^  —  qY  +  (ii  —  g)  (v  —  h)v  -^  a (v  —  hy  =  0. 
Ein  zwischen  dem  Scheitel  und  dem  Punkte  x,y  enthaltener 
Bogen  s,  wenn 

die  Gleichung  der  Parabel  ist,  hat  die  Länge 

2 
Der  Flächeninhalt  eines  Parabelsegments  beträgt  —  des  über 

o 

seine   Sehne  errichteten,    dem    Segment  umschriebenen   Paralle- 
logramms. 
Sei 

P 

r  = 

1  -\-  coscp 
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die  Gleichung  der  Parabel,  so  ist  der  Flächeninhalt  zwischen  Axe, 
Leitstrahl  vom  Brennpunkte  und  Bogen: 

ly(P  +  r)  =  j  pHgn  -^  .  {l  +  i  tyn^  |-j. 

Ferner  ist  der  Flächeninhalt  zwischen  Sehne  und  Bogen 

(!/i  —  y-2y 

12p 

Cyklische   Curven. 

Geschichte:  A.  Cykloide.  Mersene  und  Galilei  waren 
die  ersten,  die  sich  mit  dieser  Curve  beschäftigt  haben,  letzterer 
fand  auch  eine  geometrische  Quadratur,  welche  Roberval  1634 
analytisch  bewies. 

B.  Epicykloide.  Für  den  Erfinder  der  Epicykloiden  gilt 
der  bekannte  dänische  Astronom  Olaf  Roemer,  der  sie  im 
Jahre  1674  bei  der  Untersuchung  der  besten  Form  der  gezähn- 
ten Räder  zur  Anwendung  brachte. 

Ueber  die  cyklischen  Curven  vergleiche:  Weisse nborn, 
„Die  cyklischen  Curven",  Eisenach  1856. 

Entstehung:  Wenn  auf  einer  Geraden  ein  Kreis  mit  dem 
Radius  r  rollt,  so  beschreibt  ein  Punkt  auf  einem  Radius  q 

1)  eine  gedehnte  Cykloide,  wenn  q  <^  r, 

2)  eine  gewöhnliche  Cykloide,  wenn  ^  =  r, 

3)  eine  verkürzte  Cykloide,  wenn  ^  >>  r. 

Wird  die  Basis  nicht  eine  Gerade,  sondern  wieder  ein  Kreis, 
so  entsteht  eine  Curve,  die  Epicykloide  oder  Hypocykloide 
genannt  wird,  je  nachdem  jener  Kreis  auf  der  äusseren  oder 
inneren  Seite  des  festen  Kreises  rollt.  Diese  Curven  werden 
gedehnte  oder  verkürzte  genannt,  je  nachdem  der  beschrei- 
bende Punkt  innerhalb  oder  ausserhalb  der  Peripherie  des 
bewegten  Kreises  liegt. 

Sind  die  beiden  Radien  gleich,  so  wird  die  Epicykloide  zu 
einer  Cardioide. 

Ausführlicher  als  es  hier  möglich,  findet  man  diese  Curve 
in  L.  A.  Soncke's  „Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Diffe- 
rentialrechnung", Halle,  4.  Aufl.,  behandelt. 


oder 
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A.    Cykloide. 

Sei  r  der  Radius  des  rollenden  Kreises,  so  wird 
X  =  r  (p  —  (r  -|-  ^)  sin  cp 
y  =  (r  -^  cl)(l  —  cos(p) 


X  =  arc  cos  — \    \    j       —  V2  (r  -\-  d)  y 


r  +  d         '-^'   r^v..-r 

und  die  Differentialgleichung 

dx  =         (y  -  d)dy 

V2(r  +  d)y-y^ 
Wird  d  -f-,  so  entsteht  eine  verkürzte, 
^  =  0,  eine  gewöhnliche, 
d  — ,  eine  gedehnte  Cykloide. 
Man  hat 


dy  ^  y2(r  -^d)y  —  1/2 
dx  y  —  d 

d^y  _  _  ry  -\-  rd  -^  d^ 
dx^  ~  (y  —  dy^ 

Die  Gleichung  der  Tangente: 


{y  -  d)  (n  ~  y)  =  V2  (r  +  d)y  —  y^^  -  x\ 
diejenige  der  Normale: 

y2{r-\-d)y-y^^{ri  -  V)  =  -  (V  -  ^)fl  -  x). 
Man  hat  ferner 


T  = 


ST=  - 


yV2ry  +  d-^ 
V2(r  +  d)y~-y'^ 

y(y  —  d) 


V2{r  +  d)y-y 
^^yV2ry  +  d^ 

y  —  d 

S2;[—y^^(x  +  d)y-y' 

y  ~  d 
Krümmungshalbmesser  q 


ry  -j~  rd  -\-  d- 
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Die  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes 
cP  -\-  ryd  —  r^2 


|3  = 


ry^rd-[-  d' 


a  =  arcos  '^  +  f  7  ^  +  r{y  -  d)V2{r  +  d)y  -  y^ 

r  -\-  d        '  r  y  -\-  r  d  -[-  d'^ 


Für  die  gewöhnliche  Cykloide  findet  man 
X  =  r  arc  cos 


—  V2  r  ^  —  ^■•^. 


r 
Flächeninhalt  eines  Stückes  zwischen  y^  und  ^2 

3  r  +  ^2  T  /t;^ z — ; —  3  r  +  i/i  -^  /- :, 


2 
2 


r2  arc  cos  —  j^(r  —  t/i)  (r  —  ^2)  +  V2  r  1/1  —  ^^-^  V2  r  ^2  —  2/|j  ■ 


Der  ganze  Raum,  der  bei  einer  vollständigen  Umwälzung  er- 
zeugt wird,  beträgt  Sr'^Tt. 

Die   Länge    des    zwischen   denselben   Ordinaten  enthaltenen 
Bogens 

=  2  V2r  1/2 r  —  yi  —  2  V2r  V'2 r  —  yc,. 
Die  Länge  der  ganzen  Cykloide  =  8r. 

B.    Epi-    und    Hypocykloiden. 

Das  obere  Zeichen  bezieht  sich  auf  die  Epicykloide,  das  un- 
tere auf  die  Hypocykloide. 

X  =  {r  ±^  q)  cos  (p  -\-  q  cos     —      cp 

Q 

*  .      T  ~\~  Q 

y  =  (r  jz  q)  sin  cp  —  q  sin     ~      g?, 

Q 

dabei  ist  r  der  Radius  des  festen,  und  q  der  des  rollenden  Kreises. 

Man  findet 

dy        __,      r4-2o  rcosw  —  x 

— ^  ~  q:  tan  —= — ^  cp  = r—^ 

dx         '  2  ^  r  sin  (p  —  y 

d^y  _    r  ±2q 1 

dx^  ^  2Q(r  -^  q)V       r-^2Q     Y    .      r 

^  ^    ~  ^-^  \cos  — = — ^  cp     sm  TT—  cp 

und  daraus  leicht  die  Gleichung  der  Tangente  und  Normale. 
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Ferner  wird 

T=  y  cosec      ^         cp 

ST=±ycotg'-^^cp 

AT  r±2Q 

N  =  ysec      ^^  cp 

a  -KT       —     ^      r  ±  2q 
SN=^  ytgn—^j^  (f. 

Der  Krümmungsradius  wird 

2  p  (r  -I-  p)     .      r 
r  +  2  p  2p  ^ 

Die  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes : 

^  ""  r  +  2p  [^^  -  ^^  ^'^^ ^  +  ^ '^"^  ""y^  ^] 

Diese  liefern  zugleich  die  Gleichung  der  Evolute. 
Wird  r  =  p,   so   entsteht  die  sogenannte  Cardioide.     Ihre 
Gleichung  lautet  in  rechtwinkligen  Coordinaten : 

(:r2  -f  y^y  —  6r2(^2  _^  ^2)  _)_  3^3^  _  3^4  ^  q. 

Ihre  einfachste  Gleichung 

u^  2r{l  +  sint). 

Die    Spiralen. 
A.    SpiraledesArchimedes. 

Entstehung.  Rotirt  eine  Gerade  gleichförmig  um  einen 
festen  Punkt,  so  beschreibt  ein  auf  ihr  sich  gleichförmig  be- 
wegender Punkt  eine  Spirale  des  Archimedes. 

Gleichung  der  Curve: 

rw 


Man  findet 


l/a;2  -|-  y'^  =  a  artgn  —  • 

dy a  sin  cp  -\-  u  cos  cp 

dx        a  cos  cp  —  II  sin  cp 
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und  damit  leicht  die  Gleichung  der  Tangente  und  Normale. 
Man  hat  ferner: 


^ usin(pVl  -\-  g)2 

sin  (p  -\-  (p  cos  cp 

^  ^ u  sin  cp  {cos  (p  —  (p  sin  (p\ 

sin  cp  -\-  (p  cos  cp 

^ u  sin  (p  Vi  -)-  qp2 

cos  cp  —  cp  sin  cp 

^  ^ u  sin  cp  (sin  q)  -^  cp  cos  cp) 

cos  cp  —  cp  sin  cp 
Der  Krümmungsradius  wird 


u(l  +  92) 


cp{cp^+2) 
und  die  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes 

^  u  {cp  sin  cp  -\-  (1  -\-  cp^)coscp] 

P-  9(9^ +2) 

u{cp  cos  cp  —  (1  -\-  cp^)  sin  cp\ 

Man  findet  ferner 


Die  Polartangente        =  acpVl  -\-  cp^  z=  ii\/l  -j-  u^a^ 
„     Polarsubtangente  =  a 

„     Polarnormale        =  a  Vi  -[-  qp^  =  Vu'^  --f-  a^ 
„     Polarsubnormale  =:  a. 

Der  Plächeninhalt  eines  zwischen   zwei  Leitstrahlen  enthal- 
tenen Sectors  wird 

Die   Länge  eines   zwischen    diesen    Leitstrahlen   enthaltenen 
Bogens 

-  /z  {<!P.  Vi  +  <jp|  -  <p,  vrqr^i 


4:7t 


4  :nr     "   \—  y, 


+  Vi  +  ^l 


Vi  +  ^>l 
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B.   Die  allgemeinen  Spiralen. 
Ihre  Gleichung :     u  =  a  cp*^. 
Specielle  Fälle: 

ucp  =  a,       die  hyperbolische  Spirale. 
^^2  ;==  ^2  qp^  die  parabolische  Spirale. 
Man  findet 


j, usincpVn'^  -\~  cp" 

n  sin  (p  -\-  (p  cos  (p 

^rji u  sin  (p  [n  cos  cp  —  cp  sin  (p  ] 

n  sin  (p  -{-  (p  cos  cp 

j^ usincpyn^  -f-  y2 

n  coscp  —  q)  sin  cp 

o  T^ u  sin  cp  (n  sin  cp  -\-  cp  cos  cp) 

n  cos  cp  —  cp  sin  cp 
Der  Krümmungsradius 

3 

_  «(n2   +9)2)2 


Cp(cp'i  _j_  .,2,2  _j_   ^^,) 

Die  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes 

ß  mi{g)  sin  (p  -{-  {n^  -{-  cp^)  cos  cp] 

cp\cp^  -\-  n^  4-  n] 
nu  [cp  cos  cp  —  (t^2  _[-  ^2)  ^/^^  ^^ i 


(p{(p^  4"  *^^  +  ^^} 


Die  Polartangente  wird  =  ^fy  l -{- w^  f^Y  =  l(pn  \/n-^j^(p' 


„    Polarsubtangente      =  n^  %^  =  —  (»«-1 

an         n  ^ 


/ 


„    Polarnormale  =  \  u^  4-  (^)"  =  a  cp^'-^  Mn"-  -f  cp- 

„    Polarsubnormale      =-y— =  na(»"-^ 

d  cp  ^ 

C.    Die  logarithmische  Spirale. 

Ihre  Gleichung:  u  =  a'P, 
Sei  A  =  loga,  so  wird: 

Laska,  mathem   Formelnsammlung.  00 
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u  Vi  —  cos^  cp  -f-  6'os'4  cp  -\-  21  sin  cp  cos'^  q)  -{- X^  (l  —  cos^  cp) 
A  sin  cp  -|-  cos  (p 
,-,  .„  .       A  cos  cp  —  sin  op 

S  1    =   U  Sm  qp   -;; -. i 

l  sm  cp  -\-  COS  cp 


w  Vi  —  cos"^  cp  —  2  A  sin  cp  cos'^^  cp  ~\-  V^l  —  cos'^  cp  -\-  cos"^  cp) 
A  cos  cp  —  sin  cp 

„  T,-,  .         A  sin  CD  -\-  cos  cp 

SN  =  —  u  sin  cp  -, ^— ^ — :— ^  • 

A  cos  cp  —  sm  cp 


Die  Polartangente  wird  =  —  \/l  -4-  A"^ 
„     Polarsubtangente      =  -j 


„     Polarnormale  =-=  ^*  l/l  -f-  A'-^ 

Polarsubnormale       =  A?f 


Krümmungshalbmesser    =  «  Vi  -|-  A'^, 
Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes 
a  ==  —  A  a'P  sin  cp 
ß  ^=  X  a^f  cos  cp^ 

Gleichung  der  Evolute 


log 


I V«^  +  ß' 


l^^^l = <"*•  (-  ?)■ 


Demnach  ist  die  Evolute  wieder  eine  logarithmische  Spirale. 
Der  Flächeninhalt  eines  Sectors 

^  1  a^'r2  _  a^n 

"4"  Ä      ^ 

Die  Länge  des  zugehörigen  Bogens 


=  V^  +  ^\ 

Geschichtliche  Anmerkung. 

Conon,  ein  Zeitgenosse  des  Archimedes,  hat  die  archi- 
medische Spirale  entdeckt.  Archimedes  hat  eine  Schrift  über 
sie  geliefert.  Die  logarithmische  Spirale  hat  zuerst  Descartes 
betrachtet. 

Die  hyperbohschc  fand  Job.  P)ernoulli,  der  sich  überhaupt 
viel  mit  Spiralen  beschäftigt  hat. 
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Die  parabolische  rührt  von  Jac.  Bernoulli  her  (Act.  Erud. 
1G91). 

Q  u  a  d  r  a  t  r  i  X. 

Allgemeine  Definition.  Quadratrix  ist  eine  Ciirve,  die, 
über  derselben  Axe  mit  einer  gegebenen  Curve  beschrieben,  durch 
ihre  Ordinaten  die  Flächenräume  dieser  angiebt. 

Geschichte.  Die  älteste  Quadratrix  ist  die  des  Dinostra- 
tus,  eines  Zeitgenossen  des  Plato.  Der  allgemeine  Begriff 
stammt  von  Newton  (Opuscula  I,  p.  102). 

Quadratrix  des  Dinostratus:  Sei  ein  rechtwinkliges 
Coordinatensystem  gegeben.  Es  bewege  sich  eine  Gerade  r  um 
das  Centrum.  Denkt  man  sich  nun  auf  dieser  Geraden  in  irgend 
einer  Lage,  die  durch  die  Coordinaten  des  Endpunktes  xy  be- 
stimmt sein  mag,  einen  Punkt  so  bestimmt,  dass  der  bis  dahin 
beschriebene  Bogen  sich  zum  Yiertelkreis  verhält  wie  r  —  y  :  r, 
so  gehört  dieser  Punkt  der  Quadratrix  an. 

Gleichung  der  Curve 

2  >■      qp 

7t    Mn  (p 

Diese  Curve  hat  unendlich  viele  Asymptoten. 

Es  wird 

2cp 

y  = r,     X  =  or  tan  op, 

daraus  lassen  sich  leicht  die  Tangenten  und  Normalen  ableiten. 
Es  wird  ferner 

„,  2  7*  op      -,  /—. :— 

1  =^ r— —   ysui-  op  —  2  op  Sin  w  cos  op  -}-  qp2 

nsm^(p  ^  ^        ^        ^    ]    ^ 

b  1  = — ^  (sm  w  cos  w  —  qp) 

Tism'^cp  ^       ^        ^        ^ 

,T 2r(p  Vs/n2  (p  —  'l(p  sin  cp  cos  cp  -f-  <p'^ 

JS ; _ 

7t     '  s?n(p  cos  (p  —  q) 

.,  ^^       2r(p  sin'^  cp 

O  1\    =  — : ■ ■ ■  • 

7t     smcp  cos  cp  —  (p 
Krümmungshalbmesser  wird 


8 

9  12 


r  [s'ni'^  cp  —  2  cp  sin  cp  cos  cp  -L  g?' ^ 
n  siu'^  cp  (sin  cp  —  cp  cos  cp) 

33* 
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und  die  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes: 

r  sin'^  cp  —  49  sin  cp  cos  cp  -\-  cp'^(l  -f-  2  cos^  cp) 

71  sin  (p  (sin  (p  —  cp  cos  cp) 

r  sin'^cp cosg)-j-cp sin^ cp(l  —  cp  cos^ cp) -f- cp^sin cp  coscp{l  -\-2cos'^ 9^)-\-fp 

7t  sin-'  cp  (sin  cp  —  cp  cos  cp) 

Der   Flächeninhalt   eines   Sectors    zwischen   den   Amplituden 
cpi  und  q)2 

(p2 


-j.      2r2    r    cp^2 
J=z  — -  /   -~L—-  d  cp 
71^  J    sin^cp 

2r2r  .      1      4:r^    r 

=r  — -   qp2  cotg  cp  —  2cp  log  sm  cp    -| 1   log  sin  cp  dcp, 


n  <p\ 


von  0  bis  —  wird 


0  4-2 

e/  =  —  loq  2. 


Aehnlich  ist  die  Quadratrix  von  Tschirnhausen 

2  qp  7t  11 

II  =  —^  r,    X  =  r  cos  cp.     x  r=  r  cos  --^ 
''7t  ^  2r 

zu  behandeln. 

Ueber   die    Asymptoten    der   Quadratrix   von   Dinostratus 

vergleiche  Kästner,  Geometrische  Abhandl.  II,  S.  218  bis  241. 


C  0  n  c  h  0  i  d  e. 

Geschichte.  Von  Nicomedes  etwa  im  2.  Jahrh.  v.  Chr. 
bei  Gelegenheit  des  Deli' sehen  Problems  entdeckt.  Newton 
gebraucht  sie  zur  geometrischen  Auflösung  der  Gleichungen  drit- 
ten und  vierten  Grades  (Arithm.  univ.,  p.  115).  lieber  Conchoiden 
auf  beliebiger  Basis  vergl.  De  la  Hire  (Mem.  de  l'Acad.  des 
Seien.  1708). 

Entstehung.  Denkt  man  sich  eine  horizontale  Linie  und 
unterhalb  derselben  einen  Punkt,  zieht  man  durch  diesen  Pol 
eine  beliebige  Gerade  und  beschreibt  in  jenem  Punkte  der  Hori- 
zontale, in  welchem  die  Gerade  jene  trifft,  mit  einem  Radius 
=  a  einen  Kreis,  so  trifft  dieser  die  Gerade  in  zwei  Punkten 
der  Conchoide. 


Conchoide.  5jy 


Gleichung  der  Curve: 


iß  x'^ 


{y  +  hr  +  y'  =  ''' 

(h  ist  die  Entfernung  des  Poles  von  der  Horizontalen),  oder  auch 


y  -^ 

(Ix  7/3  -)-  a-'^> 

Wird  ^  <  «,  so  hat  die  Curve  eine  Schleife.     Die  Horizon- 
tale ist  zugleich  eine^ Asymptote. 
Man  hat: 


?/  1/^2  —  y/2 
v/3  -f-  «2  6  ~ 

5JV-,       ißVa-^  —  if 
'Iß  -\-  a-^h 

Der  Krümmungshalbmesser  q  und  die  Coordinaten  des  Krüm- 
mungsmittelpunktes aß  werden 

~  iß[2an  —  Iß  ~  3biß} 

^_^C^^+  36)(a2  _  y2)% 

y{2a-^h  —  Iß  —  Shy'^) 

ß  ^  ^[^^'^-  —  j/=^(j/^^  —  Sa^y  —  Sa^b^)] 
y^[2a-'b  —  v/3  —  3&v/'^]  " 

Die  Bestimmung  eines  Bogens  führt  auf  ein  hyperelliptisches 
Integral;  die  zwischen  zwei  Ordinaten  y,  und  v/2  enthaltene  Fläche 
wird : 

=  2-  P  ^^^'  -  ^'J  +  ^^^[^oyay  +  V  V«"^  -  y^ 

y^  Vi 

1      9  •     y^  Va'^  —  11?  —  v/,  1/^2  —  w,^ 


-jg  Lemuiscate. 

L  e  m  n  i  s  c  a  t  e.  .     .  ' 

Geschichte.  Zuerst  von  Jac.  BernouUi  (Acta  Erud.  1G94 
Opera  I,  Nr.  LX)  entdeckt.  Ueber  die  Geschichte  dieser  sehr 
interessanten  Curve :     E  n  n  e  p  p  e  r ,  Elliptische  Functionen. 

Entstehung.     Fällt   man   vom    Mittelpunkte   einer  gleich- 
seitigen Hyperbel   auf  die  Tangenten  Perpendikel,  so  ist  sie  der 
geometrische  Ort  der  Fusspunkte. 
Gleichung: 

p'2  ==:  a^cos2cp 
äQ  _         asin2(p      ^  c1_q_  ^  __  ^^^^^^^ 
dcp  ycos2(p'     Q  ^^^ 

dy__x  g-i  -  2^-2  -  2y\ 
dx~~  y  ä^  2x-'  +  2f' 
Daraus  leicht  die  Gleichung  der  Tangente  und  Normale.   Die 
Gurve  hat  im  Anfangspunkt  einen  Doppelpunkt  mit  den  Tangen- 
tenwinkeln: i  7t  und  ~  n.    Die  Form  der  Curve  oc. 
4  4 

Man  findet: 

t^-i     g^  4-  2  r^  +  2  1?'^ 


^2  Yj  \/ri2  4_  |2        ^       asin  cp  Vcos  2y 
^  ~  |(g2  _  2  J2  _  2ri'-)  ~"~  cos(p  |1  —  2cos2(p 


^^—  ~  1'  g-^  -  2^-^  —  2rj^ 

^  __  asin^cp     1  +2COS2JP  ^^^^ 
cos  cp       1  —  2cos2cp 

__       cfi  Vl^  4-  V^      ^    CT  Vcos  2  y 
^  —  ^_^  2 12  4-  2  if  ~  1  +  2  cos  ^ 

^  ^^  —     g2  -f  2  |2  4-  2  1?--^  T     1  +  2  cos  cp 

Krümmungshalbmesser 

__  CT^  _  ^^  __  ^ 

—  3  V|2  _(_  .^2  "~  3  Vcos  2  g)        "3^* 

Coordinaten  des  Krlimmungsmittelpunktes 

_  I  ("'  +  I'  4-  »rO  ^  ^^gpg^y 

''  — ~T(FTW  3Vcos2  9 

_        ^  (ct^—  I'-^  —  Y}^)  _  _    2asin^(p 
^  ""  3T|H-  »^-^j        "        3  Vcos  2  cp' 
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Gleichung  der  Evolute 

8  (,«3  -)_  ß,)  i^as  —  /33J2  =  2  a. 
Flächeninhalt  eines  Sectors 

1  /*  1 

Der  ganze  Raum  der  Fläche  ist  =  a'K 
Die  Länge  eines  Bogens  ist 

wobei  sin  9  =  —  si)t  ^   und   F  das   elliptische   Integral   erster 

Gattung  mit  dem  Modul  =  1/—  ist. 

Der  Inhalt  des  durch  die  Rotation  einer  Lemniscate  entstan- 
denen Körpers  ist  gleich 

Zur  Tangentenconstruction  beachte   man,   dass   der   Winkel 
den  die  Normale  mit  dem  Radiusvector  einschliesst,  =  2  g^  ist. 
Die  Lemniscate  ist  ein  specieller  Fall  der 


C  a  s  s  i  n  0  i  d  e. 

Geschichte.  Von  Dom.  Cassini  (Montucla  hist.  des  Math. 
Nouv.  ed.  Tom.  II,  p.  563)  erfunden,  welcher  durch  sie  die  Be- 
wegung der  Erde  um  die  Sonne  genauer  darzustellen  glaubte. 

Entstehung.  Das  Product  der  Entfernungen  von  zwei  con- 
stanten  Punkten  in  der  Entfernung  2  a  ist  constant  und  gleich  h'K 

Gleichung: 

(^2  _^  y,y2  _  2a2(^-2  _  ,ji)  =  h^  -  a\ 
oder  in  Polarcoordinaten: 

Q'^  —  2  a'^  Q-^  cos  2(p  —  h^  —  a^ 
für  h  =^  a  wird  die  Curve  zu  einer  Lemniscate. 

Discussion  in  Schlömilch's  Uebungsbuch  I,  S.  96. 
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C  i  s  s  o  i  d  e. 

Geschichte.  Stammt  von  Di  o  kl  es,  der  sie  bei  der  Auf- 
lösung des  Deli' sehen  Problems  benutzte.  Soll  nach  Geminus 
von  Kiööog^  Epheu,  stammen. 

Vergleiche  Reimer:  historia  duplicationis  cubi.  Göttingae 
1798.  Cantor,  Vorlesungen  über  Gesch.  der  Math.  1880,  I, 
S.  302,  306. 

Entstehung.  (Newton,  Arithm.  univ.,  p.  231.)  Seien  zwei 
sich  j_  schneidende  Gerade  gegeben  gi  g^.  In  der  Entfernung  a 
vom  Schnittpunkte  befinde  sich  auf  der  Geraden  g^  ein  Punkt  P. 
Durch  diesen  soll  beständig  der  eine  Schenkel  eines  rechten 
Winkels  gehen ,  dessen  anderer  Schenkel  von  der  Länge  2  a  be- 
ständig sich  auf  die  Gerade  g.2  stützt.  Der  Halbirungspunkt  dieses 
zweiten  Schenkels  beschreibt  bei  der  Bewegung  die  Cissoide. 

Gleichung: 

^3  :^  y2  (^  f  —  x)  odcr  (^^  J^  y^"^  X  =  2  T  iß. 

Setzt  man 

uy  =  x^ 
so  wird 

2r  2r 


^  =  1  I  ...^  y  = 


1    +    W2'        ^  W(l    -f-   W2) 

Ueber   die  Theorie  der  Cissoide   auf  Grund  eines  rationalen 
Parameters  siehe  Grunert's  Archiv,  Bd.  56,  S.  144. 
Wir  haben 

dy 3x'^  -\-  y^ 

dx        2y{2r  —  xY 

daraus  ergiebt  sich  leicht  die  Gleichung  der  Tangente  und  Nor- 
male. 

X  =  0  ist   ein   Rückkehrpunkt    erster   Art,    x  =  2r    eine 
Asymptote,  die  Curve  kehrt  stets  ihre  convexe  Seite  der  ^-Axe  zu. 

Wir  haben  ferner: 


ir_l/8r—  3J 


V 


3 r  —  I  K     2r  —  ^ 

_  |(2r-  I) 
3r-^ 
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"'-        (2r-|)* 

oy       1^3  r-l) 
*"  (2r-|)2 

P"ür  den  Krümmungsradius  R  und  die  Coordinaten  des  Krüm- 
mungsmittelpunktes a,  ß  findet  man: 


_  rV|(8r-  3gf 
3(2r-  ^p 

_  _  r|(12y  —  5|) 
«-  3(2r-  ir^ 

'         3  V2r-  I 
Gleichung  der  Evolute 

27/34  _|_  li52r^2  _|_  4096/3«  ==  o. 
Allgemeine  Gleichung  der  Cissoidalcurven 
(ax'^  -^hxy-{-c y-) (m x  -\-  n y  -\- 2))  —  0'^ x  -\-uy){dx-{-c y)  =  0 
oder 
a^x'^  +  ^1^2^  +  Cixy'^  +  f?i2/3  +  e^x'^  +  fiocy  +  ^i^'^  =  0. 
Eine  jede  derartige  Curve  hat  einen  Doppelpunkt. 
Der  über   der  Abscisse   stehende  Theil   der  Fläche  hat  den 
Inhalt 


=  -7^  r'^  arc  cos  — ^ —  (3  r  +  x)  V2  x  r  —  x'^. 

Der  gesammte  zwischen  der  Curve  und  ihrer  Asymptote 
liegende  Flächenraum  beträgt  das  dreifache  des  erzeugenden 
Kreises. 

lieber  einer  Strecke  AB  =1  2  r  beschreibe  man  einen  Kreis 
und  lege  in  B  eine  Tangente  an.  Durch  A  ziehe  man  eine  be- 
liebige Gerade ,  welche  den  Kreis  in  M  und  die  Tangente  in  JV 
schneidet.  Wird  hierauf  von  iV  auf  A3IN  eine  Strecke  =  MN 
aufgetragen ,  so  ist  der  so  entstandene  Punkt  P  ein  Punkt  der 
Cissoide.    Das  Wesen   des  erzeugenden  Kreises  ist  hiermit  klar. 

Wird  der  Bogen  vom  Coordinatenursprung  aus  gerechnet, 
so  ist  seine  Länge  s 


[''      r  -  X  •'  (2-|-V3)V*-  1 


52^  Cissoide. 

Durch   die  Umdrehung   der  Cissoide  um   die  x-Axe  entsteht 
ein  Körper,  der  von  ^  =  0  an  gerechnet  den  Inhalt 

^=  -  [s'-'W  (.27^)  -  -  h'--'  +  -■  +  j  H] 

hat.     Rotirt  die  Cissoide  um  ihre  Asymptote,  so  wird 

y  =  71   Ir^arc  cos ^ V2rx  —  x^\- 

\  r  3  r 

daraus  der  Inhalt  des  ganzen  Körpers 


Kette  nlinie. 

Geschichte.  Schon  Galilei  hat  die  Glcichgewichtsform 
eines  hiegsamen  Fadens  untersucht  und  irrthümlicher  Weise  für 
eine  Parabel  angesehen.  Die  Kettenlinie  wurde  von  Jac.  Ber- 
nouUi  1691  entdeckt. 

Ueber  ihre  Theorie  vergl.:  Theorie  der  Potentialfunctionen 
von  Gudermann,  Berlin  1833.  Kulik:  Theorie  und  Tafeln  der 
Kettenlinie,  Prag  1832. 

G 1  e  i  c  h  u  11  £f : 


1       /  -  _ -\ 


oder 


m  lO(j  -^— 


Man  hat 


II  =z  m  cos  hin) 


du  .    -,        X 

— —  --  sinhij))  — 
dx  ^^    nt 


m 

X 


T  =  m 

m 


(^coshijp^^i^coffjhijp 

X 
S  T  =:   Hl  COt(J  llljp   

N  =  m  i^cos  hijp  l^j 

1  2  X 
SN  =  —  m  sin  hm 

2  "^^    m 
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Krümmungsradius  =  xY,   die  Coordinaten   des   Krümmuiigs- 
mittelpunktes 


{<^oshyp^y 


a  =  X  —  m  [  cos  fu/p  —      =  x  — 

X 

/3  =  2  m  cos  hyp  —  =  2  y. 
Gleichung  der  Evolute 

-, \-  u  ^  in  xlrccos  hiip  - — 

Der  Flächeninhalt  des   zwischen   zwei   Ordinaten   liegenden 
Stückes 

(X    \^2 
sin  hup  —  1    . 

Länge  des  Bogens  zwischen  denselben  Ordinaten 


=  m  (  sin  hin)  —  )    . 


Logarithmische   Curve. 

Geschichte.  Der  Erlinder  ist  unbekannt.  Huyghens  gab 
ihr  den  Namen,  sagt  aber,  dass  sie  schon  von  Anderen  unter- 
sucht sei  (Diss.  de  causa  gravitatis). 

Gleichung: 

^  d  1/  }U  — 

ij  =  m.logx,    -T^  =  — ,     X  r=  e"' 
clx         X 


T  =  Vm2  -^  x-^Jogx 
S  T  =  —  xlogx 


m 


N=  —  Vm-2  +  x'2 

X  ^       ■ 

X 

Die  Subtangente  in  Bezug  auf  die   Y-Axe  ist  constant. 
Krümmungsradius  und  Coordinaten  des  Krümmungscentrums 

Q    = ^ ^— 

mx 
cc  = ß  =  U 
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Die  Länge  cles  Bogens  zwischen  zwei  Abscissen  x^  und  X2 

=    V^n^  +  x'^  —  mlog  [x  ]/ni'^  4-  x^  +  mx]      . 
Der  Flächenraum  nach  der  X-Axe: 

[X  "l^sJ 

m  xlog m  x     , 
m  }^i 

der  Flächenraum  nach  der   Y-Axe: 

—  m  {X2  —  Xi). 


Analytische  Geometrie  des  Raumes. 


§.  164. 

Analytische  Geometrie  des  Punktes. 

Cartesische  Coordinaten. 

1)   Die  Entfernung  zweier  Punkte  (x,y,0\),  {x,y.,s^)  ist  ge- 
geben durch 

^  =  V(^  -  OC,y  +  (y,  -  y.^y  -f-  (^^  _  ,,^-2 
mit  den  Richtungscosinussen 


cosy  = 


^1 


2)  Die  Coordinaten  desjenigen  Punktes,  welcher  die  Entfer- 
nung zwischen  diesen  Punkten  im  Verhältniss  m  :  n  theilt,  sind 

^"  +  ^^'      '    ^  m  +  n     '    '^  -      ni  +  n     ' 

3)  Das  sechsfache  Volumen  des  durch  die  vier  Punkte 

(oo^  yy.  Sy),     X  =  l,  2,  3,  4 
gebildeten  Tetraeders  ist  gegeben  durch 

^1     2/1     ^1     1 

^2       Vi       ^2        1 

•^3    y?.    s-?,    1 

^4       ?/4       ^4        1 

Ist   F  —  0,  so  liegen  die  vier  Punkte  in  einer  Ebene. 

4)  Die  drei  Punkte 

{^y.yy^y)^     ;«  ==  1,  2,  3 


6F 
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Der  Punkt  im  Kaume. 


liegen  in  einer  Geraden,  wenn  zwei  der  folgenden  Determinanten 
erfüllt  sind 


r=  0. 


^1  Vi  1 

X^   ^1    1 

\h  ^1  1 

^2    2/2     ^ 

=  0, 

(ic^  H  1 

=  0, 

^2    ^2     1 

^3  y-^  1 

X.^    ^3     1 

y-:.  3?,   1 

§.   165. 
Analytische  Geometrie  der  Geraden. 

1)   Der  Winkel,  den  zwei  durch  die  Winkel 
aßy,     a'ß'y' 
gegebene  Richtungen  mit  einander  einschliessen,  ist 
cos  CD  =  cosa  cos  a'  +  cos  ß  cos  ß'  +  cos  y  cos  y' 


sin  CO 


cos  ß  cosy 
cos  ß'  cos  y' 


+ 


cosy  cosa 
cos  y'  cos  a' 


4- 


COS  a  cos  y 
cos  y'  cos  ß' 


Stehen  die  Richtungen  auf  einander  senkrecht,  so  wird 

cos  a  cos  a'  -f-  cos  ß  cos  ß'  +  cos  y  cos  y'  =  0. 
Die  Richtungscosinusse  der  Normalen  sind 


cos  X  = 
cos  II 
cos  V 


cos  ß  cos  y'  ^  cos  ß  cos  y' 

sin  CO 
cos  y  cos  cc'  —  cos  a  cos  y' 


sin  CO 

cos  a  cos  ß'  —  cos  ß  cos  a' 

sin  CO 


Geht  die   erstere  Richtung    durch    den  Punkt  {x^yi^x),  die 
zweite  durch  (x^  ij^  ^2),  so  ist  der  kürzeste  Abstand 

d  ■=  {x^  —  x^  cos  A  +  (^i  -  ^J.2)  cos  ^  +  (0,  -  H)  cos  v. 
2)   Gleichuirg  einer  Geraden: 

I.   a?  ==  ???  ^  +  a,     2/  =  ''^  ^  +  ^ 

X  —  Xi y  —  yi  _  z  —  si 

cos  ß 


II. 


cosoc  cos  p  cosy 

Diese   geht  durch   den   Punkt   (x^  y^  s^)  und  bildet  mit  den 
Axen  die  Winkel  «,  /3,  y. 

III.   Ax  ^By  +  Cz  -^  D  r=0 
A'x  +  B'y  +  C'z+  I)  =  0. 
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Sei 
so  sind 


B  B' 

C   C 


+ 


C  A 

C  A 


+ 


A  A' 
B  B' 


^i-Y^i-Y  ^l 


^,        z/,        z/., 


die  Richtungscosinusse  dieser  Geraden. 

3)  Sei 

X  =  ms  +  «,    y  r=z  nz  -f-  b 
eine  Gerade,  ferner 

Ax-\-  By  ^  Cz  -\-  D  =  0 
eine  Ebene.     Sei  ferner 

L^=  Aa-{-Bh^JD 

L.2  ^  Am-i^Bn-YC. 
Wird  Z2  —  0,   so  ist   die  Gerade  der  Ebene  parallel,  wird 
auch  noch  Z2  =  0,  so  liegt  sie  ganz  in  der  Ebene 

Ax-}-  By  ^  Cz  +  D=:0.    • 

4)  Die  Gerade 

X  —  a  _  yj-^       z  —  c 
?  m  n 

macht  mit  der  Ebene 

Ax  +  Btj-Y  Cz  +  D  =  0 
den  Winkel  (j  und  es  ist 

sind  ^  - Äl  +  Bm  +  Cn 

V/2  -|-  m2  -|-  n'2  V^2  _^  J52  _j_  (72 

5)  Zwei  Gerade 

X  =  7n  z  -]-  a^     y  =z  n  z  ^  b  . 
x  =  m'z-Ya,     y  =  n'z-^b 
schneiden  sich,  wenn 

a  —  «',     m  ■—  m' 
b  —  b\     11  —  n' 
und  es  ist  sodann 

(n  —  n')  \x  -^  mz  ~  a]  ■==  {m  —  m'){y  —  nz  —  b) 
die  Gleichung  ihrer  Schnittebene. 


=  Ö 
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6)  Gleichung  einer  Geraden  durch  zwei  Punkte 

(^1 2/1^1)    (-^22/2^2) 
I  —  a^i  _  V   —  yi  ^  S  —  ^1 

^2    —   ^1  ?/2    —   ^1  ^2    —    ^1 

oder 

Dabei  ist 

A  ■        . 

(^22/2^2)  {^iVi^iY 

V  ,    ■ 

wenn   (^i2/i  ^1)  (^^^)   die   Entfernung  dieser  beiden  Punkte   be- 
zeichnet. 

7)  Gleichung  einer  Geraden,  die  durch  den  Punkt  {x^ViZi) 
und  parallel  der  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen 

a'x  +  b'y  +  c'^ +  d^0 


ist,  lautet 


X    —    Xy        _         y    —   Vi        _         ^    —    ^1 

Ic'  ~  ch'        co!  —  ad        ab'  —  ha' 


§.  166. 

Analytische  Geometrie  der  Ebene. 

Cartesische  Coordinaten. 

1)   Die  Gleichung  einer  Ebene  ist 

'  Ax-\-By-\-  Cz  -\-  B:=Q. 
Schneidet  sie  die  Axen  in  den  Entfernungen  a,h,  c  vom  An 
fangspunkte,  so  ist  ihre  Gleichung 

Ihre  Normalform  lautet 

X  cosa  -\-  y  cos  ß  -\-  z  cos  y  —  Z  =  0, 
wobei 


Die  Ebene. 
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cosoc  = 


a 


+ 


cosy 


«2   J^h^   J^   C^ 
C 


COS  ß   = 


1  = 


—  d 


Der  Abstand  p  eines  Punktes  {xi  y^  Zi)  ist 

j}  =r  +    {^Tl  COS  «  -["  2/l  ^^^  i^  -|-  ^1  COS  y    —   1], 

])  ist  i,  je  nachdem  der  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems 
und  der  Punkt  {x^  iji  Zi)  sich  auf  verschiedenen  oder  gleichen 
Seiten  der  Ebene  befinden. 

2)  Geht   die   Ebene   durch   den   Punkt  {x^yiZi)^  so  ist  ihre 
Gleichung : 

A{x  -  X,)  4-  B{y  -  y,)  +  C{z  -  ,,)  =  0. 

3)  Geht  die  Ebene  durch  die  Punkte 


(x-^y^^z^),    K  =  1,  2,  3, 


+  (y-yO 


Zx  x^X 

Z2  0C.2  1 

^3  ^3  1 

+  (^-^i) 


xi  yii 

^2  !/2  1 
^3  2/3  1 


2/1  ^ll 

z,x,l 

^i2/il 

^1 2/1  ^i 

2/2  ^2  1 

+  2/ 

Z2  X.2  1 

+   ^ 

^22/2! 

= 

^'2  2/2  ^2 

2/3  ^3  1 

^3  ^3  1 

•^3  2/3  1 

^'3  2/3  ^3 

so  ist  ihre  Gleichung 

2/1  ^il 
(^  —  Xi)    y^  Z2 1 

2/3  %1 
oder 


X 


Ist  einer  der  Punkte  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems, 
so  wird: 

(-^'3  2/2    —    2/3  ^2)  ^   +   (^3  Ä^2    —    .^2  ^3)  2/   +    (VS  ^2    —    '^'3  2/2)^   =   0 

die  verlangte  Gleichung  sein. 
Sei  die  Gerade 

a  z  -\-h  y  -^  c  X  -{-  1  —  0] 
cciZ  -\-  biy  -\-  Ci_x  -\-  1  =  Oj 

und  der  Punkt  x^^  y^^  Zi  gegeben,  so  ist  die  Gleichung  derjenigen 
Ebene,  welche  diese  beiden  Gebilde  enthält: 

az   -\-  hy   -\-  ex   +1  _  %  ^   +  ^1 2/   +  ^1  ^    +1 
az^  +  hy^  -^  cxx-\-\~  a^  ^^i  +  ^1 2/i  +  ^1  ^1  +  1 ' 
4)    Gehen  zwei  Richtungen  (a  /3  y),  («^  ß^  y^  durch  den  Punkt 
(^1 2/1  -^1)7  so  liegen  sie  in  der  Ebene 

Laska,  mathem.  Formelnsammlung.  g^ 
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{x  —  Xi) 


COS  ß  cosßi 
cosy  cosyi 


Die  Ebene, 

+  07-2/.) 


COS  y  cos  yi 
cos  a  cos  cci 


cosa  cosa^ 
cos  ß  cos  ß^ 


Zwei  Gerade 

X  =  a^  -\-  ct\      X  ^=  ci' s  -\-  a' 
y  =  ß^  +  b\      y^ß'^J^]/ 
liegen  in  einer  Ebene,  wenn 

(«'  _  a)  {1/  -  h)  —  (a'  -  «)  {ß'  -  ß)  =  0 


0. 


ist. 


5)   Die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  dreier  Ebenen 
F,  =  Ä,,x  +  B,y  J^  C,0  +  B,  ^-  0,    ot  =  1,  2,  3 


sind 

^  +  (D,  B,  C,) 

X  =  ~  ^^^^ ,       y 


^  ±  (Ä,  n,  aj 

^±{AB,c,y 

^±{AB,B,) 


^  ±  (Ä,  B,  C,) 

Ist  ^  ±  (^iB2  C^)  —  0,  so  schneiden  sich  die  Ebenen  in 
parallelen  Geraden. 

Ist  ^±(ÄiB2Gi)  =  0,  und  sind  ausserdem  zwei  Zähler- 
determinanten gleich  Null,  so  schneiden  sich  die  Ebenen  in  der- 
selben Geraden. 

Es  giebt  sodann  drei  Zahlen  A,  für  welche 
Ai  E^  +  l,E2  +  L,  E^  =  0. 
G)   Der  Flächeninhalt  F  der  von  den  vier  Ebenen 
E,  =  0,     X  ==  1,  2,  3,  4 
gebildeten  Pyramide  ist: 

6F  = 
[^±{A,B,(\B,)]'        _^ 

Demnach  schneiden  sich  die  vier  Ebenen  in  einem  Punkte, 
wenn 
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Dann  giebt   es  immer   vier  numerische  Factoren  A,,A2,Ao„A4 
für  welche 

hE,  +  l,E,  +  X,  E,  +  X,E,^0 
wird. 

7)  Die  Ebenen  E^  =  0,  E2  =  0   schliessen    einen  Winkel  6 
mit  einander  ein,  für  diesen  ist: 

y^/  +  i?/  +  0/  VAi  +  B^  +  C-{ 

{ÄfTW+cmÄf+W^FW)  . 

Die  Ebenen  sind  demnach  zu  einander  _L,  wenn 

und  unter  einander  ||,  wenn 

A,  B,  -  B,  A,  =  0,    J5i  C\  -  Ol  B,  =  0,    C,  A,  -  C^A,  =  0. 

8)  Seien 

A   ^  xcos  a   -\-  ycos  ß   -]-  zcosy    —  p 
Ai  ^  X  cos  «1+2/  cos  ßi  +  0  cos  y^  —  p^ 
die   Gleichungen   zweier  Ebenen    in   der   Normalform,   dann   ist 
-4  ±  ^1  =  0  die  Gleichung   derjenigen  Ebene,   welche  die   Nei- 
gungswinkel der  gegebenen  halbirt.     Die  Gleichung 

A  =  Ai  —  XA.2  =  0 
stellt  eine  beliebige  Ebene,  die  durch  die  Schnittlinie  von  A^  und 
A2  geht,  und  es  gilt  die  Beziehung: 

-  sin(AA-^) 

~'  sm(Ä~Ä7)' 
Man  vergl.  §.  161,  B.,  10),  11);  §.  162,  A.,  8)  bis  10). 

9)  Die  von  dem  Punkte  x^  y^  z^  auf  die  Ebene 

Ax-{-  By  -[-  Cz  -^r  B^O 
gefällte  Normale  ist  durch 

X  —  X]^  y  —  ?/i        z  —  Zi 


gegeben. 

A 

B      ~ 

r; 

10) 

Die  durch  die  zwei 

■  (parallelen) 

Linien 

X  —  x' 
cosa 

= 

y  —  y'  _ 

cos  ß 

z  -  z' 

cosy 

X  -  x" 

y  -  y" 

z  -  z" 

cos  a  cos  ß  cos  y 


34* 
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bestimmte  Ebene  bat  zur  Gleicbung 


y'  —  tj"  cos  ß 

s'  —  z"  cos  y 


+ 


?/?/ 


.'  ^■" 


z'  < 


cos  w  -f- 


x'  —  x"  cos  a  I 

cos  ß  -\- 


x'  —  x"  cosa 

y'  —  y"  cosß 


x'  y' 

„  n\^^'y• 
x'  y'  I 


11)   Es  sei 

E.,.  =  Ä,.x  +  Byjj  +  Cy.z  +  D,  =  0, 
So  ist  die  durch  die  Gerade  E^  =  0,  E,  =  0   gebende  und 
zur  Ebene  E^  =  0  normale  Ebene 

{Ä,A^^  +  ^2B,  +  C,  C,){A,x  +  B,y  +  C,z  +  I),) 
=  {AA,  +  B,B,  +  6\  03)(A^'  +B,y+  C,z  +  A)-. 
Ist  dagegen 

X  cos  ci  -\-  y  cos  ß  -\-  zcosy  r=  p 

X  —  x'  __  y  —  y'  _  z  —  z' 

cosa'    ~    cosß'  cosy' 

gegeben,  so  wird 


(x  —  x') 


cosß  cosß' 
cos  y  cos  y' 


+  (?/-y) 


cosy  cosy' 
cosa  cosa' 
cos  a  cos  a' 
cos  ß  cos  ß' 


12)   Seien 

ax-{-by-{-cz-\-d=0 

ax  -\-hy  ^  cz  -^  d'  ■=  0 
die  Gleicbungen  zweier  parallelen  Ebenen,  so  ist  ihre  Entfernung 
gegeben  durch 

d'  —  d 


^^.-\- 


Va^  -f  />2  _|_  c2* 


§.  167. 

Transformation  der  Coordinaten. 

I.  Es  gelten  folgende  allgemeine  Transformationsformeln  für 
die  Transformation  eines  rechtwinkligen  Systems  in  ein  anderes, 
mit  demselben  Mittelpunkt. 


Coorcliuatentransformatiou. 
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X 

y 

z 

x' 

m 

n 

p 

]f 

>'h 

Wi 

Vi 

z' 

;«2 

>'2 

P2 

1) 


2)   X  =  m  x'  -\-  nii  y  -\-  m.2  z'         3)   x'  =  m  x  -\-  n  y  -^  ps 
y  =  nx'  -\-  Wi  y'  -{-  n.2  z'  y'  =  m^  x  -f-  ui  y  -\-  pi  s 

s  =1  px'  -[-  ih  y'  -\-  p.>  s'  s'  =  m.2  x  -^  n.^y  -^  p.,  s 

4)     ^^y2j^,1    =   ^'2   _|_   ^2   _^   /2 


5)    m-'  +  if-  +  iJ2  =.-  1 


m. 


ml  +  ^.;-  +  pI  =  1 

7)    »ij  m.y  -\-  ih  ^h  +  Pi  P'2  =  <J 
mwi  +.  ;^/h  -{-  ppi  =  0 


6)  ;;i-^  +  m{  -f-  i>r]  =  1 
n-  -f-  ^^i-  -f-  n.j  =  1 
i>^  +  i>f  +  i>i^  =  1 

8)  U})  -f-  '^^li^i  -f-  'ihP-2  =  0 
Wi)  -)-  _^i  m^  -\-  p.2  m.2  =  0 
m  n  -)-  mi  Ui  -\-  m2ii.2  =  0 


9)   (m{  +  Wi"  +  2)[)  (m^  +  >^|  +  p^)  —  0>ii  ^^2  +  'h  '^2  +  iJii^2)- 
=  0(2  Pi  —  'hP-y  +  0>^ii^2  —  Pi^i^i)'-  +  0*1  "*2  —  i>h^hy 
10)   ±  iH  =  pi  n.2  —   ih  P> 


Pi  m.2 
Uli  n.2 


+   n  =  Uli  p.2 

-^    p   :=^     Ui   m2 

11)  +  mi  =  Po  n  —  n  p 
+  jii  =  niop  —  P2  m 
+  2)i  =  n2  m  —  m.2  n 


12)  +  m.2  =  p  Yii  —  n  pi 
+  n.2  =  m  pi  —  p  m^ 
±:  p.y  z=  nmi  —  m  ny. 

Die  Grössen  m,  n,  p  sind  Cosinusse,  und  zwar  m  =  cos  (x  x'), 
Ui  =  cos  (y  y')^  mi  =  cos  {x  y')  etc.     Man  merke  noch 

=  4-    1    =r   X. 


13) 


h 

n 

P 

h 

ni 

Pi 

h 

n.2 

P2 

1, 


Die   Coordinatensysteme    sind    congruent,   wenn   a  = 
symmetrisch,  wenn  %  =  —  1. 

II.  Schiefwinklige  Coordinaten.  Seien  mi^iii^p^  die  (x  y)- 
Coordinaten  der  auf  x'  aufgetragenen  Längeneinheit,  analog 
W2,  t^2,  p-2  für  y\  i»^,  «3,  ^3  für  ^',  so  wird 
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1)    X  ^=  Ml  x'  -|-  m^2  y'  -\-  m^  z' 
y  =z   fii  x'  -\-    %  2/'  ~h    ^3  ^' 

z  =  2h  ^'  +  ih  y'  +  ih  ^' 

dabei  ist 

m^  m-j,  m^ 


2)  Qx'  =  M,x+  N,  y  +  P,z 
Qy'=^M,x  +  N,y  +  P,z 
Qz'  ==M,x+N,y-i-  F,z, 


2)    Q  = 


fix  n.2  % 
i>i  Ih  Ih 


=  M^  nh  +  N^  >h  +  Pi  Ih  =  nh  ^1  +  nh  M^ 


+  ma  M-^  =  •  '  ' 
3)   m'l  -\-  yi'l  -\-  p'l  -[-  2  n^iJi  cos  {y  z)  -\-  2 niiih  cos  {x s) 

-f-  2  nii  n^  cos  (x  ^)  =  1 
m|  -|-  w|  -f-  p^  4-  2  ^2  P2  cos  (y  z)  -\-  2  m^p^  cos  (x  z) 

4-  2  ^2  ^2  COS'  (x  y)  =  1 
^3^  +  ^^i  +  2^;i^  +  2  '^^3  i>3  cos  (?/  ^)  +  2  m-i  p^  cos  (x  z) 

-f-  2  m^  W3  cos  (xy)  =  1 
4:)    X  -\-  y  cos  (xy)  -{-  z cos  (x z)  =  x'  cos  (x x')  -f-  y'  cos  (x y') 

-)-  z'  cos  (x  z') 
y  -\-  X  cos  {x  y)  -{-  z  cos  (y  z)  =  x'  cos  (y  x')  -)-  y'  cos  (y  y') 

+  z'cos(yz') 
z  -\-  X  cos  (x  z)  -\-  y  cos  {y  z)  =  x'  cos  (z  x')  ~\-  y'  cos  (z  y') 

-\-  z'  cos  (z  z'), 
5)  Seien 

Wo;,  %,  fh  die  Normalen  auf  die  Ebenen  zy^  xz^  xy, 
n'x^  i?y,  n'z  jene  auf  z'  y\  x'  z',  x' y\ 
so  wird 

X  cos  (x  n^)  =  x'  cos  (x'  n^)  -\-  y'  cos  (y'  n^)  -\-  z'  cos  [z'  na,) 
y  cos  {y  fiy)  =  x'  cos  {od  Hy)  -\-  y'  cos  (y'  Uy)  -{-  z'  cos  {z  Hy) 
z  cos  (z  ng)  =  x'  cos  {x'  n,)  +  y'  cos  (y'  Uz)  +  z'  cos  (z'  n^) 
x'  cos  {x'  n'x)  =  X  cos  (x  n^)  +  y  cos  (y  ni)  -j-  z  cos  (z  rQ 
y'  cos  {y'  n'y)  =  x  cos  (x  n'y)  -\-  y  cos  (y  n'y)  -|-  z  cos  {z  n'y) 
z'  cos  (z'  n'z)  =  X  cos  (x  n'z)  -\-  y  cos  (y  n'z)  -\-  z  cos  (z  n'z), 

III.  In  der  Praxis  wird  häutig  folgendes  Coordinatensystem 
angewandt.  Seien  (xyz)  und  (x' y' z')  zwei  rechtwinklige  Coor- 
dinatensysteme  mit  gemeinsamem  Coordinatenanfang.  Die  Schnitt- 
gerade der  Ebene  (x  y)  mit  (x' y')  bezeichnen  wir  mit  y  und 
setzen 
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2i  {x(j x')  =  fl,  2i  {ux)  =  t,  2i  (fjx')  =  cp 
und  bestimmen  die  -f-  Axenrichtuugen  x^  x\  so  dass  alle  drei 
Winkel  spitz  werden.  Nehmen  wir  ferner  die  -(-  ^  Richtungen 
so  an,  dass  sie  in  Bezug  auf  die  (^//)- Ebenen  auf  denselben  Seiten 
liegen;  die  -)-  y  Seiten  so,  dass  6  im  -|-  Tlieile  der  (xy) -Ebene 
sich  befindet. 

Alsdann  wird 

1)  X  =  x'{cosd  shiip  si)i  (p  -\-  cosip  cosfp) 

-|-  y'  {cos  6  sin  ^  cos  cp  —  cos  tp  sin  (p) 

—  z'{sin6  sinil^) 

y  =  —  x'-  (cos  6  cos  ijj  sin  (p  —  sin  ip  cos  q)) 

—  y'  (cos  6  cos  i^  cos  cp  -\-  sin  ip  sin  cp) 
4"  s'  (sin  6  cos  xIj) 

z  =  x'  sin  0  sin  i^  -{-  y'  cos  cp  sin  0  -\-  s'  cos  0 

2)  x'  =  X  (cos  ä  sin  ^  si)i  cp  -\-  cos  ifj  cos  cp) 

—  y  (cos  0  cos  ip  siyi  cp  —  sinip  cos  cp) 
-\-  z  (sin  0  sin  cp) 

y'  =  x(cos6  Sinti)  coscp  —  cosip  sincp) 

—  y  (cos  0  cos  t  cos  cp  -\-  sin  xjj  sin  cp) 
-f-  z  sin  (i  cos  cp 

^'  =  —  xsinO  sinip  -{-  ysinO  cost  -|-  scosQ. 

Dies  .ist  das  System  von  Lagrange  (Mec.  anal.,  p.  369). 
Durch  andere  Wahl  der  +  Richtungen  ergeben  sich  die  Systeme 
von  Laplace  (Mec.  Celeste,  T.  I,  p.  59);  Poisson  (Traite  de 
Mec,  T.  II,  p.  97);  Encke  (Berliner  astron.  Jahrb.  1832).  Diese 
Art  der  Transformation  rührt  von  Euler  her  (Nov.  Com.  Petrop., 
T.  XX,  1775).  Ueber  Coordinatensysteme  vergleiche  Günther, 
Die  Anfänge  und  Entwickelungsstadien  des  Coordinatenprincips. 
Nürnberg  1877. 

Ausführlicher  handelt  über  Transformation  der  Coordinaten: 
Magnus,  Sammlung  von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  aus  der  ana- 
lytischen Geometrie  des  Raumes.    Berlin  1837,  S.  50. 
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§.  168. 
DieKugel. 

1)  Die  allgemeine  Kugelgleichung  lautet: 

{z  -  ir  +  (^  -  ny  +  (^'  -  IJ^  +  2(:^'  -  |)(v/  -  ri)cos{xii) 

4-  2{x  —  ^){ä  —  t)cos{xs)  +  2(^—  ri){ä  —  i)cos{ys)  =  r\ 
oder  in  rechtwinkligen  Coordinaten 

{z  -  t}'  +  (i/  -  nY  4-  (^  -  ^y  =  r\ 

Ist  der  Mittelpunkt  zugleich  der  Anfangspunkt  des  Coordi- 
natensystems,  so  wird: 

x"^  -\-  iß  -{-  z'^  =  r\ 
Geht   die  Kugelfiäche   durch    den   Anfangspunkt   der   Coor- 
dinaten, so  wird,  wenn  et,  h^  c  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes 
sind: 

x2  _|_  y2  J^  ^2  ^  2ax  —  2htj  —  2cz  =  0. 

2)  Ist 

x2  J^  y2  j^  ^2  J^  2az  -\-  2hy  ■+  2cx  -\-  d  =  0 
eine  gegebene  Kugelfläche,  so  sind: 

^'  =  —  a,    y'  ==  —  ^,    x'  =  —  c 
die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  und 

r  =  Va2  +  h-^  -j-  &^  —  d 
der  Radius  dieser  Fläche. 

3)  Wird  in  dem  Punkte  (x\  y',  z')  an  die  Kugelfläche 

(^  -  ry  +  (y  -  ßy  +  (^  -  «)'  =  ^- 

eine  Tangentenebene  gelegt,  so  ist  ihre  Gleichung: 
(^'  -y)(v-  y)  +  (y'  -  ß)  (tt  -  ß)  +  {x'  -a)(t-a)  =  r-\ 
w,  f,  t  sind  die  laufenden  Coordinaten  dieser  Ebene. 

§.  169. 
Theorie  der  Curven  doppelter  Krümmung. 

A.    Allgemeine  Formeln. 

1)   Gleichung  einer  Curve: 

1)  I\  {x,  y,z)  =  0,    F,  {X,  //,  z)  =  0 

2)  x^fAty  y=f2(t),    ^=fAt)- 
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2)  Die   Richtungswinkel   der  Tangente  im   Punkte  x  y  3   er- 
hält man  aus 

dx  ^       d  ti  dz 

wobei 

ds-^  =  dx-'  +  dif  +  dr\ 

daraus  folgt  die  Gleichung  der  Tangente 

^  —  X  ^  rj  —  II  _  ^  —  z 

dx  d  ij  dz 

3)  Die  Gleichung  der  Normalebene  ist: 

«  -  ^^)dx  +  (ri-  ij)dij  +  {i-  z)dz  =  0. 

4)  Eine  Ebene,   die   durch  den  Punkt  xijz  und   die  beiden 
benachbarten  der  Curve  geht,  wird  Krümmungsebene  genannt. 

Sei 

X  =  dy  d'^ z  —  d z  d"- y^     Y  =  dz  d'^x  —  dx d- z 
Z  =  dxd'^y  —  dyd'^x 


U  =  VX-'+  Y^  +  Z'- 


dsV(d-'xy  +  (d-'yy  +  {dr^zy  —  (dHy 


SO  wird 

xa  -x)+  Y(n  -  .'/)  +  Z(i  -,)  =  o 

die  Gleichung  der  Krümmungsebene  (Osculations-  oder  Schmie- 
gungsebene).  Die  Winkel,  welche  die  Normale  zur  Krümmungs- 
ebene mit  den  Axen  bildet,  sind 

X  Y  Z 

5)   Sei  dt  der  Winkel  zweier  benachbarten  Tangenten,  so  wird 

dt  = -T^_     (dt  Schmiegungswinkel) 

und  der  Krümmungsradius  q 

_  ds  _  ds'^ 

^  ~'cü~  ~TT' 

Die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  J,  i?,  ^  sind 

^dx  -.dii 

d^r-  d  ^ 
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5  =  ^  +  Q" 


-,  dx 
ds 


6)   Zwei  benachbarte  Krümmungsebenen  1)il(len  mit  einander 
den  Contingenzwinkel  d d^,  für  welchen 


dd-  =  V(d  cos  A)2  +  (d  cos  ^y  +  (d  cos  vy 


X 


[jß'^^'+Xßdlf 


z^ 

U' 


d  z'^  d  s 


= \Xä 

9Xy 

+m' 

+(" 

(^  zy 

dsj  ' 

r  Quotient 

ds 
^  "  d^ 

ward  der  Torsionsradius  der  Curve  genannt  (zweiter  Krümmungs- 
radius).    Ist 

dx    dy    dz 

Xdx^-^  Ydiß-\-  Zdz'^=     d^xd^'yd'^z    =0 

d-'X  d'''y  d'^z 
für  alle  Punkte,  so  ist  die  Curve  eine  ebene  Curve. 

7)  Eine  Kugel,  die  durch  einen  Punkt  einer  Curve  doppel- 
ter Krümmung  geht,  sowie  durch  drei  ihm  benachbarte,  wird  die 
Schmiegungskugel  dieses  Punktes  genannt.  Sind  |,  i;,  J  die  Coor- 
dinaten  des  Mittelpunktes,  7^  ihr  Radius,  so  wird,  wenn 

d'^x  d''>x  dx 
z/  =     d^^  y  d^  y  d  y 

d^  z  d'^  z  d  z 


gesetzt  wird, 


X 


1 


(dz  d'^y  —  dy  d^ z) 


Yj  —  y  =  —  (dx  d^z 


dz  dKr^ 


t,  —  z  =  —  (dy  d,^x  —  dx  d^ y) 
E  --=  -\  V(d-^xy  +  (d-^yy  +  (d-^zy  —  {(d-'xy  +  (d^^yy  +  (d'^z) 


zl 


8)   Diejenige  Normale,   die  in  der    Schmiegungsebene   liegt, 
wird  die  Haupt  normale  genannt,  ihre  Gleichung  ist: 


Die  Curveu  im 

Kaume 

d 

—  X 

clx 

Ts 

V  —  y 

äs 

d 

—    Z 

cU 
ds 
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9)  Die  Binormale  steht  auf  der  Tangente  und  der  Haupt- 
normale _L,  ihre  Gleichung  lautet: 

I  —  ^  _  V  —  y  _  t  ~  z 
X      ~      Y     ~      Z    ' 

10)  Diejenige  Ebene,  welche  die  Tangente  und  Binormale 
enthält,  also  senkrecht  zur  Hauptnormale  ist,  wird  die  recti- 
ficirende  Ebene  genannt,  ihre  Gleichung  ist: 

a-,)d'^  +  (,-,)d'li  +  (t-.)d';^  =  o. 

11)  Unter  Rectificante  versteht  man  die  Schnittgerade 
von  zwei  benachbarten  rectificirenden  Ebenen.     Sei 

x'  =  dp.d-^^-d^.d-^p. 

ds  d  s  d  s         d  s 

-^r.         1  d0      ^clx         -,  dx     -,,  dz- 

Ys  =  d  -T-  '  d^  -Tj d  -Y-  '  rt-  ^— 

d  s         ds  ds  ds 

„,         T  d0      ,,  d  II         -,  dl/      ,,  dx 
Zs  =  d  -rj-  '  d'^  -j^  —  d  -r^  '  d^  -^, 
ds         ds  ds         ds 

so  ist  ihre  Gleichung: 

g  —  ^  _  n  —  //  _  t  —  ^^ 

Xs  Ys  ^s 

12)  Sei  //  der  Winkel  zwischen  der  Rectificante  und  der 
Tangente,  so  ist 

t(Jil  i/  r=  —        sht  H  =  ,      608  11=  — 

Q  Q  r 

13)  Man  merke  die  Relationen: 


R  = 


=-v.^'+(*y 


-L  =  1  + 1 


S=v(^^0^^-(-^y+«0-'-(^^¥y• 


I. 
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14)  Unter  dem  Winkel  der  ganzen  Krümmung  verstellt 
man  die  Abweicliung  zweier  benachbarter  Hauptnormalen  oder 
rectificirender  Ebenen.     Sei  die  dieser  Winkel,  so  wird 

-n  _ds 
^-d% 
und  wir  liaben  die  Relation: 

dk'^  =  dz'^  -\-  d^^     (Lancret'sche  Satz). 

15)  Seien  w,  ß,  y  die  Richtungscosinusse  der  Tangente,  A.  fi,  v 
jene  der  Hauptnormalen,  /,  m^  n  die  der  Binormalen,  so  wird: 

-  d  cos  a  d  cos  l 

cos  l  =  Q  ■ — -. —  =  —  r  — 7 — 
ds  ds 

dcosß  dcosm 

a)     cos^  =  Q  — ^ z=  —  r 


cosv 


9 


d  s 

d  cos  y 

ds 


b) 


dcos(/. 

d% 
d  cos  ß 
"TT 

d  cos  y 
dx 

d)     cos  a  = 


e)    cos  l  = 


f)     cosl  = 


=  cosl 
=  cos  li 

=  cosv 

cos  ^i  cosni 
cos  V  cos  n 

cosy  =  ' 

cosy  cos  n 
cos  ß  cos  ni 

cosv  = 

cosß  cos  ^ 
cos  y  cos  V 

cosn  = 


c) 


-  —  r 

d  cos  l 
~~dÖ~ 

d  cos  m 
dd- 

d  cos  n 
dd- 


ds 
d  cos  n 


,      cosß  = 

cos  l  cos  l 
cos  IX  cosm 


cos  ft  = 

cosy 

cos  V 

cos  a 

cosl 

cosm  == 

cos  cc 

cos  V 

cos  ß 

cos  ft 

ds 

:=    —    cosl 

=  —  cos  u 

=  —  cosv. 

cos  V  cos  n  I 
cos  l  cos  1 


cos  a  cos  1 

cos  y  cos  n 


cos  y  cos  V 
cos  a  cos  l 


Die   Gleichungen    der  Normalebene,   der   Schmiegungsebene 
und  der  rectificirenden  Ebene  lauten 
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(g  —  x)  cos  a  +  (rj  —  ij)  cos  ß  -)-  (^  —  ^)  cos  y  =  0 
g)     (I  —  x)  cos  1  -\-  {y}  —  y)  cos  rn  -\-  {^  —  z)  cos  n  =  0 

(J  —  x)  cos  A  4-  (^  —  //)  (^'os  f*  +  (^  —  ^)  cos  V  =  0. 
Man  hat  ferner,  wenn  .s  die  unabhängige  Variable  bezeichnet : 


h) 


j) 


k) 


m) 


—  =  Vißcosay  +  (dcosßy  -\-  (dcosyy 
Q 

--  =  y(fZ  cos  /)2  -f-  (d  cos  m)'^  -\-  (d  cos  n)^ 
-^  =  V(rf  cos  A)2  -f-  {d  cos  ^y  -J-  {d  cos  vy 


Q 


cos  l    cos  ^    cos  V 

d  cos  a        d  cos  ß        d  cos  y 
cosi 


cos  m 


cosßdcosy  —  cosy  dcosß      cosy  dcosoc  —  cos  ad  cos y 

cos  n 
cos a  dcosß  —  cos ß  d cos  y 

cos  X  cos  ^  cos  V 


( 

'1  cos  l       d  cos  m        d  cos  n 

cosa 

cos  m  d  cos  n  —  cos  n  d  cos  m 

cos  ß 

i 

?os  n  d  cos  l  —  cos  l  d  cos  n 

cosy 

cos  l  d  cos  Dl  —  cos  m  d  cos  1 

d  cos  l 

d  cos  m       d  cos  n             o 

dcosoi 

d  cos  ß        d  cos  y             r 

cosa 

dcosß  cosm 
dcosy  cosn 

COS  ß 

'        9       ~ 

d  cos  y  cos  n 

9 

dcosa  cosl 

cosy  

d  cos  oc  cos  l 

9 

dcosß  cosm 

cos  a 

cos  TU  dcosm 
cos  n   d  cos  n 

cos  ß 
r       ~ 

cos  n  d  cos  n 
cos  l    d  cos  J 

r 

cosy 

cosl  dcosl 

T 

cos  m  d  cos  m 
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o) 


cosl 

9 
cos  m 

Q 
cosn 

Q 
cosl 

r 

cos  m 

r 

cosn 
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COS  ß  dcosß 
cos  y  d  cos  y 
cosy  dcosy 
cos  a  d  cos  a 
cosa  dcosa 
cos ß  dcosß 
cos  ß  dcosm 
cos  y  d  cos  n 
cosy  dcosn 
cos  a  d  cos  1 


p)     d  cos  X  = 


q) 


r) 


cosci  dcosl 
cos ß  dcosm 
cos  l        cos  a 


9    ' 

dcosv  = 


dcos^  = 


cos  m 


cosß 


cos  n 


dcosß  d^cosß 
dcosy  d^cosy 
dcosy  d^cosy 
dcosa  d^coscc 
dcosa  d^cosa  1 
d  cos  ß  d^  cos  y  \ 
dcosm  d^cosm 
d  cos  n   d^  cos  n 
d  cos  n   d'^  cos  n 
dcosl    d^  cos  l 
d  cos  l    d^ cos  l 
dcosm  d^cosm 

cos  II  dcos^ 
cosv  dcosv 
cosv  dcosv 
cos  A  d  cos  l 
cosl  dcosl 
cos^i  dcos^ 


1    icos  a 


_1_  Icos  ß 


■OS  l 


r 
cosa 


+ 


cos  y 

9 
cosl 
~9~ 
cos  m 

9 
cos  n] 


r-   [    r 
1    icosß 


+ 


+ 


1    jcosy 

f2 


cos  1 1 

T) 

cos  m 
9 

cos  n 


+ 


cosa 

r 

cos  ß 

r 


_  cmy 
r 


r 
cosl 

cos  m 

9 
cos  n 


9 
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Seien  p,  q,  r  die  Richtungswinkel  der  Rectificante,  so  wird 

cosp  _  cos  a         cos  1      cos  q        cos  ß     .     cos  m 

cos  r cos  y  ^.    cos  ?? 

Diese  Formeln  sind  entnommen  der  lesenswerthen  Abhand- 
lung von  E.  Catalan:  „Theorie  analytique  des  lignes  a  double 
courboure'-,  i\Iem.  de  la  societ.  royale  des  scienc.  de  Liege,  II.  Ser., 
Tom.  VI,  (1877).  Daselbst  finden  sich  noch  viele  andere  Re- 
lationen. 

Ueber  Curventheorie  handeln:  Joachimsthal,  Anwendung 
der  Diff.-  und  Integralrechnung  etc.,  Leipzig  1881.  Salmon- 
Fiedler,  Analytische  Geometrie  des  Raumes,  Leipzig  1880. 
Monge,  Applicat.  de  l'Analyse  a  la  Geometrie,  5.  ed.  annot. 
p.  Liouville,  Paris  1850.  Viele  Theoreme  sind  auch  in  der 
analytischen  Mechanik  von  Somoff  d.  v.  Ziewet,  Leipzig  1879, 
zu  finden. 


B.     Beurtheilung   der  Raumcurven. 

Aendert  ein  bewegter  Punkt  in  einem  Punkte  der  Curve  den 
Sinn  seiner  Bewegung,  so  heisst  dieser  Curvenpunkt  ein  Rück- 
kehrpunkt.  Aendert  eine  Tangente  den  Sinn  ihrer  Drehung 
in  der  Schmiegungsebene,  so  heisst  sie  eine  Rückkehrtangente; 
ändert  die  Schmiegungsebene  den  Sinn  ihrer  Drehung  um  die 
Tangente,  so  heisst  sie  eine  Rückkehr  ebene  dieser  Curve. 

Hinsichtlich  dieser  Elemente  sind  acht  Combinationen  mög- 
lich. Bezeichne  r,  dass  ein  Element  ein  Rückkehrelement,  0,  dass 
dasselbe  kein  Rückkehrelement  ist,  sei  ferner  P  =  Punkt,  T  = 
Tangente,  S  =  Schmiegungsebene,  so  giebt  folgende  Tafel  das 
Verhalten  der  Curve: 
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Die  Curveii  im  Räume. 
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C.     Transformationsformeln    zu    den    Curven    doppelter 

K  r  ü  m  m  u  n  g. 

Sei 

1)  «r?a;2  -f  diß  +  dz^  =  f?.s2 

2)  äyd^z  —  dsd'^ii  =  X 
dz  d^x  —  dx  d^z  ^=  Y 
dxd-^y  —  dyd'^z  =  Z 

XdKx+  YdHj  -]-  ZdKz  __  l^ 
^  X2  +  Y2  4.  ^2  —  r 

5)  cr-yd-^z  —  r?2^fZ^^?/  =  X' 
d^zd^x  —  d'^xd^z  r=  Y' 
d^xd^y  —  d^yd-^z  =  Z' 

6)  tZ  -y^  r?2 f^  1—  f^^  y^  =  Xs 

^       f/  s       f/  s  d  s        ds 

T  dz    -i^dx         T  dx  -jClz         ^, 
ds       ds  ds        ds 

ds       ds  ds        ds 

So  ergeben  sich   folgende  Transformations-  und  Reductions- 
formeln : 

'-  m + öl)' + ©' = ' 

^  ^äx        dy  ^dy^    .dz  ^dz  ^^ 
^   ds      ds  ~^  ds      d s  '^  ds      cTs 
9)  dxd-^x  +  dydr^y -]- dzd-^z  —  dsd'-s 
,  ^  -,  dx       dsd^x  —  dx d^ s       ,  d y       dsd'^y  —  dyd^s 

n  dz  __  d s (?2 2  —  dzd'^s 
'^Ts—  Wi^ 

dy  -.dz       dz    -.  dy X       dz_   i  dx  _  doc  j  d£  _I^ 

^^^  cts      Js  ^  ds      Js  ~  ds"^'    dl      dl  ~  ds  ^  ds  ~  d s^ 

dx  -.  dy       dy   ^  dx  ^Z_ 

ds      ds        ds      ds        ds'^ 

Laska,  niathem.  Pormelusammlung.  35 
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^   ds        ds        d  s  d  s  d .s'^      ds       d  s  ds       ds 

Y      dx  ^2  f^ V        f^y   1.2  ^^ 7   ^ 

~  ^  flV^'  7ü  ^    d's  ^  TH       d~s  ~~  Js'^ 


13) 

j^  dx        dsd'^x  —  dxd'^s 
ds                    d  s'^ 

2d-^s    ,dx 
■     ds     '^ds 

d  y        d  s  f/-'  y  —  dyd^  s 
ds  ~~              ds^ 

_,ä^s^dy 
d  s      d  s 

dz        dsd-'z  —  dzd->s 
ds  ~              ds^ 

^  dH  .  dz 
d  s       d  s 

14) 

X2+     72   _!_   2^2   =,"*•' 

15) 

cPx^  +  d'^y'^  +  d-^z'^  —  d-^s'^ 

d  84 

■«)  ("  rO' + (■'  ff)' + ("  w = $ 

17)  c?  X  =  dyd-'Z  —  dzd^^y^  d  F=  dzd^x  —  dxd'^z, 

d  Z  =^  dxd'-^y  —  dy  d'^x 

18)  Xdx  +  Ydy  +  Zdz  =  0 

19)  Xd'^x  +  Yd^y  +  Zd^'z  =  0 

20)  Xd^  +  Ydp!-  +  Zd  'j^  =  0 

tt  S  tt  s  et  o 

21)  X'd^x  +  YUPy  +  Z'd^z  =  0 
XUPx+  Y'd^y  +  ZUPz  =  0 

22)  dXdx  +  dYdy  +  dZdz=--0 
dXd-^x  +  r/  Yd^y  +  r/Zr/-'^^  =  0 

^'^^    ^^     ^  +  -^^^^  ^  +  ^'     rli  ""  ^ 

x;  f/2  ^  _(_  ri,/2  ^  _!_  Zsd^  '4^  =  o 

c/.s    '  r^s    '  c?8 

24)  dxd-^x  +  ^i/f/?-^/  +  dzd-^z  =  r/sf/^s  —  -^ 

25)  d'^xd^'x  +  d'^yd^y  +  d-'zd^z  =  d^sd'^s  J^  —  d  — 

26)  '1^  rf^  '1^  +  1^  rf.  ^  4-  !^  d^^  =  -  % 
^   ds       ds        ds       ds        ds       ds  q^ 
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27)   d^xd  ^  +  d^iid  Y^  +  d-2zd  '^  = 


ds  ''       ds    '  ds  Q        Q 

29)  rf  'if  rf.  'Zf  +  ,/  !^  rf.  :!i  +  ,,  !i£  rf.  d£  _  1(^  ^,rf£ 

ds        ds     '        ^/.s'        c/8     '        ds        ds  9        Q 

30)  Yd^  -  Zdi/=:dsHl'^.     Zdx  -  Xdz  =:ds^di^ 

cts  dz 

Xdy  —  Ydx  =  ds-^d  ^ 

d  s 

31)  Yd'^z  —  Zd-^/^dsUPsd'l^ -—dx 

d  S  Q'2 

Zd^x  -  Xd-^s  =  dsUPs  r/  v^  -  —dii 

ds         p2      ^ 

Xf/ä^  -  Yd^x  =  dsd^s  di^  -—  ds 

ds  o2 


ds  ds  Q^  ds  ds 

ds->  dif         -.T  1  ds  ds'^   , 

Q^  ds  ds  o2 


33)  rrf^^_^rf-2^^_l£'rf'if 

ds  ds  Q         Q 

ds  ds  Q         Q 

Xd^i^-  Yd^'^^-'^d'll 
ds  ds  9         (J 

34)   (/  Yd,  -  dZdv  =  d^d  UUUI  ^1  +  'l^^^ 

\  ds\    ^        ^2 

^ds^   jdx    .    Xds^         -,,-,-,  ,  dxd<i^ 

=  od  -—  d-j-  -\ — -  =r  d s  {d s d-^ X  —  d X dKs]  +  -^^ 

dZdx  -  d  Xds  =  dsd  Ids-^d  ^  +  'M^ 

\  dsl  ~      Q-^ 

~  ^     ~^     dl~^ F~  "^  ds{dsd\i/—di/dK^]  4-     -^  .^    ■ 

dXdy  -  d  Ydx  =  dsdksUl  '^)  4-  'ii^ 

l  ds\  ^      Q^ 

==od^-^d'l^  +  '^^  =  ds\dsd-K^~dsd^s\^'llA^ 
o        ds  r  '  p-' 

35* 
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„^,    .    Y      dz  ^    Z  dy         ^dx.dxds'^ 

^      ds^    ds  ds^  ds            ds    ^    ds      q^ 

^   Z      dx  -j   X  dz ic^dy        dy    ds^ 

ds^'  ds  ds^  ds             ds    '    c^.s      q^ 


X     dy        j   Y      dx -j^ds  ^^dz     ds^ 

dV^  '  'ds  ^'^  dl  '^  'ds  '  ~Q^ 


36)    Xd,'^x  +  YdHf  +  Zd'^z  =  ^ 


37)    YdZ- 

ZdY=dx'^^'      ZdX       XdZ 
XdY       YdX:=dz^^l 

^ 

,     ds^ 

38)    YZ'  - 

-  ZY'  =  d^x  '^^',    ZX'  -  XZ'  - 

XY'        YX'^d^z'''^^ 

d^ 

ds^ 

39)  Xdx^  +  Ydy^  +  Zdz'^  r=  X'dx  +  Y' dy  +  Z'rf^ 

==  —  (dXd-^x  +  c?  rc^2^/  +  dZd^z)  =  d^Xdx  -|-  c^^Tfi^/ 

+  d'Zdz 
^  Xd?'X  —  dXd^x-\-  X'dx 

^  YdHj  —  dYdHj  +  Y'dy 

=  Zd'^0  —  dZd'z  +  Z'  dz  =  ^ 

40)  Xd^y~-dXd'y+X'dy  =  0,  Xd^z  —  dXd^z  +  X' dz=:0 
und  die  analogen  für   Y  und  Z. 

41)  X^3,  _  ^XfPs  +  X'ds  -^  '^  [X  +  ^^'[ 


Y,^3s  -_  (^r^25_^  Y'ds  =  '^\Y  + 


fZ s^  I ^   ,    dy  ds 


q'  r  ^      r    J 


^  -,  T   r:r    io  .  nr,    1  d  S^    i    ^      ,       d  Z   d  S^] 

Zd^s  —  dZd^s  +  Z'f?.s  =  -y  |Z-| 1 

1.i)    A,   -f-  j:,   ^  z,   _  ^^   1^,  -f-  ^.,j  _  ^^^.,(,9   ^  r  ; 
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45)  XXI  +yy;  +  zz'  =  ^ 

.„.     ^.dz        „,di/ ds-  jdx    „,dx        ^.dg        dn'dii 

^'^>    ^Ts-  ^'d~s-'V     dS'  ^'dJ-  ■^'(h=-^'^dt' 
^,  dy        ^,  dx        ds'^  -jd^ 
ds  ds         Q^      ds 

47)  YZs  —  ZYs  =  -—.d-j-,     Zxs~XZs  =  — 2  ^^  T^^     ' 

r  Q^     eis  r  Q"^      ds 

xr  -  YXs  =  —,d'!^ 

r^^     ds 
dx 

48)  Yld^'-Z-d'^  =  ^4d.^-=^ 
^  ds  ds         Q^  ds 

1  ^ 
^,     dx  ds        ds'^  j         ds 

z,d  —  -Xsd^-  —  '^'-Ji- 

gd^ 

V,  1  d  1/        -^-r,  Tdx        ds'^  T  ^     ds 

ds  ds         Q^  ds 

.^.      ^  Q  X        -,  X  Q    -jdx 

ds-'  yx'-  +  if  +  ^  r      ds' 

ds-'  r      ds  ds^  r      ds 

ndij  ds  ds  _,  dy 

K^\   ^     ds  ^  ^^  ds        ^     ds    -,  ^     Tis         Q-    V, 

50)  --j d '  — ^ . d . =  _^  X; 

ds  ds  ds  ds  ds- 

und  die  beiden  analogen  Formeln  für  Ys,  Zg. 

-j  dx  du 

Qd  -j-  Qd  ^  „  -, 

F^i     fi         ^^  ^  Jl.       "'^       7        ^^^  Q     Y  dy 

ds  r  ds'^         Q  '  ds  r  ds-         q  ' 

,dz 

7  Q    Z         ds 

ds  r  ds-         Q 


550 


Raumcurveii. 


52) 


n.,  dx  ds 

ds  Q 


Q  X         dx\     .      Q     T  d  s 


[rds 


Q 


Q 


ds  Q    [rds"^         Q  J        ds 


, ,  dz  d  s  f  Q  Z        ds  .    , 

ds  ^   \rds'^         Q  ' 


1. 

ds 


9 

ds 

9 

ds 


-.  dx 
ds 

.dpi 

ds 


d  —  'd 


dz 
ds 


53) 

•54) 
55) 
56) 

57) 
58) 
59) 
60) 
61) 
62) 

.63) 


("■^:)"+(^'S"+(^"0'-(<'t)"=¥(f+^i 


Qd 


dx 
ds 


ds 


=  ds' 


dx 
ds 
dx 


dX.d-P  +  dY.d  . 

d  s  d  s 


d  s       d  s 


d_i 
ds 


-j,  d       I    d  z   ,,  d  z 
ds    '    ds       ds 


ds    j  d s 

"  9         9 


ds 


-.ds^ 
d  —— 


J\.    j   d  X    , 

dV'       ch  '^  ds'-^^    ds 


d'^  -^ 


Z     ...  d 

-  d^  -T 


ds 


axd' ^'  +  dYd'  p-  +  dzd,^  ^ 

ds    ^  ds    ^  ds 


ds'^ 
2  d'  s 


ds^        d  s 


ds^        ds    '        ds^        ds 


ds^ 
=  0 


XcP  '^  +  Yd^  p- 

Ci  S  U/S 


+  Zd^  P- 
'  ds 


S' 


-,  ds'' 
d  — 2 


^r/     ,,f^^*        ,        TT'     7o<^'/        I        ry,;j,,dZ  d  S''      , 


ds 


ds^ 


d'- 


,  „        qX  ^ds^      d 
dX  =  ~—  d 

dS'^         Q  * 


d 


dx 
TTs' 


dY 


qY  ,ds^      ds'  . 

X—.  d d 

ds^       Q  r 


9 

dj 
ds 


-.  „       Q  Z  j  d S' 

ds-'        Q 


ds'^  -jdz 

r       d  s 


,  ^,       dx  ^ds'^    ,    9X  ^  ds'^        Q'^  Xs  n  ds'^    . 

ds     ro^    ^    ds^      9^  ds^        o^ 


dY' 


iy.d^^^-\-^^d'^  = 


9 

ds'^ 
as     r  Q^ 

'.  d 

ds 


9  Y  .ds-^  _  9'^ 


-,     ryr  dZ       -,    d  S'^         , 

dZs  —-r-  d  — -  -\- 


ds-^ 
ds^ 


ds'^ 


9 

-,ds->    , 

d—r-\r 

9^ 


l—  — 

^3   — 


d—^ 

9' 


ds^ 


d  X  d  s- 

dy  ds'^ 

9' 
d  z  d  s^ 


d 
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64)    Y'sdZ's-  Z'sdY'^.^d^^ä'^ 
^  Q'       r        ds 

Z'sdX',-  x;dZ;  =  ^d^'dp!- 
Q^       r        ds 

X'sdY's-  YsdZs  =  '^d^.d^ 
Q''       r       ds 

Sei 

---  +  - 

Xs'  +  r>'  +  Zs'  =  u\ 

so  wird 

X;  _  ,  Q^RX^     .   Ys         ,  q'R  Ys      .  Zs         ,  q'RZ's 


6o)   d  •  -j^  =  d       -,   ^     ,  d--YY  =  d      -,    ,     ,     d  -jT^  =  d  ^—r— 
'         L  r?.s'3     '         U  ds^     '  U  ds'^ 

-)(-f)*+("§)"+(-#)'-^""'^'-^'"'' 


Q^  +  ^7        \q'^  +  ^^ 


67)   dx  —  d  -^ =  —  -^ — ^  d 

ds^         T  Q 
d  — 


ds'd^ 
r 

9'  Ys 

dsUl^ 

r 

Q'Z- 

r 


dy-d     --    -     =-^I±d^ 
-^  "  ds^         ,  o 

d  — 


ds^-d^  "^'^       d^ 


68)    Xd  X  +  Yd  Y+  ZdZ=  — .  d  — 

9  Q 


-  -T^i;{XdX+  YdY-^  ZdZ\^ 


70)  d  X^  +  dY'  +  dZ'^  =  ~  +  (d  —\ 

r~9'    '    V       9  J 

71)  d  X's^  +  d  Y7  +  dZl^^  (d  ^  +  [d  ^\ 
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72) 

,   X         qX  ^ds 

d  s^        ds'^       Q 

ds    -.dx 

r       ds 

,    r         QY.ds 
d s^        d s^        Q 

ds  ^^dij 

r       ds 

df,  =  ^^^^d'^' 

ds^        ds^       Q 

ds    -.dz 

r       ds 

73) 

f?S3                    ds'^      Q 

1    ,  dx 

r      d  s 

ds'^             ds^    Q 

r      ds 

^  ds^  ~        ds^   Q 

1    -jdz 

r      ds 

")("a"+(".Äy+(^  #.)■-?!¥' 


dQ^ 

/^2 


FZ          ^   ^    Y         dx 

'^^    ds^'^ds-^           ds^'^ds-^—  TQ^' 

zx      X     z      dy     X      Y       rx 

ds-^     ds'^       ds'^     ds-^        tq'-    ds-^     ds-^       ds'^     ds-i 

dz 
r  q'^ 

^   q'              ds'  —  dx'        ~        ds'  —  dy' 

m'+i^'ii)' 

ds'  —  dz' 

Y    Z  _^      dy      dz         Z    X            dz 
r^rj.          1    _ds'ds'    '        ds       ds  _ds'  ds'~^      ds' 
Q-                       dydz                                     dzdx 

.,  dx 

d  -j- 
ds 

X       Y     .    ^  dx     ^  dy 
_ds^    ds^'^      ds        ds 

dxdy 

Diese  Formeln  sind  entnommen  dem  Tom.  18,  Cah.  30  des 
Journ.  de  l'ecole  royale  polytechnique.  (Snt-Venant  Mem.  sur 
les  lignes  courbes  non  planes.) 
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D.     Kectification   der  Raumcurven. 

1)  Das  Bogenelement  einer  Raumcurve  ist  gegeben  durch 

ds'~  =  dx'  +  df  ^  ds\ 
oder  wenn 

X  =  u  cos  C9,  //  =  II  sin  CO 
gesetzt  wird,  durch 

ds'  =  ds'  -^  du'  +  u'-dco\ 
oder  wenn 

u  =  r  cos  '^,  ^  =  r  sin  -O-, 
also 

X  =  rcos  O-  cos  09,     y  =  r  cos  0-  sin  oi 
gesetzt  wird: 

ds~  =  dr^-  4-  rHl^-^  +  r-cos-^dco\ 

2)  Sei 

y  =  (p  {x\    ^  =  ip(x) 
die  Gleichung  der  Raumcurve,  so  wird 


=  C dxVl  +  cp'ixy'  4-  ^'  (^)-. 


s 
Wird 

U  =   (p  (^)j       CO   =r.   Xj;  (z) 

als  Gleichung  der  Curve  gegeben,  so  ist 

Ist  endlich  r  —  g)('0-),  co  =  i^(O-),  so  folgt: 

S  —Jdd^V(p  {&y  +   g)'  (^)2  ^  { 9)  (^)  ^'  (^)  cos  '^)  2. 

§.  170. 
Theorie  der  Flächen. 

I. 

1)    Gleichung  einer  Fläche: 

I.    F(x,y,z)  =  0 
II.    0=f(x,y). 
III.    ^  =  /  (n,  ?;),     ^  =  9)  (yt,  ?;),     ^  =  i^  (jt,  t;). 
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2)   Bezeichnungen : 


d  0  CS 

dp d^^ z  cq   c^^ z 

dx        dx'^''      '        d  y       o  iß 
dp        dq  ??  z 


d  y        dx       cxdy 

dx  dy  dz 


dx^'       ''  ''        dxdy 

etc. 

4)  Gleichung  der  Tangentialebene: 

(I  -  x)F,  +  (I?  -  y)F,  +  {i-  z)F,  =  0 
^  -  0=  p{^  -  x)  +  q(ri  -  y). 

5)  Gleichung  der  Normale: 

I  —  ^-  _  V  —  y  _  ^  —  ^ 
F,     -     F,     -     F,    ' 

Seien  A,  ^,  v  diejenigen  Winkel,  welche  die  Normale  mit  den 
Axen  einschliesst,  so  wird: 

cusA=  UFi,    cosiiz=  ÜFi,    cosv  =z  UF^, 
wobei 

— -  —  F^  -\-  F^  -^  F- 


Oder  in  zweiter  Form 

Mit  den  Winkeln 

x)  = 

-\(r,^y)- 

cosX  =  — ,     cosa  - 

_  a 

\ 
cos  v  =  — , 

K 

wobei 

6)   Die  Fläche   z  =  f  (^,  y)  wird    von    der   Tangentialebene 
berührt  oder  geschnitten,  je  nachdem 


Ist  die  Fläche   unter   der  Form  F  {x,  y,  z)  =  0  gegeben,  so 
setze  man 


sodann 


Flächen. 

55 

z/  = 

J^U    ^1-2    -flS 

F,2  F-i-,  F.2i 
Fn  F,,  F,, 

8K,  ^ 

Es  berührt  sodcinu  die  Tangentialebene  die  Fläche,  wenn 
i^  ^  0,  schneidet  dagegen,  wenn  B  <i  0. 

7)  Der  Mens  nie  r 's  che  Satz.  Legt  man  durch  eine  Tan- 
gente einer  Fläche  zwei  Ebenen,  von  denen  die  eine  normal  zur 
Tangentialebene  steht,  die  andere  mit  ihr  einen  Winkel  9  bil- 
det, so  sind  die  beiden  Krümmungsradien  q  und  q^  durch  die 
Gleichung 

Q^  z=z  Q  sin  (p 
verbunden. 

8)  Der  Euler 'sehe  Satz.  Legt  man  in  einem  Punkte  der 
Fläche  sämmtliche  Normalebenen,  und  bezeichnet  den  grössten 
Krümmungsradius  dieser  Schnitte  mit  R^,  den  kleinsten  mit  B^, 
so  ist  der  Radius  R  eines  dritten  Schnittes,  dessen  Tangente  mit 
der  ^-Axe  einen  Winkel  9  bildet,  gegeben  durch 

1  cos-  w    ,    sln^  w 

H^-BT  +  Sr-    ^Vei-gl.  11.)       . 

9)  Denkt  man  sich  auf  der  Normale  eines  Punktes  einen 
zweiten  Punkt  angenommen,  welcher  von  dem  gegebenen  einen 
unendlich  kleinen  Abstand  Ö  besitzt,  und  legt  durch  diesen  eine 
Ebene  ^  zur  Normale,  so  wird  diese  die  Fläche  in  einer  Curve 
schneiden,  welche  nach  Dupin  den  Namen  indicatorische 
Linie  führt. 

Sei  z=f{xij)  die  Gleichung  der  Fläche,  seien  ferner 
■^^  +  «.     //  +  /5,     2  +  V 
die  Coordinaten  des  Punktes,  in  welchem  der  Normalschnitt  und 
die  indicatorische  Linie  einander  treffen,  so  wird 


oder 


y  -=pcc^  (iß  +  i  |r«^  +  2.s«/3  +  tß-^ 
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Diese  Gleichung  stellt  im  Allgemeinen  eine  Fläche  zweiten 
Grades  dar,  die  sogenannte  osculatorische  Fläche  zweiter 
Ordnung. 

Es  können  nun  drei  Fälle  eintreten: 
I.    rt  —  s^  ^  0.     Indicatorische  Linie  ist  eine  Ellipse,  die 

osculatorische  Fläche  ein  elliptisches  Paraholoid. 
IL    rt  —  s2  <C  0.     Lidicatorische   Linie   eine   Hyperbel,  die 

osculatorische  Fläche  ein  hyperbolisches  Paraholoid. 
IIL    rt  —  s^  =  0.     Indicatorische   Linie   degenerirt   in    zwei 
Gerade,  die  |1  sind,  die  osculatorische  Fläche  wird  eine 
Cylinderfläche.     (Vergl.  9.) 

Wird  die  indicatorische  Linie  ein  Kreis,  so  entsteht  ein  so- 
genannter Nabelpunkt,  es  muss  sodann  die  Doppelgleichung  be- 
stehen : 

r  s  t 

In  solchen  Punkten  haben  alle  Normalschnitte  dieselbe  Krüm- 
mung. 

9)  Seien  nun  P  und  Pi  zwei  benachbarte  Punkte,  so  ist  die 
Gleichung  der  durch  die  Tangente  P  Pi  gehenden  Normalebene 


(s-^) 


F,  dy 

F,  de 


+  ('J-J/) 


+  (5  -  ^) 


Fl  dx  \ 
F,  dy  I 


0 


F,  dz 

Fl  dx 
oder 

{qds-\-dy){^  —  x)-\-{pdi)—  qdx){t  —  z)  =  {dx  +  pdz){r}—y). 

10)  Conjugirte  Durchmesser  der  indicatorischen  Linie  bilden 
conjugirte  Tangenten.  Die  Gleichung  der  zu  P  Pi  conjugirten 
Tangente  ist: 

^  —  X         _         V  —  y         „         I  —  ^ 

F,dF,  -  F,dF,  ~  F.dFi  -  F^dF,       F^dF,  —  F,dFi 
oder 

I  —  -^^  ^      n  —  y  ^      ^  —  ^ 

dq  dp  pdq  —  qdp 

11)  Unter  Hauptnormalschnitten  versteht  man  Normal- 
schnitte zweier  conjugirter  Tangenten,  welche  zu  einander  J_ 
stehen,  also  Axen  der  indicatorischen  Linie  sind.  Seien  P^  und 
7^2  die  Krümmungsradien  der  beiden  Hauptnormalschnitte,  und 
sei  ferner; 
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F-2, 


N 


K^  =  F^  +  Fi  +  Fi 
FnF,,  +  F,,\  -Fi{Fu+F^\  -Fi{Fu 
-^2F,F,F,,-l-2F,F,F,,  +  2F,F,  F,, 
Fn  Fi2  Fi^  F^ 
F21  F22  -F23  F2 
Fn  F^2  F^o,  F^ 
Fl    F2  F,     0 
und  seien  Aj  und  X.2  die  beiden  reellen  Wurzeln  von: 

so  findet  man: 

K 

A, 

1.1  M       1        \__  N^ 

Für  rt  —  s'^  '^  0  sind  R^  und  R^  gleichgerichtet,  iV^  ist  >>  0. 
r^  —  .s2  <;  0  haben  Ri  und  Rj  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen. 

Wird  JV  =  0 ,  so  ist  eine  der  Radien  go  gross ,  dann  hat 
die  Tangente  des  einen  Hauptnormal  Schnittes  mit  der  Fläche 
einen  Contact  zweiter  Ordnung.  Wird  in  jedem  Punkte  N  =  0, 
so  ist  die  Fläche  eine  abwickelbare. 

Ist  M  =  0,  so  sind  R^  und  Ro  gleich,  aber  entgegengesetzt 
gerichtet. 

Die  Grösse  ^   ^    nennt  man  das  Maass  der  Krümmung. 
iii  1x2 

Wird 


1^1  =  —,     R2  = 
Ri~^  R2~       10 '     Ri     R2 


X  = 


1/14-^,2  +  ^2' 


so  wird 


1 


clXcTY  _(IX    dY_ 

dx    dy         dy   '  dx  ~  (1  +  i^^  +  ^2)2" 


Vi+i>^  +  r 


{rt  -  s2) 


Ry  R'2 

Man  hat  ferner 

11    _i\  J^  q^)r  -  2pqs  +  {\  +  p^)t 
Ri  '^  R-2  (1  4-  p-  +  qT^ 

Den  Krümmungsradius  für  einen  Normalschnitt,  dessen  Ebene 
mit  der  Ebene  von  R^  den  Winkel  cp  bildet,  giebt  der  Euler'- 
sche  Satz  (Nr.  8). 
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Die  Ebenen,  die  den  grössten  und  kleinsten  Krümmungs- 
radius enthalten,  stehen  auf  einander  normal. 

12)  Eine  Curve  auf  einer  Fläche,  deren  Normalen  zur  Fläche 
für  je  zwei  benachbarte  Punkte  der  Curve  sich  schneiden,  wird 
die  Krümmungslinie  genannt.  Ihre  Differentialgleichung  lautet: 

F,      F,       F, 

dx     dy       d  0       :=  0 

dF,    dF,     dF, 
oder 

{(1  -|- j92).9  —  pqr\dx''  +  {(1  +  iy')t  —  (1  +  q^)r}dxdy 

—  \i}  +  a^)s  —  P(lt\äy^  =  0. 

Für  die  Krümmungslinien  gelten  folgende  Sätze : 

a)  Durch  jeden  Punkt  der  Fläche  gehen  zw-ei  Krümmungs- 
linien, welche  sich  in  demselben  rechtwinklig  schneiden. 

ß)  Schneiden  sich  zwei  Flächen  längs  einer  Krümmungslinie 
der  einen  Fläche  unter  einem  rechten  Winkel,  so  ist  der  Schnitt 
auch  eine  Krümmungslinie  der  anderen  Fläche. 

y)  Wenn  drei  Flächen  sich  in  einem  Punkte  rechtwinklig 
durchschneiden,  und  wenn  jedes  Paar  derselben  sich  auch  in  dem 
nächstfolgenden  gemeinschaftlichen  Punkte  rechtwinklig  schneidet, 
so  sind  die  Richtungen  der  Durchschnitte  die  Richtungen  der 
Krümmungslinien  in  jeder  derselben.     (Satz  von  Dupin.) 

8)  Ist  eine  Krümmungslinie  eine  ebene  Curve,  so  bildet  die 
Ebene  derselben  und  die  Tangentenebene  der  Fläche  in  jedem 
ihrer  Punkte  einen  constanten  Winkel  (Satz  von  Joachims- 
thal}. 

a)  Längs  einer  jeden  Krümmungslinie  ist  die  Variation  in 
dem  Winkel  zwischen  der  Tangentenebene  der  Fläche  und  der 
osculirenden  Ebene  der  Curve  gleich  dem  Winkel  zwischen  den 
beiden  osculirenden  Ebenen. 

7})  Ist  eine  Krümmungslinie  zugleich  eine  geodätische,  so 
muss  sie  eben  sein. 

13)  Die  kürzeste  (geodätische)  Linie  auf  einer  Fläche 
hat  die  Eigenschaft,  dass  ihre  Schmiegungsebene  durch  die  Nor- 
male der  Fläche  geht  in  jedem  Punkte  der  Linie,  d.  h.  der 
Krümmungsradius  ist  zugleich  die  Normale  der  Fläche.  Ihre 
Differentialgleichung  ist : 


F, 

F, 

F, 

dx 

dy 

dz 

cPx 

d'v 

d-^z 
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Berühren  zwei  FLächen  einander,  während  die  Berührungs- 
curve  der  einen  eine  geodätische  Linie  ist,  so  ist  sie  auch  eine 
geodätische  Linie  der  anderen. 

Wenn  die  Normalen  einer  Fläche  längs  einer  geodätischen 
Linie  einer  festen  Ebene  parallel  sind,  so  bilden  die  Tangenten 
der  Curve  mit  einer  festen  Geraden  gleiche  Winkel. 

Wenn  durch  einen  beliebigen  Punkt  einer  Fläche  zwei  un- 
endlich nahe  und  gleich  lange  geodätische  Linien  gelegt  sind,  so 
ist  die  Verbindungslinie  ihrer  Endpunkte  rechtwinklig  zu  beiden. 

IL 

1)  Bisher  haben  wir  die  Gleichung  der  Fläche  unter  den 
Formen  L  und  IL  vorausgesetzt,  nun  wollen  wir  die  wichtigsten 
Formeln  der  Form  III.  zusammenstellen. 

Es  sei  also  die  Gleichung  einer  Fläche  gegeben  durch: 

Beispielsweise  für's  dreiaxige  EUipsoid: 
X  =  a  sin  u  Vi  —  x-  sin^v 
y  =  b  cos  u  cos  v 
z  =  csinvVl  —  (1  —  x^)shiv. 

A  ist   dabei   beliebig,   wird  a  =z  h  =  c,   so   erhält  man   die 
analogen  Gleichungen  für  die  Kugel. 
Für  die  Schraubenfläche  wird: 

z  =  ci  ?(,     X  ^=  V  cos  if,     y  ==  V  sin  u. 

2)  Wir  wenden  folgende  Abkürzungen  an: 

dy   dz  d_y_  dz   

du  dv  ~  dl;  'du  ~ 
■      dz  dx         dz  dx    ___ 
dn  dv         dv  du 

dz    dy         dx   dy   ^ 

.  du  dv        'dv  'du' 
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>  dti^    ^         du-    '         dii^ 

A    ^'^    4-  B    ^'^^     +  C    ^''     =-  B 

dudv  ^^       du  dv  ^^    .    du  dv  ^ 

du  dv~^  du     dv~^  dti     d  v 

(if )■ + (II)" + m = "• 

so  dass 

ds^  =  dx'  +  dy'  -\-  dz'  =  Edtt'  +  2Fdudv  -\-  G  dv^ 
wird. 

3)    Wird  V  =  Constante,  so  erhält  man  eine   ^-Curve,  wird 
u  =  Constante,  so  ergiebt  sich  eine  F-Curve. 

Der  Winkel,  unter  welchem  sich  diese  Curven  schneiden,  sei 
TF,  so  wird 

COS  W  =    , 

Ve.g 

Wird  JP  r=  0,  so  durchschneiden  sie  sich  rechtwinklig. 

Sind   ci,  /3,  y   die   Richtungswinkel  einer  ?}^-Curve,  «',  ß\  y' 
jene  einer   F-Curve,  so  wird 

dx  dy  d  s . 

du  ^  du  du 

cosa  =  T7=,     cos  p  =       — ,     cosy 


Ve'          '           VF/  '          VE 

dx                   ^y  .      ^^ 

dv          Ol       ^^  f       s^ 

— =,  cos  ß  =       ,  cosy 


Va  Vg'  Vg 

4)  Ein  Oberflächen  Clement  ist  gegeben  durch: 

dudvVEG  -  F'  =  du  dvVA'  +  B''  +  C\ 

5)  Der  Winkel,   den   eine   beliebige  Curve  C  mit  den  Cur- 
ven  U  und   F  einschliesst,  ist  gegeben  durch 
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E  ^'  +  l 

d  V 
cos{C,  V)  =  — 


^         dv 
Ep+Ü 

d  V 
Die  Gleichung  der  Normale  ist 

i  —  X  _ri  —  y  _i,  —  z 
A      ~      B      ~      C    ' 
ihre  Richtungscosinusse 

ABC 


.\/A'  +  5^  +  C^'    V^^  +  B'  +  C'''    VA'  +  B'  -^  C 
Die  Gleichung  der  Tangentialebene 

(J  -  x)A  +  {ri-  y)B  +  (g  _  ^)  C  =  0. 


Allgemeine    Eigenschaften   der   Überflächen   zweiter 

0  r  d  n  u  n  g. 

1)  Eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  ist  im  Allgemeinen 
durch  neun  Punkte  im  Räume  eindeutig  bestimmt. 

2)  Jede  Ebene  schneidet  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung 
in  einem  Kegelschnitt. 

3)  Schneiden  sich  zwei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  in  einer 
ebenen  Curve,  so  schneiden  sie  sich  noch  in  einer  zweiten  ebenen 
Curve. 

4)  Eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  wird  von  einer  Geraden 
in  zwei  Punkten  geschnitten. 

5)  Zwei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  und  eine  Ebene  schnei- 
den sich  in  vier  Punkten. 

6)  Drei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  schneiden  sich  in  acht 
Punkten. 

7)  Alle  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  welche  durch  sieben 
gegebene  Raumpunkte  gehen,  gehen  zugleich  durch  einen,  durch 
diese  sieben  Punkte  bestimmten  Punkt  hindurch. 

8)  Alle  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  welche  durch  acht  be- 
liebig   gewählte    Punkte   des   Raumes   hindurchgehen,   gehen   im 

Laska,  mathem.  Fornielnsammlung.  gg 
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Allgemeinen  durch  eine  durch  die  acht  Punkte  bestimmte  Raum- 
curve,  in  welcher  sich  je  zwei  von  den  genannten  Oberflächen 
schneiden,  hindurch. 

Hesse,  Vorlesungen  über  analytische  Geometrie  des  Rau- 
mes, 9.  Vorles. 

Pole   und   Polarebenen. 
1)    Wird  in  die  Gleichung 

X  =  x^  -\-  Xxx 
V  =  Vo  +  ^Vi 

eingeführt,  so  folgt: 

wobei 

2/oo  =  2f(xoyo^oP,) 
"2/h  =  2/(^i?/i^ii>i) 

2/i)i  -  %/'0^o)  +  i/J'dh.)  +  A/'(^o)  +i^i/to,). 

Man  nennt  zwei  Punkte  harmonische  Pole  der  Ober- 
flächen zweiter  Ordnung,  wenn  ihre  Verl)indungslinie  die  Ober- 
fläche in  zwei  Punkten  schneidet,  die  harmonisch  sind  zu  den 
beiden  Punkten. 

Die  Polarebene  oder  Polare  des  Poles  sr^yo^oPo  ist 
.^/'fe)  +  yf'{y,)  +  zfU,)  +  i)/'0>o)  =  0. 

Es  gelten  nun  folgende  Sätze: 

Wenn  ein  Punkt  eine  Ebene  durchläuft,  so  dreht  sich  seine 
Polarebene  um  den  Pol  dieser  Ebene. 

Wenn  ein  Punkt  eine  Gerade  durchläuft,  so  dreht  sich  seine 
Polarebeno  um  eine  in  ihr  enthaltene  gerade  Linie. 

Diese  Sätze  lassen  sich  umkehren. 

Eine  Tangentenebene  ist  die  Polarebene  des  Berührungs- 
punktes. Der  Pol  und  die  Schnittlinie  seiner  Polarebene  mit 
der  Fläche  zweiter  Ordnung  bestimmen  den  Tangentenkegel 
der  Oberfläche.  Dieser  ist  der  geometrische  Ort  aller  Tangen- 
ten, die  von  einem  Punkte  an  eine  Fläche  zweiter  Ordnung 
gezogen  werden  können. 
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Hesse,  Vorlesungen  über  analytische  Geometrie  des  Raumes, 
10.  Vorles. 

2)  Die  Keciprokalsätze,  die  ilurch  \  ertauschung  von  Punkt- 
in Liniencoordinaten  entsteheiiv  giebt  Hesse  1.  c.  in  der  11.  und 
12.  Vorlesung.     Sie  sind  etwa  lolgende: 

Durch  9  beliebig  gewählte  Tangentenebenen  ist  eine  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  im  Allgemeinen  bestimmt,  diese  dürfen 
jedoch  nicht  zugleich  zwei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  berühren. 

Wenn  zwei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  von  demselben  Tan- 
gentenkegel ringsum  berührt  werden,  so  werden  sie  gleichzeitig 
von  einem  zweiten  Kegel  berührt. 

Alle  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  welche  sieben  gegebene 
Ebenen  berühren,  berühren  überdies  eine,  durch  diese  sieben 
Ebenen  bestimmte,  achte  Ebene. 

Durch  einen  gegebenen  Punkt  des  Ilaumes  lassen  sich  vier 
Ebenen  legen,  welche  zwei  gegebene  Oberflächen  zweiter  Ordnung 
zugleich  berühren. 

Die  Oberflächen  zweiter  Ordnung  haben  acht  gemeinsame 
Tangenten  ebenen. 

3)  Die  Mittelpunkte  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  welche 
acht  feste  Ebenen  berühren,  liegen  auf  einer  Geraden. 

Die  Mittelpunkte  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  welche 
sieben  feste  Ebenen  berühren,  liegen  auf  einer  Ebene. 

Classification  der  Flächen   zweiter  Ordnung. 

1)   Sei 

«11  ^^  +  «22  y^  +  «33  ^"^  +  2  ^12  xy  -\-2  eil.  xz  -{-  2  ein  D  - 
-{-  la^x  -\-  2  a.2 y  -\-  2 a.  z  -\-  a  =  0 


und 


so  wdrd 


z/. 


/" 


«11  «-21  «31 
«12  «22  «32 
«13    «23    «33 

I.    ^0^0 
II.    z;,,  ==r  0. 


I.     z/o  ^  0. 


Es   existirt   ein   Mittelpunkt.      Seien    ^r]^   seine    Coor- 
dinaten,  so  wird 
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Chi  I  +  Cli2  V  +  «i:i  ^  +  Cd  =  0 
<^2i  I  +  %2  ^  +  «2ä'b  +^'2  =  0 
«■:u  I  +  %2  »?  +  %?.  S  +  «;',  =  0. 


Sei  noch 

a      Gl      «2      «3 

«1    etil    »12    «13 



«2    «12    «22     «?)2 

ttp,  ri^o  a.3p,  ap,;. 

«22 
«2?. 

«35 

=  ^11, 

«11    «31 
«1?.     «33 

'22' 


So  hat  man:  {«n  >>  0  vorausgesetzt) 

1)    z/o  >  0,     z/n  >  0,     z^  <  0     Ellipsoid 


2)   z/o  <  0,  oder  z/q  >  0,     z/^  <  0,  und 

I.    z/<;0:    Elliptisches  Hyperboloid  oder  das 
Hyperboloid  mit  einer  Mantelfläche 


n.  z/  =  o 


HI. 


02 

+ 
Ke 

Iß 
gel 

^2 
C2 

— 

.«2 
«2 

+ 

&2 

+  4 

= 

): 

Hyperboloi 

d   1 

^'^ 

y' 

^'^ 

a' 

b-^ 

"^ 

H. 

z/o  = 

=  0 

0. 


I 


Es  existirt  kein  Mittelpunkt. 

1)   z/ji  <C  0  oder  z/22  <C  0     Hyperbolisches  Paraboloid 


r 


-^  —  ax  =  0 
2)   z^ii  >>  0  oder  z/22  >  0    Elliptisches  Paraboloid 

/"2 

-^  —  a  X  =z  0, 
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Dazu  kommen  noch  die  Cylinderflächen. 

1)  Der  parabolische  Cylinder 

z'^  -^  ax  -\-  ßy  =  0 

2)  Der  elliiDtische  Cylinder 

3)  Der  hyperbolische  Cylinder 

f:_i^_  1-0 

Anmerkung:     Jede  Gleichung  von  der  Form 

ax-  -\-  h y-  -\-  cz-  -f-  dxy  -\-cxz-^fyz  =  0 
stellt  einen  Kegel  dar. 

Es  kann  endlich  der  Fall  eintreten,  dass  sich  die  Gleichung 
in  zwei  reelle  Factoren  zerlegen  lässt.  darum  stellt  sie  zwei 
Ebenen  dar.  Sodann  müssen  folgende  Bedingungsglcichungen 
bestehen. 

a  («11  a.2-2  —  («12}  —  a.y   [ein  cij  —  «12  «i  [  +  «1    {ctj-i  a-)  —  (Uo  (h  |  =  0 
a  {«22  (f:^3  —  als)  —  ^h   {<^h2  (-h  —  «-.'3  «2  }  +  <^h   Wn  %   —  ^h-i  ^h  ]  =  0 

a  {«11  «33  «fsj   «1     {«33  «1     6^13  «3    }  -(-«3     {(^13  «1     —  «11  «3    }  =0 

Muss  man  eine  Gleichung  erst  mit  —  1  multipliciren ,  ehe 
man  eine  der  dargestellten  Formen  erhält,  so  nennt  man  das 
Gebilde  ein  imaginäres,  z.  B. 


_ff!  ,  i^  +  f:_i}_o 

stellt  ein  imaginäres  EUipsoid  dar. 

Vergleiche:  Hatten dorf,  Einleitung  in  die  analytische 
Geometrie. 

Eine  andere  allgemeine  Tabelle  zur  Beurtheilung  einer  Fläche 
zweiten  Grades  ist  folgende: 

Sei 

a  z'^  -\-  h  y'^  -\-  (•  x-  +  2  «1  x  //  -f-  2  61  x  z  -\-  Ic^yz  -\-  1  «2  z 

-\-1l.y  ^1  C.2  z  -\-  d  —  0, 
ferner 

ai  —  hc  =  A\     hl  —  «c  =  B\     cl  —  ah  =  C 
«2  («1^  —  6  c)  +  h-2  (c  Ci  —  «1  ^'i)  -j-  62  {h  hl  —  «1  61)  =  A 
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^•2  (Pi  —  cic)  -\-  c^iaai  —-  bcy)  -\-  11.2(0 Ci  —  «161)  =  B 

C'2  {(^1  —  ah)  -\-  a.2  (h  h^  —  %  Ci)  -\-  h^iacti  —  hiC^)  ^=  C 

ahc  —  aa^  —  hb'^  —  c c'l  -\-  2  «i  h^Ci  =  D 

al  Ä'  +  hl  B'  +  6f  C"  +  2  «,  h.,  (c  c,  —  a,  h,)  +  2  «,  c,  {h  h,  —a,c,) 

+  2  h.2  6-.,  {a eil  —  bi  Ci)  -\-  dB  =  ^ 

dC  -{-  ab';  —  2  c^  a^  b.,  -\-  b  a.|  =  L, 

so  wird: 


Z><  0 

oder 
C  >  0  und  7)  >  0 


I. 

|z/  ;>  0  hyp.  Hyperboloid 
und  {z/  =r  0  Kegel 

z/  <<  0  ellipt.  Hyperboloid. 


IL 


[z/  <  0  Ellipsoid 
0'  <  0  und  D  >  0  und  |z/  =  0  Ein  Punkt 

(z/  >>  0  Keine  geom.  Bedeutung. 

HL 

C  >  0  oder  jB'  >  0  hyp.  Paraholoid 
(7'  <  0      „      B'  <  0  ellipt.  Paraboloid. 

IV. 


B 


0  un( 


C  = 

0  und  7)  =  0, 

ferner : 

C  >  0  und 

B' 

>  0  unc 

.  L  ^  0  hyperb.  Cylinder 

C  <  0     „ 

B' 

<o    „ 

L  ^  0  ellipt.  Cylinder 

C'=.0     „ 

B' 

=  0 

parab.  Cylinder 

00  „ 

B' 

>o    „ 

L  =  0  zwei  Ebenen 

00  „ 

B' 

<o    „ 

L  =  0  eine  Gerade 

O'<0     „ 

B' 

<o    „ 

L  <^  i)  keine  geom.  Bedeutung. 

(7  r=  0  und  7)  =  0,  ferner  6^'  =  0  und  i?'  =  0  und 


I    C,     b.2 

a    «9 


0, 


h,     C2 

a    ct., 


=  0 
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(>.  0  zwei  parallele  Ebenen 
=  0  eine  Ebene 
<  0  keine  geom.  Bedeutung. 

Diese  Discussion  gilt  nur  für  0^0  und  a  wesentlich  -I-- 
Um  auch  dann  sie  benutzen  zu  können  ,  wenn  z  =  0,  haben  wir 
^  mit  X  oder  y  zu  verwechseln,  wodurch  wir  eine  neue  Gleichung 
erhalten,  in  welcher  ^  ^  0. 

Die  obige  Tafel  verliert  ihre  Gültigkeit,  wenn 
a  —  h  —  c  =  0 
wird.     Es  wird  sodann: 

2a,xy  +  2hixz  +  2c,>jz  +  2a,s  +  2h,ij  +  2c,x  -^  d  =  0. 
Diese    Gleichung    drückt   sodann    immer   eine   reelle   Flä«he 
aus,  und  zwar  im  Allgemeinen  ein  Hyperboloid,  oder,  wenn  z/  =r  0, 
einen  Kegel  aus. 

Das  Hyperboloid  wird  ein 

hyperbolisches,  wenn  z/  >>  0, 
elliptisches,  „      z/  <<  0. 

Werden  a^  oder  h^  oder  Cj,  oder  auch  zwei  von  diesen  Grössen 
gleich  Null,  so  haben  wir  ein  hyperbolisches  Paraboloid  vor  uns. 
Sei 

6j  =  0  und  hl  h.,  —  a^  Oo  =  0, 

so  entsteht  ein  hyperbolischer  Cylinder. 

Ist  Ci  =  0  und  ^1  h.2  —  «i  (i-,  =  0,  und  h^  d  —  2  a-,  €.>  =  0, 
so  haben  wir  zwei  Ebenen,  die  parallel  werden,  wenn  «i  =  0  ist. 

Magnus:  Sammlung  von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  aus 
der  analytischen  Geometrie  des  Raumes,  Berlin  1837. 

I.    Cylinderflächen. 

Differentialgleichung:    ap  -^  hq  :=  l. 
Allgemeine  Gleichung:    fD(x  —  az,  //  —  h z)  =  0. 
Specielle  Fälle: 

1)    Die  Cylinderfläche  soll  durch  die  Curve 
cp  (x-,  y,  z)  =  0,     ijj  (x,  y,  z)  =  0 
gehen.     Man  setze 

X  —  az  =  it^    y  —  h s  ^  V. 
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Eliminire  ^ 

?  aus 

cp  [li  -\-  az,  V  -\-  bz^  z\  =  0 

wodurch  sich 

^  {u  +  «-^J,  V  4-  hz,  z\  ==  0, 

oder 

W{u,v)=rO 

^F(x  —  az,  y  —  hz)  =  0 

als  die  verlangte  Gleichung  ergiebt. 
2)  Der  Cylinder  soll  der  Fläche 

(f  (x,  y,  z)  =  0 
umschrieben   sein.     Um    diesen   Fall    auf  den    früheren   zurück- 
zuführen,  haben   wir  die  Berührungscurve  zu  suchen.     Diese  ist 
bestimmt  durch  die  Flächengleichung  und  durch 
,  d  cp     .        d  (p    .    d  cp 

dx     '        dy     '     dz 

IL    Kegelflächen. 

Differentialgleichung:  p{x  —  x^^)  -f-  fi(y — vy^J  =  ^  — ^o, 
dabei  ist  Xq  t/^  ^o  die  Spitze  des  Kegels. 
Allgemeine  Gleichung: 


\Z  —  ^0        .^  —  ^oJ 


Die  Spitze  des  Kegels  wird  auch  sein  Mittelpunkt,  die  Er- 
zeugende kurz  Erzeugende  genannt.  Die  Kegelflächen  sind  ab- 
wickelbar. Von  beliebigen  Ebenen  wird  die  Kegelfläche  in  col- 
linearen  und  collinear  liegenden  Curven  geschnitten. 

Die  speciellen  Fälle  werden  wie  oben  durch  die  Substitutionen 


'^  —  -^0  __  ,^^     y  —  y. 

oder 

^   —  Zo               '       Z  —  Z(^ 

X  =  uz   —  (itZ()    —   X(^) 

behandelt. 

y  =  vz  —  (vz,  —  yo) 

III.    Rotationsflächen. 

Differentialgleichung,  wenn  angenommen  wird,  dass  das  Coor- 
dinatensystem  ein  rechtwinkliges  und  die  ^-Axe  die  Rotations- 
axe  ist: 

py  —  qx  =  0. 
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Das  allgemeine  Integral: 

^•2  -)_   ^2   :^    qp  (^) 

oder 

az  -^h  =  il;(x-'  -^  iß) 
oder  die  allgemeinste  Form 

(^  -  «)'  +  {y  ~  hy  +  z-^  =.cp{Ax  +  By  ^  z\.  ■ 

Soll  die  Umdrelmngsfiäche  durch  die  Rotation  der  Curve 
h{xijz)  =  ^,    fo(x!jz)  =  0, 
so  hat  man  vier  Gleichungen: 

fi(xyz)  =  0,    f,(xyz)  =  0 

Ax-\-]Jy-\-z  =  cc 

Aus  diesen  ist  x,  y,  z  zu  eliminiren,  wodurch  sich  eine  Rela- 
tion zwischen  a  und  cp  («)  ergiebt 

i^'{«,9(«))  =0. 

Die  Gleichung  der  Fläche  wird  sodann: 

F[Ax  +  By  +  z,  (p  [{x  -  ay  +  {y  -  bf  +  z']\  =  0. 

Die  willkürliche  Function  kann  auch  dadurch  bestimmt  wer- 
den, dass  die  Rotationsfläche  eine  gegebene  Fläche 

x(x\y,^)  =  o 

einhüllen  soll.     Diese  Aufgabe  lässt  sich  auf  die  frühere  zurück- 
führen, wenn   man   die   Berührungscurve    bestimmt.     ]\Ian  bildet 

d  >'    c  '■ 
aus  ;r  =  0  die  Werthe  -f-,  — i  und  substituirt  sie  in 

dx    dy 


(y  —h-  Bz)~-  (x  -  a  -  Äz)  14  =  B(x  —  a)  -  Ä(y  —  b), 


dadurch  ergiebt  sich  eine  zweite  Gleichung: 

t{x,  y,z)  =  0, 
wodurch   die   Lösung   auf  den    früher  behandelten   Fall   zurück- 
geführt ist. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Flächen  zweiten  Grades 

(In  x^-^a,,  //^  +  «33  ^2-|- 2  a,.;^yz-^2  ciy^  xz-\-2  ih-ixy-] =  0 

wird  eine  Umdrehungsfläche  bezeichnen,  wenn 

ff  13  ^hi  (h>  ^^•>H  ((">]  ^13 

(fjj    — =   a.22 — —  =   ^33 ^• 

^^23  0^13  Cli2 
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Hat  daher  eine  von  den  drei  Grössen  a^^,  «i?,,  «,2  den  VVerth 
Null,  so  muss  noch  eine  zweite  verschwinden,  wenn  die  Fläche 
eine  Rotationsfläche  sein  soll. 


IV.    Conoidflächen. 

Dieselben  werden  durch  die  Bewegung  einer  geraden  Linie 
erzeugt,  die  eine  feste  Axe  stets  schneidet  und  zu  einer  Ebene 
immer  parallel  bleibt. 

Sei  die  gerade  Linie  die  ^-Axe,  und  die  gegebene  Ebene 
die  ^,^-Ebene,  so  wird  die  Differentialgleichung  der  Conoidtiächen 

px  +  qy  =  0, 
und  ihr  Integral 

Die  allgemeinere  Gleichung  lautet 

und  ihr  Integral 

z  =  (p    *^ , 

^   [x  —  as\ 

Cono-cuneus  (Wallis  opera,  Tom.  IL,  p.  683  —  699)  aUf  -f  x'^ z'^ 
—  r2^2  —  0,  auch  Conoid  genannt.    Weitere  Conoide:  Schrauben- 

y 


fläche  ^  =  arctagn 


X 


x-2ij2  _  a^y^  _  /'-^/^  —  0     Keilconoid, 
^  ^  U,  V^Tfjt^^Z+IZZ    Kettenconoul. 


V.    Fusspunktflächen. 

Fällt  man   von    einem   festen   Punkte   auf  alle  Berührungs- 
ebenen einer  gegebenen  Fläche  Perpendikel,  so  bilden  die  Fuss- 
punkte  eine  Fläche,  die  sogenannte  Fusspunktfläche. 
Seien  y,  h,  h  die  Coordinaten  des  Punktes, 
X",  ?/,  z  die  Coordinaten  der  Fläche, 
tt,  y,  lü  jene  des  Fusspunktes, 
so  hat  man  xyz  zn  eliminiren  aus 


Flächen.  571 

(u  —  x)  +  —  (v  —  //)  —  {w  —  ^)  =  o 


dx ' 

''^iy'" 

it  — 

9 

= 

dx  ^ 

-^) 

V  — 

h 

= 

dz  , 

—   r—  ilü    - 

-Je) 

(p  (.r,  i/,  z)  =  0 
wobei  (p  (x,  y,  z)  =  0  die  Gleichung  der  gegebenen  Fläche  ist. 
Vergl.  Schlömilch,  Uebungsbuch,  I,  S.  157. 

VI.     Einhüllende  Flüchen. 
Sei  die  Gleichung  einer  Fläche 

(p[x,  v/,  z,p\  =  0, 
wobei  2^  ein  willkürlicher  Parameter  ist,  so  tindet  man  die  Glei- 
chung der  einhüllenden  Fläche  durch  Elimination  von  p  aus: 

öp 
Aehnlich  wenn  zwei  Parameter  vorkommen.     Die  Curve 

cp 
wird  nach  Monge  die  Charakteristik  genannt. 
Eliminirt  man  p  aus 

''  =  «'   If  =  0' 

so  ergiebt  sich 

/fei/, -)  =  0 1) 

Eliminirt  man  dieselbe  Grösse  aus 

dp      ^'    dp^'  -  ^' 

so  ergiebt  sich 

F{x,  y,z)  =  0 2) 

Sodann  stellen  die  Gleichungen  1)  und  2)  eine  Räumcurve 
dar,  die  den  geometrischen  Ort  der  Schnittpunkte  zweier  auf  ein- 
ander folgender  Charakteristiken  darstellt  und  Rückkehr  kante 
(arete  de  rebroussement)  genannt  wird. 

Vergl.  Monge:  Application  de  l'analyse  ä  la  geometrie, 
V.  Ed.,  p.  29  —  34.  Allgemeines  wie  bei  den  einhüllenden 
Curven. 
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VII.    Kegelflächen. 

Sei  a  ein  veränderlicher  Parameter,  so  wird: 

X  =f{cc)z  +  (p(cc) 

y  =  ^(a)z  +  x(^) 

die   allgemeine   (jrleichung   der    Kegelfiächen.      Ejiminirt   man    w, 

so  folgt 

F(x,y,^  =  i). 

Es  können  zwei  Fälle  eintreten,  entweder  schneiden  sich 
zwei  auf  einander  folgende  Gerade  in  einem  Punkte,  oder  sie 
schneiden  sich  nicht. 

Im  ersteren  Falle  nennt  man  die  Flächen  abwickelbar, 
im  letzteren  windschief. 

Soll  die  Fläche  abwickelbar  sein,  so  muss 
/'(«)Z'W-  9^'(«)^'(«)=^0 
sein.     Für  diese  Flächen  wird 

rt  —  S-'  =  0, 
und    folglich    ist   jeder   Punkt    dieser   Fläche    ein    parabolischer 
Punkt. 


§.  171. 
Transformationsg-leichungen. 


Sei 


so  wird 


X  =3  r  sind  cos  ip 
y  =  r  sind  sin  t^ 

^  =  r  cos  0, 


y 


1)  /  =  Vx-^  +  y'^  +  ^'-,     cos  0  —  — ,     ign  t 

2)  dr  =  ^dx  +  ^  dy  +  ^dz 

cos  0  cos  ^   ,       ,    cos  (j  sin  ^   -,           ^infi-, 
d  (i  r= dx  A d  I) d  z 

r  '  r  '  r 

dt  =  — r^  (x d  n  —  )jdx)=  ——  -r— -  dx-j r— -  d y 
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S)   dx  =  shi  (i  COS  i^  d  r  -j-  r  cos  0  cos  ij;  d 6  —  r  sin  (j  sin  ii)  di> 

d !/  =  sin (i  sin  t  d r  -L  r  cos  0  sin  ^dij  -|-  r  sin  0  cos^  d il^ 

d  z  =^  cos  0  d  r  —  r  sin  (j  d  (j 
4)   dx^^  +  diß  +  dz^  =  dr^  -L  r-V/^y^  +  r^sin^  0  d  ip^^ 

Sei 

so  wird 
.,   d^x        d-^r        ^         ,       ^  dr   dib 

^  dr    d^    .  ,^        ,     .     ^dxlj    d^ 


cPd- 

-jj^  r  sni  d^  cos  4.' 


'^r.o..si.,-reo...os,[('l^)U(;lly\ 


~dF  ^  ^cos^smt  +  2  —.—  cos^cosii; 
d  rdd-  ^dilj   d& 

-^dl-dt''''^''''^-^7n'-dt'''''^''''^ 

d^jl^ 

7fF 
cP  % 

dp 
d'^z       d-^r       c^  i  r^dr   d^        ^     /d  ^V^     .         ,   cPd^ 


+  ^^reos^cos,„-rcos^si„^[(^y  +  (^l±y\^ 


77-  r  sin  0-  sin  ib 

d  P 


-jjT-=^cos^  +  2^.  —  cos^-[-^)rsrn^+-^rcos^ 

""^   dP       ''''\di)       '\dt)~dPd^  +  l¥d^  +  lPd-r 
jj{r^eos^ 


!L  f  ..-2 ..0-2  ^Hi\  ^cl^dx^    ,(P_l  djl        d^z   dz 
dt\      '  dp  dt     '     dP  dtp  ~^  dP  dip 

4  |,.^l  a-  r^cos^sin^rl^Y  _  ^  ^    ,    ^  ^1 
(^t  \      dt\     '  \dt  J         dp  c^  ^  dP   c^ 

_,d'^z   dz 
~^  ~dP  d~^' 


Sei  u  eine  Function  von  r,  (i  und  i/^.     Sodann  wird : 

„■.du        du    .    .^         ,     .    du  cosOcostp        du   sin  ip 

7)   ^—  =  :-—  Sin  (i  cosip  -\- r—7> 

^   dx       dr  '    ar  r  dt  rsmO 
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du        du    .    „    .         ,    du  cos 0  sin  «/;    ,     du    cos  i(' 

^^  =  :— -  sw.  (j  srn  il)  -{- h  ---  — ^-7. 

dy        dr  ^    er  r  dij^  rstnO 

du        du        „        d^i  sinH 
d^        dr  oO      r 

^,    d^u        d'^u     .  ,,,       ,,     ,    „     d^Hi    sinO  cosO  cos^il-^ 

^    dx^         dr-  dr  d(i  r 

c^u     sinip  cosil)        d^u  cos'^ß  cos^^ip 
~~      d r  d  i^'  r  '    d¥  r^ 

d'^u     cos  0  sin  il^  cos  i/^        d-u    sin^  x^ 


j_'du  cos^  0  cos^  1p  +  sin^  ip 

d u  (sin^ ip  —  2sm^Ü  cos'^ ip)  cos 0    ,       du  sin ip  cos i^ 
'^  da  r'^sinO  '      d^    r-^sin^6 

d'^u  d^u    .  „,,   .  ,10^^^    sin 6  cos 6  sin ip  cos ip 

stn^  6  sm  \p  cos  ip-\-2 


'    dxdy  ~  dr"-''  '      drdii  r 

d^u     cos^  ip  —  si7i^  ip  _.    d^u  cos'^ijsinip  cosip 
'    drdip  r  '    d¥  r^ 

g2  u     (^cos^  jp  —  sin-  ip)  cos  6        d^u  sin  ip  cos  ip 
'    dd  dip  r2 sin 6  di^    r^ sin^ (i 

d  u  sin^  0  sin  ip  cos  ip 
dr  r 

du  (l-\-2  sin^  6)  cos  6  sin  ip  cos  ^  __'^  cos^ip —sin'^jj 
~  dl  rK^inß  dip      r'^ sinUi 

d^u  d^u    .    ,.       ,,        ,     ,      d^u  (cosV)  —  sin^6)cosip 

7^—  stn  Ü  cos  (1  cos  Tp  -f- 


dxd z'      dr'^  ^    drdij  r 

d^  u    cos  0  sin  jp        d^u  sin  0  cos  0  cos  ip 


+ 


drdip      rsinO  diP  r^ 

82  ^    sin  t        d  u  sin  6  cos  0  cos  ip 
dOdip  "72  d7  r~ 

du  {cos^ 6  —  sin^ 0) cos tp 
d~Ö  r2 


d^u        d^u    .  ^.^    .  ,  ,     ,    ^    d^u    sinScosd  sin^ip 
8 1/2        dr^  ^        drdij  r 

d^u    sin  ip  cosip    ,    8'^  u  cos'^  (j  sin'^  tp 
"1       dVdip  r  '    d¥  r2 
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I    2    ^'^^    ^ö8  6  sin  t  cos  ip    ^^d'^u    cos^  tl^ 
dädt  r2 sin 6  '    dlj^  rHm^ 

'  du  cos'^0  sin'^ilj  -\-  cos-^ilf 
'    d7  r 

_l_  ^  (gQs2  ^  _  2  sin'^  0  sin^  i^)  cos  (j  _  ^  'dju  sin  u^  cos  ^ 
d  6  r2  sin  6  d^    r^  sin^6~ 

^  =  P^  sin  6  cos 6  sin  t  +  ^^  (cos^Jt=^i^^^e)sir^ 

d^ii    cos  6  cos  xIj  __  an«  sin  6  cos  6  sin  ^ 
'    er  dt     rsinli  d(P  r^ 

d'^u    cosjp        dii  sinß  cosd  siml; 

dädt     r'-     ~~  dr  r 

_  du  (cos^a  —  sin^6)sini^ 
de  r' 

d^  _'d^u  ^^^.^^        ^    02 u    sinü  cosü        c^usin'^ü 

dz^^- dr^'^' ^      ^dPdTi       r         ^'d¥^~^ 

,    du  sin^ ^^    I    9  ö ^^  ^^'^? ^  cos 6 

~^  dr  ~r       ^     d6        7^ 

d-^u      dui      dui       ^  /  a^(\       G  /  .  ^du\ 


4-  A  /    1      ^^A 


Angewandte    Matliematik. 


§.  172. 

Die  Maasssysteme. 

A.     Allgemeines. 

Die  physikalischen  Messungen  beziehen  sich  entweder  auf 
eine  Länge  {L)  oder  eine  Masse  {M)  oder  endlich  auf  die  Zeit  (T). 

Das  Resultat  der  Messung  hängt  nicht  nur  von  den  gewählten 
Maasseinheiten,  sondern  auch  von  vielen  anderen  Umständen  ab, 
insbesondere  aber  von  der  Veränderlichkeit  der  Instrumente. 
Unveränderliche  Instrumente  giebt  es  nicht.  Gauss  führte  das 
sogenannte  absolute  Maass  ein,  indem  er  sich  durch  passende 
Combination  der  Beobachtungen  von  der  Veränderlichkeit  der 
Instrumente  frei  machte. 

,    In   der  Natur  giebt  es  mehrere  absolute  Einheiten.     Die 
wichtigsten  sind: 

I.  Die  Wellenlänge  einer  bestimmten  Stelle  im 
Sonnenspectrum  {ist  jedoch  nicht  auf  0,000025  mm 
sicher).  Vergl.  Everett,  phys.  Einheiten,  S.  48. 
II.  Die  Gauss'sche  Gonstante  der  Gravitation. 
III.  Das  Weber'sche  c  in  der  Elektricitätslehre. 
[Diese  beiden  Grössen  sind  jedoch  nur  den  Sachverstän- 
digen bekannt.] 

Laska,  mathem.  Formelnsammlung.  37 
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IV.    Die  Länge  des  Secundenpendels  für  einen  bestimm- 
ten Ort    {ist  von  der   Veränderlichkeit   der   Schwerkraft 
abhängig}. 
Maxwell   stellt   die   drei   Grössen  L,  M^  T  mit  Exponenten 
versehen  in  eine  Klammer  und  nennt  den  Ausdruck 

eine   Dimension.     Man   kann  oft  mit  Hilfe   dieser  Dimension 
physikalische  Formeln  ableiten.     Beispiele: 

1)  Angenommen,  wir  wissen,  dass  die  Schwingungsdauer  eines 
Pendelsr  {deren  Dimension  [T]  ist}  abhänge  nur  von  der  Länge? 
{mit  der  Dimension  [L]\  und  der  Beschleunigung  g  {von  der 
Dimension  [LT-^]},  so  wird,  die  Masse  =  1  genommen, 

(r)  =  Q-gy), 
Nun  ist 

(r)  =  [T]  =  {Pgy)  =  [L^LyT-'^yl 
also 

[T]  :^  [L^+yT-^y], 
woraus 

-  2y  =  l 
X  -{-  y  =  0, 
also 

—  1        —  _  1 

00  —  ^2'  y  —         2 

folgt,  wir  haben  daher: 

oder  _ 

^   9 

die  gewöhnliche  Formel. 

2)  Würde  die  Schwingungsdauer  einer  Saite  z  von  der 
Länge  a,  der  Massem,  und  der  Spannung^  abhängen,  so  hätte  man 

(r)  =  {a'myt^) 
und  zur  Bestimmung  von  x^  y,  z  die  Werthe 
[T]  =  [jf^  +  yi^  +  ^r-2^], 

woraus  sich 

1  ,1  ,1 


ergiebt,  man  hat  also 


A  /  an 
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In  allen  Fällen  können  noch  numerische  Constanten  hinzu- 
treten, deren  Dimension  jene  einer  Zahl,  d.  h.  ^uU  ist. 

Bei  derartigen  Bestimmungen  ist  es  aber  wichtig,  alle  Grössen 
aufzuzählen,  von  denen  die  eine  abhängt. 
Es  ist  die  Dimension 

des  Weges  gleich  [L] 
der  Fläche  „  [L^] 
des  Raumes      „       [^'^J. 

Der  Winkel  als  Kreisbogen  getheilt  durch  den  Halbmesser 
hat  die  Dimension  Null,  d.  h.  er  ist  unabhängig  von  den  gewähl- 
ten Grundeinheiten.     Dasselbe  gilt  von  jeder  Constante. 

B.    Mechanische  Maasse. 

Geschwindigkeit  =  Weg:     Zeit,  [L  T--"] 
Beschleunigung  =  Geschwindigkeit:  Zeit,  [LT-^] 
Kraft  =  Masse  X  Beschleunigung,  [3ILT-^] 
Arbeit  ==  Kraft  X  Weg,  [3f  L2  T-2] 

Bewegungsgrösse  =  Masse  X  Geschwindigkeit,  [MLT~'^] 
Antrieb  =  Kraft  X  Zeit,  [31LT-^] 

Lebendige  Kraft  oder  Energie  =  Masse  X  -^  (Geschwin- 

digkeit)2,  [3IL'T-^] 
Drehungsmoment  —  Kraft  X  Länge,  [il/i.2  j-2j 
Trägheitsmoment  =  Masse  X  [Länge]^,  [ML'^] 
Statisches  Moment  ==  Kraft  X  Länge,  [ML^-T-'^] 
Elasticitätsmodul  =  (Gewicht   X  Länge):    (Querschnitt 

X  Verlängerung),  [ML-^  J-^] 
T orsions CO e f fic ien t  =  (Länge  X  Radius  X  Kraft):   (Win- 
kel X  [Halbmesser]^),  [ML-^  T-^] 
Druck  =  Kraft,  {ML  J-^]. 

C.    Magnetische  und  elektrische  Maasse. 

In  der  Elektricität   haben   wir   zwei  Systeme  von   Einheiten. 
I.    Das   elektrostatische  Maasssystem,  gegründet  auf .  die 

Kraft,  w^elche  zwischen  zwei  Elektricitätsmengen  wirkt. 
II.   Das    elektromagnetische  Maasssystem,  gegründet  auf 
die  Kraft,  welche  zwischen  zwei  Magnetpolen  thätig  ist. 
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Der  Quotient  der  elektrostatischen  Einheit  in  die  elektro- 
magnetische ist  immer  eine  Potenz  einer  Geschwindigkeit,  deren 
Werth  nach  Weber 

^^-310  740^, 

See. 

also   nahezu   gleich   der   Lichtgeschwindigkeit  im  leeren   Räume. 
Diese  Grösse  ist  das  früher  genannte  Web  er' sehe  c. 

I.    Statisches  Maass. 

Elektricitätsmenge,  \_Tß  Jfä  J-iJ- 

Die  elektrostatische  Einheit  der  Elektricität  ist  jene  Elektri- 
citätsmenge, welche  eine  gleichnamige  Menge  in  der  Einheit  der 
Entfernung  mit  der  Einheit  der  Kraft  abstösst. 

Elektrische  [Elektricitätsmenge:  Raum,  lL~^  MJ  T~^\ 

Dichtigkeit}  ^^  Fläche,  [z-^JJf^T-^. 

Das  Potential  und  die  Potentialdifferenz, 

\_L^  Jf  2  T-i]  =  Arbeit  :  Elektricitätsmenge 

Elektrische  Kraft,  [_L~^  M^  T-i]. 

Es  ist  dies  die  von  gewissen  elektrischen  Massen  ausgehende? 
auf  die  Einheit  der  positiven  Elektricität  wirkende  Kraft. 

Elektrische   Verschiebung,  [l~4  If^  J-i]. 

Ist  jene  Menge  der  positiven  Elektricität,  welche  beim  Ueber- 
gang  aus  dem  indifferenten  in  den  elektrischen  Zustand,  durch 
die  Einheit  der  Fläche  von  der  einen  Seite  der  Fläche  auf  die 
andere  übergeht  in  der  Richtung  der  wirkenden  Kraft.  Diese 
Kraft  erzeugt  in  den  Leitern  einen  Strom,  in  dielektrischen 
Medien  nur  eine  Verschiebung. 

Elektrische  Spannung  (Polarisation),  [L-'^MT-^I 

Inductionscoefficient  (Capacität),  \L\  r=  Elektricitäts- 
menge :  Potential 

Dielektricitätsconstante  :=  Capacität  :  Capacität,  [0] 

Stromstärke  =  Elektricitätsmenge  :  Zeit,  [ztilf"^^  T-^] 
Widerstand  =  Potentialdifferenz  :  Stromstärke,  [L~2  t\. 
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II.    Elektromagnetisches  Maass. 

Menge  des  Magnetismus,  \_L^  M^  T~^\. 
Einheit  ist  diejenige  Menge  des  freien  Magnetismus,  welche 
auf  gleiche  Menge  in  dem  Abstände  Eins  die  Kraft  Eins  ausübt. 

Magnetisches  Moment,  iL^  M^  T-^J  =  freier  Magnetis- 
mus X  Länge 

Magnetisches  Potential,  [i>2  il/2  J-iJ  =  Arbeit :  Menge 
des  freien  Magnetismus 

Magnetische  Intensität  (Stärke  des  magnetischen  Fel- 
des) [l~  2  i)[fi  T-i]. 

Einheit  der  magnetischen  Intensität  ist  dort,  wo  auf  einen 
zur  Kraftrichtung  senkrecht  stehenden  Magnet  vom  Moment  Eins 
die  Einheit  des  Drehungsmoments  ausgeübt  wird. 

Elektricitätsmenge  =  Stromstärke  X  Zeit,  [^2  3/2] 

Stromstärke  =  Magnetisches  Moment : Fläche, [L 2  J/ 2  T-iJ. 

Die  elektromagnetische  Einheit  der  Stromstärke  hat  jener 
Strom,  welcher  die  Fläche  Eins  umfliessend  in  die  Ferne  so  wirkt, 
wie  ein  durch  die  Mitte  der  Fläche  gehender,  zur  Stromebene 
senkrechter  Magnet  von  der  Einheit   des  magnetischen  Moments. 

Elektrisches  Potential  {Potentialdifferenz,  elektromoto- 
rische Kraft)  =  x\rbeit  :  Elektricitätsmenge,  LL23/2  T-2J. 

Widerstand  ==  Potentialdifierenz  :  Stromstärke,  [L  f-'^] 

Capacität  =  Elektricitätsmenge  :  Potential,  [L—'^T-] 

Specifischer  Widerstand  [X^  J-i]. 

Derjenige  Leiter  hat  die  Einheit  des  specifischen  Wider- 
standes, welcher  als  Säule  von  der  Länge  und  dem  Querschnitte 
Eins  den  W^iderstand  Eins  ergeben  würde. 

Bemerkung.  Die  elektrodynamische  Einheit  (von 
Ampere  eingeführt)  ist  V2mal  grösser  als  die  elektromagne- 
tische, in  Bezug  auf  die  Dimensionen  sind  daher  beide  Maass- 
systeme gleichwerthig. 
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D.    Das  praktische  Maasssystcra. 

I.  Das  praktische  Maasssystem  (Elektrikercongress  1881) 
basirt  auf  dem  elektromagnetischen.  Es  beruht  auf  den 
Einheiten 

Erdquadrant,  Masse  von  lO-n  Gramm  und  Secunde. 
II.    Gauss  und  Weber,  welche  das  dynamische  System  ein- 
geführt haben,  wählten  als  Grundeinheiten 
Milligramm,  Millimeter  und  die  Secunde. 
III.     Die   Britisch  Association   wählte   auf  den  Vorschlag  von 
William  Thomson 

das  Gramm,  das  Centimeter  und  die  Secunde. 
Die  folgende  Tafel  giebt  das  Verhältniss  dieser  Systeme. 


Grössen 

Ü 

'S 

Dimension 

I. 

IL 

IIL 

Länge     

Zeit 

Masse 

Capacität  .... 

Elektricität  .    .    . 

Strom 

"Widerstand  .    .    . 
Elektromotorisclie 

Kraft 

Arbeit 

L 
T 
M 

C 
E 

J 

W 

K 

Ä 

[T] 
[M] 

Erdquadrant 
Secunde 
10-1^  g 
Farad 

Coulomb 

Ampere 
Ohm 

Volt 
Watt 

IQ-i^  [L]  (mm) 

[T] 

108  [M]  (mg) 

10  E 

10  J 

1010  TT 

10^  K 
105^ 

10-*^  [L] 

[T] 

[1011  M] 

10-' C 

10-1  E 

10-^  J 
10''  W 

108  Ä' 
107^ 

Man  merke  insbesondere: 

1)  Ein  Coulomb  ist  jene  Elektricitätsmenge,  welche  durch 
einen  Querschnitt  des  Leiters  in  der  Secunde  fliessend  ein  Am- 
pere erzeugt. 

2)  Ist  in  einem  geschlossenen  galvanischen  Element  die 
elektromotorische  Kraft  gleich  1  Volt  und  der  Widerstand  gleich 
1  Ohm,  so  ist  die  Stromstärke  gleich  1  Ampere,  oder 

1  Ampere  =      ^. —     (Ohm's  Gesetz). 
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3)  Ein  Condensator ,  der  die  Capacität  von  1  Farad  hat, 
wird  durch  die  Ladung  von  1  Coulomb  auf  das  Potential  von 
1  Volt  gehoben. 

4)  Ein  Watt  ==  Ein  Ampere  X  Ein  Volt  (Joule'sches 
Gesetz). 

Für  die  Verwandlung  beachte  man  folgende  Tafel,  die  durch 
die  angeführten  Beispiele  sofort  verständlich  wird. 


Bei  der 

auf 

Verwandlung 

I 

11. 

III. 

von 

I. 
II. 

III. 

100 

1010 

10-^ 

100 

108 

1011 

10-10 

100 
10-^ 

10-« 
100 

103 

10« 
101 

100 

10-" 
10-« 
100 

ist  z 
Pl 

u  multi- 
iciren 

L 

M 

L 

M 

L 

M 

Beispiel.  Bei  der  Verwandlung  von  II.  auf  III.  hat  man 
die  Länge  (L)  zu  multipliciren  mit  10^,  und  die  Masse  {M)  mit 
10-3,  so  dass  z.  B. 

[L^My^  im  System  II.  gleich  wird: 
10-^-3?/  [L^l/y]  im  System  IIL 
Die  Zeiteinheit  ist  in  allen  Systemen  dieselbe. 
Fernere   Beispiele.     Nehmen  wir   an,    wir  hätten  in  III. 
für   die  Kraft  (mit  der  Dimension:    [LJf  J-^])  die  Zahl  1  erhal- 
ten, so  erhalten  wir  in  I. 

10-9  X  1011  =  100. 
Umgekehrt  hätten  wir  in  I.  für  die  Arbeit   (mit  der  Dimen- 
sion [L2ilf  J-2])  die  Zahl  10"'^  erhalten,   so   erhalten  wir  in  III. 

10-7    X     109.2    X<     10-11    ^    10-7  +  18-11    ==    1. 

Unter  einer  Siemens-Einheit  versteht  man  den  Widerstand 
einer  Quecksilbersäule  von  1  m  Länge  und  1  qmm  Querschnitt. 

Jacobi's  Einheit  entspricht  der  Stärke  des  Stromes,  wel- 
cher beim  Durchgang  durch  das  Wasser  in  einer  Minute  1  ccm 
Knallgas  liefert. 

Die  Stromstärke  1  Ampere  ==  0,1  [cm,  g]  =  10  [mm,  mg] 
zersetzt  in  einer  Secunde  0,0933  mg  Wasser. 

Die  Literatur  findet  man  ziemlich  vollständig  in:  Everett's 
Physikalischen  Einheiten  und  Constanten.     Leipzig  1888. 
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§.  173. 
Sphärische  Astronomie. 

Die  Erde  bewegt  sich  um  die  Sonne  in  einer  Ellipse  und 
dreht  sich  um  eine  Axe,  die  gegen  die  Ebene  dieser  Ellipse 
(Ekliptik)  geneigt  ist.  Demzufolge  erhalten  wir  zur  Fixirung 
der  Objecte  ein  dreifaches  Coordinatensystem. 

Die  Fundamentalebene  des  ersten  ist  der  Horizont  des 
Beobachtungsortes,  sein  Culminationspunkt  das  Zenith.  (Fig.  1.) 

Fig.  1. 


Die  Fundamentalebene  des  zweiten  ist  die  Ebene  des  Aequa- 
tors   und   sein   Culminationspunkt   der  Pol,   d.  h.   der  Schnitt- 

Fig.  2. 


ErüacUse. 
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punkt  der  scheinbaren  Himraelskugel  mit  der  Verlängerung  der 
Rotationsaxe  der  Erde.     (Fig.  2.) 

Das  dritte  Coordinatensystem  hat  zur  Fundamentalebene  die 
Ebene  der  Ekliptik,  und  zum  Culminationspunkt  den  Pol  der 
Ekliptik.     (Fig.  3.) 

Fig.  3. 


Pol  dei^  Ekliptik. 


Fig.  4. 


Zenith 


Ebene  der  Erdbahn 


Um  den  Zusammenhang  der  einzelnen  Coordinatensysteme 
zu  übersehen,  haben  wir  sie  auf  der  Fig.  4  vom  Beobachtungs- 
orte  B  aus    auf   die    scheinbare    Himmelskugel    projicirt.      Die 

Ortsbestimmung  eines 
Himmelsobjectes  ge- 
schieht durch  eine  ho- 
rizontale und  eine  ver- 
ticale  Componente. 

Die  horizontale  Com- 
ponente des  Systems  I. 
wird  das  Azimuth(a) 
genannt  und  vom  Süd- 
punkte des  Horizontes 
aus  über  den  West- 
punkt gerechnet.  Ver- 
steht man  unter  Meri- 
dian jenen  grössten 
Kreis,  der  durch  den 
Pol    und    das    Zenith 


geht,  so  kann  man  sagen,  das  Azimuth  wird  vom  Südpunkte  des 
Meridians  aus  über  West  gerechnet.  In  der  Figur  ist  a  =  Ä  C. 
Die  verticale  Componente  wird  die  Höhe  (h)  genannt  und  vom 
Horizont  aus  gegen  das  Zenith  gerechnet.  In  der  Figur  ist 
h  =  ÄS.    Statt  der  Höhe  wird  manchmal  die  Zenithdistanz  (^) 
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gebraucht,   es  ist  dies  der  Bogen    zwischen   dem  Stern  und   dem 
Zenith.    Wir  haben  also  die  Beziehung: 

Bevor  wir  zu  den  übrigen  Systemen  übergehen,  müssen  wir 
noch  einige  Begriffe  erläutern.  Wie  aus  der  Figur  ersichtlich 
ist,  durchschneidet  die  Ebene  der  Ekliptik  den  Aequator  in  zwei 
Punkten.  Diese  werden  die  Aequinocti alpunkte  genannt.  In 
dem  einen  befindet  sich  die  Sonne  am  21.  März,  dieser  wird  der 
Erühlingspunkt  (F)  genannt  und  mit  dem  Zeichen  des  Stern- 
bildes Widder  T  bezeichnet,  in  dem  anderen  befindet  sie  sich 
am  23  September. 

Dieses  vorausgesetzt,  wollen  wir  die  Coordinaten  des  zweiten 
Systems  einführen.  Sie  sind  die  Rectascension  oder  gerade 
Aufsteigung  (oc)  als  Horizontalcomponente,  und  die  Declination 
(ö)  als  Verticalcomponente.  Die  Rectascension  wird  vom  Früh- 
lingspunkt, und  zwar  von  W.  nach  0.  gerechnet.  In  der  Figur 
ist  cc  =  3600  -  VÄ',  ö  =  Ä'S. 

Die  Coordinaten  des  III.  Systems  sind  endlich  die  Länge  (A) 
mit  gleicher  Zählung  wie  Rectascension  und  die  Breite  (ß).  In 
der  Figur  ist  A  =  VA!',  ß  =  Ä"  S, 

Die  Coordinaten  des  Systems  I.  ändern  sich  in  Folge  der 
Erdbewegung  beständig,  ihre  Messung  ist  aber  die  bequemste. 
Sie  sind  in  demselben  Augenblicke  für  verschiedene  Orte  der 
Erde  verschieden. 

Die  Coordinaten  des  Systems  II.  sind  für  jeden  Stern  fast 
constant,  weil  der  Pol  und  die  Ebene  des  Aequators  nahezu  un- 
veränderlich sind. 

Zu  den  Coordinatensystemen  fügen  wir  noch  folgende  Be- 
merkungen bei.     (Fig.  5.) 

Den  Bogen  zwischen  dem  Declinationskreise  des  Sterns  und 
dem  Meridian  nennt  man  den  Stunde nw in kel  (t).  Er  wird 
gezählt  im  Sinne  der  täglichen  Bewegung,  d.  h.  von  0.  nach  W. 
vom  Meridian  angefangen.  Der  Stundenwinkel  ist  veränderlich. 
Den  Stundenwinkel  des  Frühlingspunktes  nennen  wir  die  Stern- 
zeit  (Ö).     Wir  haben  also  die  Beziehung: 

0  ^a+t. 

Wird  ^  =  0,  so  wird 

06  =  ö. 
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Das  Gestirn  befindet  sich  im  Meridian,  wir  sagen  es  cul- 
minirt.  Kennt  man  also  a  eines  bestimmten  Sterns,  welcher 
im  Augenblicke  im  Meridian  ist,   so   hat  man  auch  die  Sternzeit 


des  Augenblickes. 


Nord 


Fig.  5. 


Zenith 


Stundenwinkel 


SU 


West 


Um   die    gegebenen  Coordinaten   in   andere    zu   verwandeln, 
hat  man  folgende  zwei  Fundamentaldreiecke  zu  betrachten. 


Zenith 


Fig.  6. 


Pol  der 
EldipliJc 


Stern 


Pol  des  Aeq 


Dabei  ist  s  Schiefe  der  Ekliptik  und  (p  die  geographische 
Breite  des  Ortes.  Die  Verwandlung  selbst  ist  eine  Aufgabe  der 
sphcärischen  Trigonometrie.  Die  Entstehung  der  beiden  Dreiecke 
mögen  die  Figuren  7  und  8  (a.  f.  S.)  versinnlichen. 

Durch  die  Anwendung  der  Fundamentalformeln  der  sphäri- 
schen Trigonometrie  ergiebt  sich: 

I.    sin  ß  =  sin  ö  cos  8  —  cos  ö  sin  a  sin  a 
cos  ß  sin  X  =  sin  d  sin  e  -|-  cos  ö  cos  e  sin  a 
cos  ß  cos  k  =  cos  d  cos  «. 
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IL  sin 8  =  sin ß  cos  s  -\-  cos ß  sine  sin X 

cos  Ö  sin  a  =  cos  ß  sin  s  sin  A  —  sin  ß  sin  s 
cos  8  cos  a  =:  cos  ß  cos  L 

Fig.  7. 

ZenUh. 


Um  diese  Formeln  für  trigonometrische  Berechnung  bequemer 
zu  gestalten,  setzen  wir  das  eine  Mal 

X,  sin  cp  =  cos  8  sin  w,    Kcoscp  =  sin  d, 
also 

tgq)  =  cotg  8  sin  a^ 
das  zweite  Mal 

Kcoscp  =  sin  ß^    K  sin  cp  =^  cos  ß  sin  A, 
demnach 

tg(p  =  cotg  ß  sinK, 
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SO  ergiebt  sich: 

^    ,        sin((p  +  f)  ,  ,  ■ 

tgX-=  ^^4 — -tqcA 1) 

Sin  cp         '^  ^ 

tg  ß  =  cotg  ((f  -\-  e)  sin  X 2) 

tga  =  ^4^ ^  tgl 3) 

tg  8  =  cotg  (cp  —  s)  sin  oc 4) 

Diese  Formeln  drücken  (a  6)  durch  (ß  A)  und  umgekehrt  aus. 
Die  Betrachtung    des    zweiten    Fundamentaldreieckes   liefert 
die  Formeln: 

III.  sin  d  =  sin  cp  sin  h  —  cos  cp  cos  h  cos  a 
cos  ö  sin  t  =  cos  h  sin  oc 

cos  8  cost  ^=  sin  h  cos  cp  -J-  cos  h  sin  cp  cosa 
und 

IV.  sin  h  =  sin  cp  sin  8  -\-  cos  cp  cos  8  cos  t 
cos  h  sin  a  =  cos8  sin  t 

cos h  cosa  =  —  cos  cp  sin  8  -\-  sin  cp  cos 8  cos t. 
Wir  setzen  analog  wie  früher 

X  cos  ip  =  sin  /i,     Ti  sin  t^  =  cos  h  cos  a, 


tgil^  z=  cotg h  cosa 
und 

K  cos  ip  =  cos  8  cos  f,    7c  sin  ip  =  si}i  8 
tgj\}  =  tgn  8  cos  t 
und  erhalten: 

,    ,  sin  a  cos  h 

tat  = 5) 

7CC0S{cp    —   1/;)  ^ 

sin  8  ^=  xcos{cp  —  i^)  . 6) 

COS xl^  tat 

tga  =    .    ,        ^ — ^ 7) 

'^  stn{cp  —  t\))  ^ 

,   1  cosa 

^  '  ~  tgn{cp  -  1^) ^^ 

Mit  Hülfe   dieser  Gleichungen   sind  wir  im  Stande,  mehrere 
Aufgaben  zu  lösen. 

I.    Es  soll  der  Auf-  und  Untergang  eines  bestimmten  Sterns 
für  einen  Ort.  dessen  geographische  Breite  cp  ist,  bestimmt  werden. 
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Für  diesen  Fall  ist  offenbar  h  =-=:  0,  also  in  lY. 

,s?V?  /^  =r  0  =  f>in  (p  shi  d  -f-  cos  (p  cof^  ö  cos  f^, 
und  daraus 

cos  ti^  ■=:  —  Uj  (p  .  ig  8 9) 

fo  ist  der  Stundenwinkel  des  Auf-  und  Unterganges  des  Ge- 
stirnes oder  der  halbe  Tagesbogen.  Kennt  man  die  Recta- 
scension  «  des  Sternes,  d.  h.  die  Sternzeit,  zu  welcher  der  Stern 
durch  den  Meridian  geht,  so  kann  man  die  Sternzeit  des  Auf- 
oder Unterganges  ausdrücken  durch 

Aus  der  obigen  Gleichung  folgt: 

1  —  cos  to  =  l  -\-  tg  cp  .tgÖ 
l  ^  costo  =  l  —  tgcp. tg d, 
daraus  folgt: 

1  _  ''^'P.^      ......     10) 

2  cos(cp  -\-  d)  ^ 

Die  Gleichungen  9)  und  10)  erklären  alle  Erscheinungen 
des  Auf-  und  Unterganges. 

Die  Gleichung  9)  ist  nur  möglich,  wenn 

tgcptgd  ^l, 
d.  h. 

(p  +  d  ^90^ 
ist,  also 

Ö  >  900  —  cp, 

so  geht  das  Gestirn  nie  unter,  für 

d  =  90^  —  cp 
berührt  es  den  Horizont, 

Um  den  Ort  zu  finden,  w^o  ein  Stern  auf-  oder  untergeht, 
braucht  man  bloss  in  der  Gleichung 

sin  8  — -  sin  (p  sin  Ji  —  cos  cp  cos  h  cos  a 
h  =  0  zu  setzen,  so  wi-  d 

cos  ÜQ  :=  —  sin  8  sec  cp. 
Der  negative  Werth  von  «o  ist   das  Azimuth  des  Aufganges, 
der  positive  jenes  des  Unterganges. 

Lehrbücher  der  sphärischen  Astronomie  sind:  Brunn ow, 
Lehrbuch  der  sphärischen  Astronomie,  Berlin  (4.  Aufl.  1881). 
Herr,  Lehrbuch  der  sphärischen  Astronomie,  Wien  (1887);  fer- 
ner:   Sawitsch,    Abriss    der   praktischen    Astronomie,   übersetzt 
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von  Peters  (1879j.  Souchon,  Traite  frastronomio  pratique, 
Paris  1883.  Von  den  älteren  bleibt  noch  recht  brauchbar:  Lit- 
trow,  Theoretische  und  praktische  Astronomie,  Wien  1821,  3  Bde. 
In  Bezug  auf  die  Coordinatensysteme  sind  jedoch  folgende 
Bemerkungen  zu  machen: 

I.  Die  Fundamentalebenen,  auf  die  wir  unsere  Coordinaten 
gegründet  haben,  ändern  sich  ebenfalls  mit  der  Zeit.  Die  grösste 
diesbezügliche  Veränderung  führt  den  Namen  der  Präcession. 
Diese  wird  durch  die  folgende  Rechnung  berücksichtigt. 

Sei  «Q  und  d^  die  Rectascension  beziehungsweise  die  Decli- 
nation  eines  Sternes  im  Jahre  1750, 

.da      ^        ^     ,    d  6 

„  =  „„  +  _,  ö  =  d„  +  ^ 

jene  zur  Zeit  1750  -\-  f,  so  wird 


■—  =:  m  -)-  n  tg  6  sin  a 


dö 
wobei 


—  ncosa. 
dt  ' 


m  =  46"  02824  +  0"  0003086450  < 
n  =  20"  06442  —  0"  0000970204  f. 

Diese  Formeln  gelten  jedoch  nur  so  lange,  so  lange  der 
Stern  nicht  in  der  Nähe  des  Poles  sich  befindet.  Ist  dieses  der 
Fall,  so  rechne  man: 

iy  2"  ^^'  +  ^)  ^  ^^'^  2"  ^^'  +  ^'^  ^^  ~2  ^^'  ""  ^'^ 

1  1  f^otg  j  (/;  -  70 

2  ^^'  ~  ^^  ""  2"  ^'^  "~  ^'^  — i 

sin  —  {f'o  +  £o) 

^9  -^Q  =  ^9  ^  (f  i  +  h)  sin  ~  {z'  -f  ^) 
^  =  «   +  rt  -f-  ^ 
A'  =  a'  +  ^'  -  ^' 
p  r=  sin ßltgd  -^  tg  —  ScosäL 
wodurch  man 
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p  sin  A 


tg  {A'  -  ^)  =  j- 


pcosA 


j  ^        C0s\  {A  +  A) 


tg^(S'-S)  =  ty  -0 j 


COS  —  {A'  —  A) 

findet.     Dabei  wird  oc  und  d   als  für  1750  -f-  t  gegeben  betrach- 
tet.    «'  und  d'  sind  die  Werthe  für  1750  +  i\ 
Ferner  ist  für  1750  +  ^ 

fo  =  230  28'  18"0  +  ^2  0",0000098423 
\  =  50"37572^  —  0"0001217945^2 
a  —  0"17926  —  0"00026G0393^l 
Dieselben  Grössen  für  1750  -(-  i'  sind  £o,  ^i,  o! - 
Ausser  dieser  nichtperiodischen  Aenderung  giebt  es  eine  aber 
ungleich  kleinere  periodische,   die  man   Nutati on   nennt.      Die 
hierzu   gehörigen   Formeln   sind   aber   zu  complicirt,  als  dass  sie 
hier  mitgetheilt  werden  könnten.     Man   findet   sie  in  dem  oben 
citirten  Werke  von  Oppolzer. 

IL  Die  astronomischen  Tafeln  beziehen  die  Oerter  der  Ge- 
stirne auf  den  Erdmittelpunkt.  Die  Beobachtungen  geschehen 
aber  auf  der  Oberfläche.  Man  versteht  nun  unter  der  Parallaxe 
denjenigen  Winkel  am  Gestirne,  welcher  durch  die  beiden  Ge- 
sichtslinien vom  Mittelpunkte  der  Erde  und  dem  Orte  auf  der 
Oberfläche  nach  demselben  gebildet  wird.  Dieser  ist  für  die 
Fixsterne  fast  Null.  Bei  den  Angehörigen  unseres  Sonnensystems 
muss  aber  auf  die  Parallaxe  Rücksicht  genommen  werden.  Dies 
geschieht  durch  folgende  Daten: 

Sei  a  die  halbe  grosse  und  h  die  halbe  kleine  Axe  der  Erde 
(welche  als  ein  Umdrehungsellipsoid  betrachtet  wird)  und 
a  =  6377398  m,     Joga  =  6,8046436 
b  =  6356080m,     logh  ^  6,8031894     ^    ®^^^  ^' 
ferner  q  der  Erdradius  für  die  Polhöhe  cp,  so  dass,  wenn 
a^  —  h^  a  —h 

a^  -\~  h^  a  -[-  0 

gesetzt  wird,  _^ 

_  a2  -f-  7/2     y  1  -|-  2  m  cos2(p  -\-  m^ 
^  ~    a  -^  b   '  Vi  4-  2n  cos2(p  +  n"^ 
oder 

log^  :=  9,9992747  +  Ofi00121l  cos2  cp  —  0,0000018  cos  4  9? 
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die  verbesserte  Polhöhe 

Dabei  ist  die  Polhöhe  (p  der  Winkel  zwischen  dem  Horizont 
und  der  Weltaxe  am  Beobachtungsort  oder  der  zwischen  dem 
Aequator  und  der  Normale  des  Beobachtungsortes,  9'  dagegen 
jener  zwischen  q  und  dem  Aequator.     Man  findet 

(p'  z=  (p  ~  11' 30"  65  sm  2  g)  +  V'Usin^cp 

Sei  die  Lage  des  Beobachtungsortes,  bezogen  auf  den  Erd- 
mittelpunkt, gegeben  durch 

X  ^=  QCOS  (p'  COS  ß 

y  =  Q  COS  cp'  sin  6 
s  =■  Q  sin  cp', 
so  sind  die  anzuwendenden  genäherten  Formeln: 

,  n  Q  coscp'     sin  (0  —  •«) 

^  cos  0 

^^        cos{d  —  a) 

vv ^ ;r  Q  sin  (p'    sin{y  —  ö) 

^  sin  y 

TC   ist   die   sogenannte    Aequatorial- Horizontalparallaxe    der 

Sonne,  d.  h.  der  Winkel  8"  84;  z/  ist  die  Entfernung  des  Gestirns 

von  der  Erde  (Halbmesser  des  Aequators  =  1  gesetzt).     Für  den 

Mond  müssen  die  strengeren  Formeln  angewendet  werden.  Man  hat 

o  cos  op'     .    , 

~ — \  sin  (a  —  6) 


,  Q  COS  Cp 

z/  COS  8        ^  ^ 


-±sin{y~ö) 
tg{d'~d)==-  -    ^ 


wobei 


1  ^2AcosiY-d) 


ß  sin  y  =  sin  (p' 

cos  [ö  -  i  («'  +  a)] 


ßcosy  =  COS  cp'  ' 

Laska,  mathem.  Formelnsammlung 


COS   —   («'    —    «) 

2i 


38 
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III.  Da  die  Lichtstrahlen  durch  den  Durchgang  durch  die 
Atmosphäre  modificirt  werden,  so  muss  an  die  Beohachtungen 
eine  Correction  wegen  Refraction  angebracht  werden.  Man 
hat  sie  empirisch  bestimmt.  Eine  Tafel  der  mittleren  Refraction 
findet  man  im  Anhange. 

IV.  Das  angebbare  Verhältniss  der  Lichtgeschwindigkeit  zur 
Geschwindigkeit  der  Erde  bedingt  ferner  eine  Correction  wegen 
Aberration. 

Man  findet  für  die  jährliche  Aberration  der  Fixsterne  die 
Formeln : 

Ol!  —  06  =  —  20"  4451  [cos  0  cos  £  cos  «  -|-  sin  O  sin  a\sec^ 
d'  —  d  =  -|-  20"  4451  cos  O  [sin  a  sin  d  cos  b  —  cos  d  sin  e] 
—  20"  4451  sin  O  cos  a  sin  8. 
Dabei  ist  0  die  Länge  der  Sonne  von  der  Erde  aus  gesehen, 
und  für  die  tägliche  Aberration,  wenn  (p  die  Polhöhe  bezeichnet: 
ci'  ~  a  =  0"  3113  cos  g)  cos(ß  —  oi)secd 
6'  ~  d  =  0"  3113  cos  tp  sin  {6  —  a)  sin  d. 


§.  174. 

Astromechanik. 

Seien  rr,  ^,  ^  die  Coordinaten  des  Planeten  von  der  Masse  m, 
und  es  werde  als  Anfangspunkt  der  Schwerpunkt  der  Sonne, 
deren  Masse  =  1  angenommen  wird,  genommen.  Bezeichnet 
man  weiter  mit  r  die  Entfernung  des  gestörten,  mit  ri  die  des 
störenden  Planeten  vom  Sonnenschwerpunkt,  mit  H  deren  helio- 
centrische  Winkelentfernung,  und  setzt 

^     i^  =r pl—      — -COS  H) 

l  -\-  ni\zJ         r{  } 

^2  =:  ^2  _j_  ^^2   _    2  ^  fj  COS  H^ 

SO  lauten  die  Differentialgleichungen  des  Problems 

d^X       ,  9/-,        I  N     ^  2/1        I  \    ^"^ 

dp    ^        ^      '       ^  r"  ^      '       ^   dx 


^^y  \    9/11     ^  y       0/1   I     ^'d^      -X7 

_^  +  x-(l  +  m)  ^  =  .^(1  +  m)  —  =   1 

d'^  Z        ,  2/11  \      ^  2/1         I  xÖ'ß  r7 


Ij 
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Setzt  man 


so  folgt 


rz;  =  r  cos  b  cos  l 
y  =  rcosb  sin  l 
z  =  r  sin  b, 


d^r  oj/'diy        fdbW 

7l¥-''''-\di)~\Jt)  + 


gr    '        8r    '      CT 


dl 


xY  -  ijX 


dx     ,      ^^dif     ,      ry'd  z 


_d 
d 

dty    dt\    '    '    ^^"^^'"'^\dlj    ~^^db^^db     '     "  db 

Dieses    ist    die    Form   der   Bewegungsgleichungen  in  Polar 

coordinaten.     Setzen  wir  endlich 

sin  b  =  sin  i  sin  {v  —  w) 

cos  b  cos  (l  —  Sl)  =  cos  (v  —  w) 

cos  b  sin  {l  —  Sl)  =  cos  i  sin  (v  —  w)^ 
so  wird 

dt'     '^\dt)+       ^^—-^d^  +  ^d^+^dV-^'^^+'^'^JV 


11) 


d 


dv] 


dt[     dti 


r2 

da 
d  V 


x^^  I  v'^y 


+  Y^^  +  Zl^ 

'  0  V  cv 


^    .    .  dv     di 


[      dw    ' 


dy 


8ii 
dv 
dz 


nila) 


^  dw  ^-^  div 


oder 


Man  hat  auch 
9    .    .  dv     di 
dt     dt 

dv  dU 


\    dsi^  ^  dsi 

dx 


dz 


^^^^■^^Ii¥?  =  M^i7+^l7+^a^ 


dzy 


III  b) 


Die  erste  der  Gleichungen  II)  kann  auch  geschrieben  werden 

■^—  [rcosb]  —  rcosb   -j-     =  — -^  cosb ttt-  stnb  .  IIb) 

«f^  '  [dt]  dr  r    ob  ^ 

Dabei  ist 


x2(i 


m)  dx    ,         dy    •        dz  _dQ 


aa?         dy 

^db-^^db 


d_z_ 
db 


a_g 

a() 

dl ' 


38* 
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Setzt  man  nun 


s  =  tg  b^    u 


r  cos  h 


so  wird 


^  —  —  u^  cos  b      ^ 


ör  du 

—^  ^=  u^r  sin  b  —^  A -p  — -^  • 

db  cu     ^    cos^b    ds 

Und  man   findet,  indem   man  die  zweite  Gleichung  des  Sy- 
stems II)  mit  r^cos^bdl  multiplicirt  und  integrirt 

dt:=  ==iL_.        ....       llc) 

Die  Gleichung  II  b)  liefert 

-jw hjl)    =  —  u^  ^  —  US  —^ 

dr         u  \dtj  du  d  s 

oder 


dt]  ''^  M  \dt)    ~       \du  '^  u   ds] 


d^{  ^du_dl\    ,     1  fdl\^  ^\dQ    ,     s   dQ' 

dtr  dt 


Ersetzt  man  dt  aus  II c)  und  führt  dl  an  die  Stelle  von  dt 
ein,  so  folgt  nach  einiger  Umformung 

dQ     }_du        d_Q s    dQ 

d^u    ,  'dl      u^  dl         du         u    ds         ^  „in 

*p  +  "  + ..  .  .  reo    dl =  »■   ^   ■   "'') 


-+^fyi-4 


und  bei  ähnlicher  Behandlung  der  letzten  der  Gleichungen  II) 
d's    ,        ,     dl      dl       ('+')  ds  ou        ^       „   , 

wodurch  man  eine  der  elegantesten  Transformationen  unseres 
Problems  gewinnt. 

Vergl.  Resal:  Traite  element  de  mec.  celest.  IL  Ed.,  p.  27. 
Laplace:   Mecanique  Celeste,  Tom.  I,  p.  174  (Ausgabe  von  1843). 

Hansen  hat  ein  bewegliches  Coordinaten System  eingeführt 
(Auseinandersetzung  einer  zweckmässigen  Methode  zur  Berech- 
nung der  absoluten  Störungen  der  kleinen  Planeten  I.). 
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Sei 

^  =  «2^  + /^2^  +  r2S, 

wo  a,  /3,  y   Functionen   der   Zeit   sind ,  für   welche   zunächst   die 
Gleichungen 

a^  +  ß^  +  y'  =  1     aa,+ßß,+yy,=:0 
^!  4-  /5/  4-  r/  =  1     c,a,  +  ß   ß,^y  y,  =  0 

«l  +  ft^  +  rl=-i    «i«2  + A/52  +  rir2  =  o 

gelten,  die  bekanntlich  die  Orthogonalität  der  Substitution  kenn- 
zeichnen, sodann  noch  die  Gleichungen 

,da_d£dy_ 

^  dt    ^^    dt   ^^    dt 

.da,  d^  dn 

^  dt  ^^  dt  ^^  dt         ^ 
^^^  _ 

^  dt  '^^  dt  '^  ^  dt    ~ 


und 


Tt'^^'HJ'^P'  ~dt 


dß  dßi    ,  dß^        . 

welche  die  drei  noch  übrig  gebliebenen,   von  einander  unabhän- 
gigen Bedingungsgleichungen  abgeben. 

In  Folge  dieser  Gleichungen  wird  zu  jeder  Zeit  die  Coordinate  ^ 
gleich  Null,  und  da 


+  ß 

dz 

dn 

dil 
=  «'  dx 

+  ßl 

dSi    , 

c  z 

-"'  dx 

+  A 

dz 

ist,  so  wird 

+  H 

Hl  +  m) 

1 

:.^(l+m)|| 

d-^ri 
dt' 

+  " 

'a  +  «0 

Q' 

:Al+«0|f 

IV) 
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die  vierte  Form  der  Fundamentalgleichungen  sein,  wobei 

p^  =  |2  + 1,\ 

Es  wurde  bisher  keine  genügende  Integrationsweise  dieser 
Differentialgleichungen  gegeben.  Ihre  Integration  ist  nur  gelun- 
gen für  den  Fall,  wo 

^  =  0, 
den  wir  sofort  auseinandersetzen  werden,  weil  er  die  Grundlage 
aller  Arbeiten  bildet,  ferner  für  den  Fall,  wo  Sl  eine  insbeson- 
dere einfache  Gestalt  annimmt.  Man  spricht  im  ersten  Falle 
von  einer  ungestörten,  im  letzteren  Falle  von  einer  intermediären 
Bahn.  Um  diese  letztere  hat  sich  insbesondere  H.  Gylden  ver- 
dient gemacht.  (Eine  übersichtliche  Darstellung  der  Gylden'- 
schen  Methode  giebt  Backlund  in  der  Zeitschrift  Copernicus, 
Bd.  II,  S.  203.) 

Betrachten  wir  also  die  ungestörte  Bewegung:  Die  zu  in- 
tegrirenden  Gleichungen  sind: 

wobei 

r2   =   ;r^  -)-   ?/2  _j_   ^2 

zu  setzen  ist.    %  ist  bekanntlich  die  Gauss' sehe  Constante,  also 

K  =  0,0172021...     oc^  =  0,0002959...     LogK  =  8,2355814, 
ihre  Herleitung  wird  weiter  unten  angegeben. 

Diese  Gleichungen  liefern  zunächst  die  drei  Flächenintegrale 
dy  dx  n/—      . 

dx  dz  n/—  .    .    •    ^ 

^  -TT  —  ^  777  =  ^2  ^=  %Vpszni  stn Sl 

dz  dy  i/~  '    '       r^ 

y  -ff  —  ^•j7  =  ^3  =  5fKi>  sin  %  cos  Sl, 


woraus 


oder 


^  +  Ciy  +  C2X  =  0 
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folgt,  d.  h.  die  Bewegung  geschieht  in  einer  Ebene.  (I.  Kepler'- 
sches  Gesetz.) 

Wir  können  demnach  weiterhin  nur  die  Gleichungen 

in  Betracht  ziehen.     Man  hat 

2ds  =  r'^dv  =  xdy  —  ydx  =  C^dt, 
demnach 

2S=C,t-{-C,. 
Daraus  folgt,  dass  die  durch  den  Radiusvector  beschriebenen 
Flächen  der  Zeit  direct  proportional  sind,  wir  haben  nämlich 
2(^  _  S')  =  C^{t  —  t')    (II.  Kepler'sches  Gesetz.) 
Sei  g  die  Geschwindigkeit,  so  ergiebt  sich  weiter 


Man  hat  aber 


und  da 

r^  =  x^  -{-  iß, 
also 

dr  dx  j^      dy 

so  findet  man 

Tt  \\Tt)  +\Tt)]^         7^         dt  -  ''• 

Hieraus 


.  =  Vc.  +  ^^^!il+^. 


Man  hat  identisch: 

,      o^/dx^    .    dy''\       fxdx    ,    ydy\^       (    dy       ,,dA' 

daraus  folgt 


+  df=  ''^' 


VC,r'  +  2x^(1  +  m)r  -  Gl 
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oder  da 

r^dv  =  C^dt 
C,dr 


±dt 


rVCr^r^  +  2;c(l  +  m)r  —  C^ 
Führen  wir  nun  zwei  neue  Constanten  a  und  e  so  ein, 

C5  -  - 

0|  =  a(l-e^)x'i(l+m), 


so  folgt: 
oder 


cos  (v  -\-  w)  =  —  ' 


e  i         r 


r  =  - — ■. — ^^ 7 — T r     (IIL  Kepler'sches  Gesetz.) 

1  -\-  e  cos  {v  -\-  w)    ^  ^ 

Die  Planetenbahnen  sind  also  in  erster  Annäherung  Kegel- 
schnitte. 

a  ist  die  halbe  grosse  Axe,  e  die  Excentricität,  der  Para- 
meter p  ist  bestimmt  durch 

p  =  a(l  —  e^). 

Die  Sonne  liegt  im  Brennpunkt.  Die  Gerade,  mit  welcher 
die  grosse  Axe  zusammenfällt,  nennt  man  die  Apsidenlinie, 
ihre  Schnittpunkte  mit  der  Ellipse  werden  je  nach  der  grösseren 
oder  kleineren  Entfernung  von  der  Sonne  Aphel  oder  Perihel 
genannt.  Sei  q  der  lineare  Abstand  des  Perihels  vom  Sonnen- 
mittelpunkte, so  wird 

i>  =  2(1  +  4 

Zählt  man  den  Winkel  v  vom  Perihel  aus,  so  wird  w  gleich 
Null.     Aus 

S'  -  8=  C,{t'  -t) 
folgt,  da  für  die  ümlaufzeit  T^  S'  —  S  =  abn  wird. 


also 


X  Va(l  —  &^)  Vi  +  m  T=  a^Vl  - 

-  e^TT, 

2  a% 

TVl  +m 

Setzt  man  nach  Gauss 

a=  1 

T=  365,2563855 

m  —  1  :  354710, 

Astromechanik. 
SO  wird 


X  =r  0,0172021, 
wie  früher  angeführt  wurde. 

Da  diese  Grösse  für  alle  Planeten  gleich  bleibt,  so  folgt: 


a%  «1% 


T  Vi  +  m        Ti  Vi  +  mi 
für  irgend  welche  zwei  Planeten, 
Wir  hatten 


(IV.  Kepler'sches  Gesetz.) 


(/  =  kVi  -j-  m  1/ , 


die  Bahn  wird  also  eine 

Ellipse,       wenn  g  <.  ^i  y  — 

Hyperbel,       „     ^  >  x  j/^ 

Parabel,         „      g  =z  k  y  — 

Um  die  Beziehung  zwischen  v  und  t  zu  erhalten,  schreiben  wir 
r^dv  ^=  Kyp{l  -\-  m)dt, 


hieraus 


k]/1  -\-  m         r  dv 


/, 


i?/^  J    (1  +  ecosvy 

Sei  nun 

1  l  —  e 

T^  =  ig*^  17  "f^,       K=   -    ß   =  rr—, 

^  1    -|-   6" 

so  wird  für 

l,    e=  1  (Parabel) 

KVi  +  m  r 

J  eine  Constante. 
IL    e  <  1  (Ellipse) 


% ^  =  ~  1  _L^^  +  T7=   «**^^^  (r Va)4-^- 


i)%  ~        1  _)_«,:  H-y- 

III.    e  >  1     (Hyperbel) 
K  Vl-\-m(l-+-ey(l  —  e)     _  "lex 


+  J^lognat\'-±4ßi-^J^ 


602  Astromechanik. 

Bezeichnen  wir  mit  v  die  walire  Anomalie  wie  oben,  M  die 
mittlere  Anomalie,  sowie  mit  u  die  excentrische  Anomalie,  so 
haben  wir  folgende  Beziehungen: 


tg  -  u  =  tg  -V']/^ 


e 

u  —  e  sin u  =  s  -\-  nt  =  M 


X  Vi  4-  m 
n  = ^-^ 

e  =  sin  (f 


tg 


Vrcos  —  =  Va(l  —  e)cos  -^ 


Vr  sin  —  =  ya{l  -[-  e)  sin  -r- 

r  =  a  (1  —  e  cos  u) 

rcosv  =  a  (cos  u  —  e) 

r  sin  V  =  a  cos  (p  sin  ti 

cosu  —  e 

cos  V  = 

1  —  c  cosu 

cosv  -1-  e 

cos  U  =  :; ; 

l  -\-  ecosv 


sm 


—  (v  —  u)  =  V  —  stn  -^  sm  u, 


alle   diese   Formeln   gelten   für  elliptische  Bahnen.     Für  hyper- 
bolische setzen  wir 


oder 

rVß^tg^F 

und  erhalten: 

""  ( _  'tyk    =^tgF  -log  nat  ig  (^4.b  -  yj, 

die  Auflösung   dieser  Gleichung   geschieht  nach  der  Regula  falsi. 

Wie  auf  diese  Formeln  die  Bahnbestimmung  zu  gründen  ist, 

sehe  man:  Oppolzer,  „Lehrbuch  zur  Bahnbestimmung  derKome- 
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ten  und  Planeten",  zwei  Bände  {I.  Bd.,  2.  Aufl.,  II.  Bd.,  1.  Aufl.), 
Leipzig  bei  Engelmann,  oder  auch:  Klinkerfues,  „Theo- 
retische Astronomie",  Braunschweig  1872,  oder  endlich:  Gauss, 
„Theoria  Motus"  1809,  übersetzt  von  Haase,  1865,  und  neuer 
Abdruck  1877.     Auch  Gauss'  Werke,  YIL  Bd.,  1874. 

Einige  Reihenentwickelungen. 

1)   Aus 

u  —  e  sin  u  =  8  -l-  nt 
folgt:  ^ 

u  =  s-^nt^e sin nt-^—  sin 2  n  t 

-|- ö^  (3  sin  Snt  —  sin n t) 

ßi 
-j- 7j-^  (2  sin  4:nt  —  sin 2nt) 


-  27"-^  (535m  hnt  —  SUin  3nt^2  sinnt) 


+  ••• 

r  =  a(l  —  ecos  u) 


2)    Aus 

folgt: 

r  ß'i 

~  =  l—ecosnt  —  —  (cos  2nt—l) 


g3 

—  2^  (3  cos  3nt  —  3  cos n t) 

ßi 

—  y  (cos 4.nt—cos2nt) 

—  27~3  (5^  cos  5  wf  —  5  .  33  cos  3  w^+  5  .  2  cos  nt) 

ß& 
~  2Ä~h  ^^  ^  <^^^  ^  ^^  ^  —  2  5  cos  4 1?^  -f-  5  cos  2  n  t) 


3)   Aus 


^^  2  =  \  Y^e  ^^  2 
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v:=6~{-nt-\-2esinnt-\--j-  e^^sin2nt 

-j-  ^y-r-  (13  sin  ^nt  —  3  sinnt) 
-\-  ^——  (103  sin  int  —  4.4=  sin  2  nt) 

Li        .    O 


e5 


26.3.5 


(1097  sw  bnt  —  645  sw  3  w ^ -^  50  sw  n t) 


Wir  wollen  nun  die  astronomischen  Coordinatensysteme  be- 
trachten, um  zu  sehen,  wie  die  Astronomie  die  Constanten  ver- 
wendet. 

Sei  w  der  Abstand  des  Perihels,  vom  Knoten  in  der  Bewe- 
gungsrichtung des  Himmelskörpers  gezählt,  ferner  Sl  der  Winkel 

Fig.  9. 


Aphcl 


Frühjahrspunkt 


Perihel 


Schnitt  der  Bahn  mit  der 
Ekliptik  (Knotenlinie) 


zwischen    dem    aufsteigenden  Knoten   und   dem   Frühlingspunkt, 

so  wird 

tv  -\-  Sl  =  Jt 

die  Länge   des  Perihels   genannt.    Auch  ist,  wie  aus  Fig.  9  er- 
sichtlich, 

u  -\-  W  =  V. 
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Es   bezeichne   h    die    Seite   I?  C,   /  —  ^  die   Seite   A  C  im 
sphärischen  Dreiecke  Ä  B  C\  so  ergiebt  sich: 
^  z=  rsinb 
y  z=  rcosbcosl 

X  =  r  cos  h  sin  l. 
Nun  ist  aber 

sin  h  =  sin  u  sin  i 

cos  b  cos  (l  —  Sl)  =  cos  u 
cos  b  sin  (l  —  Sl)  ^=  sin  u  cos  i. 
Schreibt  man  also  in  den  früheren  Formeln  für  l 
{l  —  Sl)  -^  Si, 
so  ergiebt  sich  unter  Benutzung  der  letzteren: 

X  =^  r  [cos  u  cos  iß  —  sin  u  sin  Sl  cos  i] 
y  =:  r  [cosu  sin  Sl  -\-  sin  u  cos  Sl  cos  i] 
^  =  r  {sinu  sini]. 
Man   nennt   /  die  heliocentrische   Länge,    und   b   die   helio- 
centrische  Breite. 

Unter    Bahnelementen   versteht   man   die    Angaben    der   die 
Bahn  charakterisirenden  Grössen.    Diese  sind: 
I.    Halbe  grosse  Axe  a. 

II.    Die  Excentricität  e,  oder  da  e  =  sin  cp^  auch  cp. 
Anmerkung.     Bei   den   parabolischen   Bahnen   wird   e  =  l 
und  a  ==  00.     Hier  wählt  man   also  zur  Dimensionsbestimmung 
die  Periheldistanz  q. 

III.  Der  Ort  für  eine  bestimmte  Zeit  (Epoche). 
Anmerkung.     Bei  Bahnen  kleiner  Excentricität  (Planeten- 
bahnen) benutzt  man  die  Angabe  der  mittleren  Anomalie  M  zur 
Zeit  der  Epoche;  bei  sehr  excentrischen  Bahnen  wählt  man  die 
Perihelzeit  T. 

IV.  Der  aufsteigende  Knoten  Sl. 
V.    Die  Neigung  i. 

VI.    Der  heliocentrische  Bogenabstand  des  Perihels  vom  auf- 
steigenden Knoten  iv. 
Zu  diesen  Elementen   wird  noch   die   mittlere  tägliche  side- 

rische  Bewegung  ^  

%  Vi  -1-  m 

f*  =  — ^^?^ 

und  oft  noch  die  Masse  hinzugefügt. 
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Für  die  Störungsrechnung  ist  es  wichtig,  die  Entfernung 
zweier  Planeten,  sowie  den  Winkel,  den  ihre  Radienvectoren  mit 
einander  einschliessen ,  zu  kennen.  Seien  r  und  /  ihre  Entfer- 
nungen von  der  Sonne,  sowie 

11=  2i  (rr'), 
so  wird 

z/2  =  (x'  —  xf  +  (?/'  —  2/)-  +  (^'  —  ^y  =  r'-  +  r'-^  —  2  r  r'  cos  // 

und 


cos  II 


X     X   j^  y      y  j^  z      z 


Es  wird  aher  vortheilhaft  sein,  diesen  Winkel  durch  die  in 
den  Elementen  gegebenen  Grössen  ausgedrückt  zu  haben.  Dies 
erreichen  wir  durch   folgende  Ueberlegung.     Sei  A  der  Schnitt- 


Fiff.  10. 


Fig.  11. 


Xfo/ml 


^-  91 


BahnE. 


punkt  der  Schnittlinie  der  beiden  Bahnen,  sowie  B  jener  des 
Radiusvector  r,  und  C  jener  des  Vectors  /  mit  einer  Kugel  um 
den  Sonnenmittelpunkt,  deren  Radius  ==  1  ist.  Sodann  wird  oöen- 
bar  B  C  =  H  sein.     Setzen  wir  noch: 

BÄ  =  v  +  n 

CA  =  v'  +  77', 
ferner  den  Winkel  bei  J.  =  J,  so  wird  offenbar: 
cos  II  =:  cos  (v  +  n)  cos  (v'  +  17')  -f  sin  {v  +  77)  sin  {v'  +  77')  cos  I, 
wobei  die  Grössen  TT,  77',  Jaus  nebenstehendem  Dreieck^(Fig.  11) 
sich  ergeben  wie  folgt: 
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.    I    .  n'  -^  n  .  si  —  si'  .   i  -^  i' 

sin  TT  stn pr =  —  sin ^ sm  — - — 

.    I       n'  4-n      ,       ^  —  si'   .   i  —  i' 

sin  --  cos  ^ =  -|-  cos  ~ sm  — - — 

J    ..    TT'  —  77               .    ß  —  ß'     .     ^ +  ^' 
cos  -^  sm =  —  sm sm  — - — 

I       n'  —  n      ,       ^  —  a'      i  —  i' 

cos  -T  cos =  -h  cos t: cos 


2  2  '22 

nach  den  bekannten  Gleichungen  von  Gauss.     Setzen  wir 

V  —  v'-{-n—  n'  =  x 

so  folgt: 

cos  H  =  (l  —  v)cosx  -\-  V  cos  y. 

Es  wird  noch: 

cos2Hz=  —  2  V  (1  —  v)  +  (1  —  vy  cos  2  X  -\-  v'^  cos  2  y 

-j-  2  v  (1  —  v)  cos  (x  -\-  y)  -\-  2  V  (1  —  v)  cos  (x  —  y) 

etc. 

dcosH 


dv 
dcos2H 


(1  —  v)sinx  -\-  vsiny 
=  2 (1  —  i/js sin 2 x-[-  2  v"^ sin 2y-\-4:v{l  —  v)  sin  (x -f- y) 


etc, 


Vergleiche:  F.  Tisserand,  Developpement  de  la  fonction 
perturbatrice  etc.  Annales  de  l'Observ.  de  Paris,  Tom.  XV,  und 
0.  Baclund,  Zur  Entwickelung  der  Störungsfunction,  Mein,  de 
l'Acad.  de  St.  Petersbourg,  VII.  Ser.,  Tom.  XXXII,  Nr.  4. 


§•  l'^5- 
Dioptrik. 

A.     Allgemeines. 

1)   Sei  i  der  Einfallswinkel,  r  der  Brechungswinkel,  so  wird 

sin  i 

— —  =  constant  =  n 

sin  r 
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der   Brechungsquotient    genannt.      Sei   v   die   Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit vor,  v'  jene  nach  der  Brechung,  so  wird 

V   sini  

v'         sinr 

Multiplicirt  man  noch  Zähler  und  Nenner  mit  der  bei  der 
Brechung  ungeänderten  Schwingungsdauer,  so  folgt  noch 

A   V   sini 

V         v'        sinr  ' 

wobei  l  die  Wellenlänge  ist. 

Der  Winkel  r  wird  zum  Grenzwinkel,  wenn 

1 

smr  =  — • 

n 

Sodann  tritt  totale  Reflexion  ein.  Auch  im  allgemeinen 
Falle  erhalten  wir  eine  Reflexion.  Man  hat  hier  v  =  v'  zu 
setzen,  woraus 

r  =  1800  —  i 
folgt.    Der  Einfallswinkel,  für  den  die  Gleichung 

i  -\-  r  =  90" 
gilt,  wo  also 

tgi  =  n^     (Gesetz  von  Brewster) 
nennt  man  den  Polarisationswinkel.     Fällt  natürliches  Licht 
unter  diesem  Winkel  auf  einen  nichtmetallischen  Körper,  so  wird 
es  zum  grossen  Theil  linear-polarisirt. 

2)  Es  sei  eine  brechende  Kugelfläche  gegeben.  Fassen  wir 
sodann  die  von  einem  Punkte  ausgehenden  Strahlen  ins  Auge, 
so  sehen  wir,  dass  ihnen  wieder  Strahlen  eines  Bündels  ent- 
sprechen. Beide  Bündel  sind  zu  einander  perspectivisch  bezüg- 
lich der  brechenden  Fläche.  Sind  zwei  solche  Flächen  gegeben, 
so  ergiebt  sich  Folgendes: 

Den  unendlich  fernen  Punkten  der  Axe  des  Systems  ent- 
sprechen als  conjugirte  Punkte  die  Brennpunkte  und  die  durch 
sie  senkrecht  zur  Axe  gelegten  Ebenen  bilden  die  Brennebenen. 
Diejenigen  Ebenen,  wo  Bild  und  Object  gleich  gross  sind,  werden 
Hauptebenen,  ihre  Schnittpunkte  mit  der  Axe  Hauptpunkte 
genannt. 

Zwei  conjugirte  Punkte,  durch  welche  der  Lichtstrahl  so 
hindurchgeht,  dass  er  mit  der  Axe  im  ersten  und  letzten  Medium 
denselben  Winkel  bildet,  werden  Knotenpunkte  genannt  und 
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die   durch   sie    zur   Axo    senkrecht    gelegten   Ebenen,  Knoten- 
ebenen. 

Fallen  zwei  conjugirte  Punkte  zusammen,  so  entstehen  die 
symptotischen  Punkte  (Ä  und  B).  {Listing,  Pogg.  Ann. 
CXXIX.}      Bezeichnen  wir  mit 

//'  die  Brennpunkte, 

hh'  die  positiven  und  hh'  die  negativen  Hauptpunkte, 

h  h'  die  positiven  und  k  k'  die  negativen  Knotenpunkte, 
so  giebt  die   folgende  Figur  ein  Bild   der  Zusammengehörigkeit 

dieser  Punkte. 

Fig.  12. 


Sei  a  ein  Punkt,  a'  der  ihm  conjugirte,  sei  ferner  fh  =  9, 
f'h'  =  cp'.  wobei  (p  und  cp'  die  Brennweiten  darstellen,  so  wird 
«/.  af  =  (p-(p'. 
Sei  5,  b'  ein  anderes  Punktepaar,  so  wird 

ab'^a'b'~ 
Aus  dieser  Gleichung  ergeben  sich  folgende  Relationen: 


(jp            cp- 
ah     '    h'a' 

=  1 

<p           (p' 
aE    '    Fa' 

T=    - 

cp'            (p 
ak    1    A-'a' 

—     1 

(p'           cp 
ak    '    A-'a' 

=     - 

1. 


Laska,  mathem.  Formelnsammlung. 


39 


61Ö  Dioptrik, 

Dabei  ist  die  Richtung  vom  ersten  zum  letzten  Medium  als 
positive  angenommen  worden  und  a  &  =  —  &  a,  wie  in  der  Strecken- 
rechnung. 

Ist  das  erste  und  letzte  Medium  dasselbe,  so  fallen  die 
Knotenpunkte  mit  den  Hauptpunkten  zusammen. 

Seien  N  und  N'  zwei  conjugirte  Ebenen  senkreclit  zur  Axe, 
a  und  a'  ihre  Schnittpunkte  mit  der  Axe,  und  p  der  Schnitt- 
punkt aller  Yer bindungsgeraden  je  zweier  conjugirten  Punkte 
dieser  Ebene.  Wir  bezeichnen  nun  mit  e  das  Verhältniss  ap 
:  a'  p^  also 

ap 
a  p 

Sei  X  die  Axe,  If  und  M'  zwei  conjugirte  Strahlen.  Wir 
setzen 

_tg(XA) 


n 


tg{XÄ') 


und  erhalten  folgende  Tafel  der  Fundamentalpunkte. 


s 

n 

/OD' 

—  0 

—  0 

00/' 

00 

CO 

hW 

+  1 

^9' 

hW 

—  1 

9> 

kk' 

4-^ 

-h  1 

kW 

1 

1 
95 

(^ 
(^ 

9' 

—  1 

A 

-y(f2_ 

-    V^2) 

^,2) 

B 

-f  y(^2_ 

V.2J 

V.2J 

Dabei  wurde  zur  Abkürzung 

qp  .  qo'  =  i/;2 

1 


^=-t//' 


gesetzt. 
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Man  vergleiche  die  vorzügliche  Abhandlung  von  F.  Lippich: 
Die  Fundamentalpunkte  eines  Systems  centrirter  brechender  Kugel- 
flächen. (Mitth.  des  steyr.  naturw.  Vereins,  Graz  1871.)  Die 
Hauptpunkte  erkannte  Moebius  {Grelle  J.  V.,  S  113,  §.  10, 
S.  122}.  Die  Knotenpunkte  Moser  {Dove,  Repert.  V.,  1844; 
er  nennt  sie  Hauptpunkte).  Die  negativen  Punkte  hat  Töpp- 
1er  (Pogg.  Ann.  CXLII,  S.  233)  hervorgehoben. 

3)  Sei  ein  System  von  zwei  Medien  gegeben,  deren  Brechungs- 
indices  n  und  n'  sein  mögen,  welche  durch  eine  Kugel  mit  dem 
Radius  r  getrennt  werden. 

Seien  a  und  b  zwei  conjugirte  Punkte,  deren  Coordinaten 
bezogen  auf  die  Scheiteltangente  und  Axe  des  Systems 

(xij),    {x'y') 
sein  mögen.    Sodann  ergiebt  sich: 

n'        n  n'  —  n 

x'        X  r  * 

i^  =  ^^=.i  +  ?l^^^ II) 

y         n   X  nr  ^ 

Sei  10  der  Winkel,  den  zwei  durch  a  gehende  Geraden  mit 
einander  bilden,  iv'  jene  der  ihnen  entsprechenden  Austritts- 
geraden, die  also  durch  h  gehen,  so  wird 

4  =  -^ iii) 

w         n  y  ^ 

Die  Brennweiten  sind  gegeben  durch 

nr 


f 
f 


n  —  n 
n'  r 


IV) 


n  —  n 
aus  welchen  Gleichungen  sich  wieder 

/'  ~        n' 
f+f'  =  r 
ergiebt.     Führt  man  die  Brennweiten  in  die  obigen  Gleichungen 
ein,  so  ergiebt  sich: 

^  +  4  =  1 .  .  I') 

X      ^      X 

y  1 ^     y_ 1      _^  TT/\ 

y'  ~        f    y  ~         y-    •    •    •    ■    •  "J 
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(«-/)(^' -/)=// V) 

Diese  Formel  entsteht  durch  Multiplication  von  IIF)  mit 

^==^ III") 

Es  wird  jedoch  bei  diesen  Formeln  vorausgesetzt,  dass  die 
Winkel  w  so  klein  sind,  dass  sinw  gleichgesetzt  werden  kann 
dem  Bogen  selbst. 

4)  Es  kann  vorkommen,  dass  gar  keine  Fundamentalpunkte 
existiren,  sodann  nennt  man  das  System  ein  teleskopisches, 
wenn  folgende  Bedingungen  erfüllt  sind: 

I.    Entweder  kann  das  System  immer  in   zwei  solche  nicht- 
teleskopische  zerlegt  werden,  dass  der  erste  Brennpunkt 
des  zweiten  zusammenfällt  mit  dem  zweiten  Brennpunkt 
des  ersten,  oder 
II.    Alle  Trennungsflächen  sind  Ebenen. 

Für  solche  Systeme,  die  sich  nicht  nach  den  allgemeinen 
Sätzen  behandeln  lassen,  ergeben  sich  folgende  Formeln: 

Seien  /i,  f\  die  Brennweiten  des  Systems  J.,  /2,  f^  jene  des 
Systems  B^  die  als  nichtteleskopische  zusammen  ein  teleskopisches 
System  bilden. 

In  jedem  teleskopischen  System  steht  die  gegenseitige  Ent- 
fernung zweier  Ebenen  zur  gegenseitigen  Entfernung  der  ihnen 
conjugirten  Ebenen  in  einem  constanten  Verhältniss.  Dieses  Ver- 
hältniss  e  wird  die  Elongation  genannt,  und  es  ist 

ff 
X  ■=  ]  /,     (immer  positiv). 

/i  /i 
Das  constante  Verhältniss  zwischen  homologen  Strecken  zweier 
conjugirten   Bilder,  die  in   zur  Axe   senkrechten  Ebenen  liegen, 
nennt  man   die  lineare  Vergrösserung  (1)  des  teleskopischen 
Systems,  und  es  ist: 

In  jedem  teleskopischen  System  ist  das  Verhältniss  des  von 
zwei  Austrittsgeraden  gebildeten  Winkels  zu  dem  Winkel  der 
entsprechenden  Einfallsgeraden  constant  und  wird  die  angulare 
Vergrösserung  {m)  genannt.     Es  ist 


(: 
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_^   /l  ^        1 

n'    f^^  ^  ^  '  T' 

n  und  n'  sind  die  Brechungsexponenten  des  ersten  und  letzten 
Mediums.  Wird  n  =  n\  wie  dies  bei  den  gewöhnlichen  Instru- 
menten der  Fall  ist,  so  wird 

Sind  die  Trennungsfiächen  lauter  Ebenen,  so  wird 
n^       j n' 


B.     Linsen  und  Linsensysteme. 

1)  Ein  aus  drei  Medien  (gewöhnlich  Luft,  Glas,  Luft)  be- 
stehendes centrirtes  dioptrisches  System  wird  eine  Linse  genannt. 
Die  Linse  besitzt  folgende  charakteristische  Eigenschaften: 

1)  Die    Brennweiten    sind    ihrem    absoluten   Werthe  nach 
einander  gleich. 

2)  Die  Knotenpunkte   fallen    mit   den   Hauptpunkten   zu- 
sammen. 

Sei  cp  die  zweite  Brennweite,  so  wird  —  q)  die  erste  sein 
und  wir  erhalten  die  Fundamentalformeln: 

_L  _  _L_  1. 

x'  X  (p 

X  x' 

y  ^     y  9 

w_ j/  x'      iv'  y  -11^ 

w'        y  cp''    w         y'  '     (p 

Seien  r  und  r'  die  beiden  Krümmungsradien,  ni  der  Brechungs- 
exponent des  eingeschlossenen  Mediums,  n  der  Brechungsquotient 
des  einschliessenden  Mediums,  z/  die  Linsendicke. 

Seien  V  und  V  die  Scheitelpunkte,  P,  P'  die  Hauptpunkte, 
sowie  (p  die  Brennweite,  ferner 
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'  n 


p  =  r  —  r  + z7, 


so  wird: 


1      ?* 

FP  =  -  —  —  z/ 
^    9 

1    r' 
F'  P'  =  -  —  —  z/. 

fi      Q 

Man  merke  insbesondere: 

Die  planconvexen  Linsen  sind  immer  convergent. 

Einer  der  Hauptpunkte  fällt  immer  mit  dem  Scheitel  der 
convexen  Oberfläche  zusammen,  der  andere  befindet  sich  inner- 
halb des  Linsenkörpers,  von  der  ebenen  Fläche  um  —  entfernt. 

Die  planconcaven  Linsen  sind  immer  divergent. 
Einer  der  Hauptpunkte  liegt  im  Scheitel  der  krummen  Ober- 
fläche, der  andere  im  Innern  der  Linse  um  —  von  der  ebenen 

Oberfläche  entfernt. 

Die  Formen  der  Linsen  sind : 

1)  Biconvex:  (),  2)  Biconcav:  )(,  3)  Planconvex:  (|  oder  | ), 
4)  Planconcav:  )|  oder  |  (,    5)  Concavconvex  oder  Meniscus:  ((. 

2)  Wird  z/  =  0,  so  nennt  man  die  Linse  eine  unendlich 
dünne  Linse,  für  diese  ist 


g)  = 


1   r' 


oder 


^  =  (.-1)1^-4 

cp         ^'  ^  [r         r 


und  FP=0,  F'P'  =  0. 

3)  Seien  zwei  Linsen  gegeben.  Sei  J  die  Entfernung  der 
zweiten  Hauptebene  der  ersten  Linse  von  der  ersten  Hauptebene 
der  zweiten  Linse,  cp^  und  qp2  die  beiden  Brennweiten.  .Sei  Pi 
der  erste  Hauptpunkt  der  ersten,  P2  der  zweite  der  zweiten 
Linse;  P P'  die  Hauptpunkte  des  Systems,  sowie  (p  dessen  Brenn- 
weite, so  wird: 


9^1 

+ 

(P2    - 

-  z/ 

fPi^ 

fPi 

+ 

9-2    - 

-  z/ 

92 

z/ 
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9^1  +  92  —  ^ 
4)  Aequivalente  Systeme.  Irgend  einem  centrirten 
dioptrischen  Systeme  entspricht  ein  einfaches  System  von  zwei 
durch  eine  einzige  Oberfläche  getrennten  Medien,  oder  aber  eine 
unendlich  dünne  Linse,  welche  Bilder  geben,  die,  parallel  zur 
Axe  um  eine  Distanz  gleich  dem  Abstände  der  Hauptpunkte  ver- 
schoben, mit  den  Bildern  des  gegebenen  dioptrischen  Systems 
zusammenfallen.  Dies  einfache  System  ist  entweder  eine  brechende 
Fläche,  oder  eine  unendlich  dünne  Linse,  je  nachdem  im  gegebe- 
nen System  die  beiden  äussersten  Medien  ungleiche  oder  gleiche 
Brechungsexponenten  besitzen. 

C.    Dioptrische  Instrumente. 

1)  Das  Auge  sieht  einen  Gegenstand  deutlich,  wenn  er 
zwischen  dem  Fern-  und  Nahepunkte  gelegen  ist.  Der  Fern- 
punkt eines  normalen  Auges  liegt  im  Unendlichen,  der  Nahepunkt 
etwa  20  bis  30  cm  entfernt.  Die  Entfernung  des  Nahepunktes 
wird  auch  die  deutliche  Sehweite  genannt. 

2)  Das  einfache  Mikroskop.  Sei  cp  die  Brennweite  des 
Systems,  d  die  Entfernung  des  Augenmittelpunktes*)  vom  zweiten 
Hauptpunkte,  d'  die  deutliche  Sehweite  des  Auges,  S*  die  Ent- 
fernung des  Bildes  vom  Augenmittelpunkt  (=  der  Distanz,  auf 
welche  das  Auge  accommodirt  ist),  so  wird  dieVergrösserung  m 

B  d' 

wobei  B  die  Bildlänge,  g  die  Gegenstandslänge  bezeichnen,  oder 


m 


('  +  '^)r 


Da    das   Auge    gewöhnlich    auf  dem  Nahepunkt  accomodirt 
ist,  so  wird  d  =  d\  also 

m  =  1  H 

9 


*)  Der  Au^enmittel  -   oder  Kreuzungspunkt    Hegt  7,26  mm  hinter    der 
Vorderfläche  der  Cornea. 
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3)  Ein  zusammengesetztes  Instrument  besteht  aus 
zwei  Systemen,  dem  Objectiv  und  dem  Ocular.  Unter  der 
Vergrösserung  eines  Instrumentes  versteht  man  das  Verhält- 
niss  des  Seh  winkeis,  unter  dem  ein  Gegenstand  gesehen  wird, 
zu  dem  Sehwinkel,  unter  dem  der  Gegenstand  mit  blossem  Auge 
betrachtet  erscheinen  würde. 

Sei  D  die  absolute  Entfernung  des  Objectes  vom  ersten 
Hauptpunkte  des  Objectivs,  d  die  Entfernung  des  Augenmittel- 
punktes vom  zweiten  Hauptpunkte  des  Oculars,  die  Distanz,  auf 
welche  das  Auge,  während  es  durch  das  Instrument  sieht,  accom- 
modirt  ist,  8 ,  die  Distanz,  in  welcher  das  Object  mit  blossem 
Auge  betrachtet  würde,  mit  8\  so  wird  die  Vergrösserung 

(p<i    -O  —  (pi    y  0     j 

Dabei  ist  (p2  die  Brennweite  des  Oculars,  cpi  diejenige  des 
Objectivs.  Speciell  für  ein  Fernrohr  wird  m  ■= —  9i :  9^2  =  Durch- 
messer des  Objectivs:  Durchmesser  des  Oculars. 

D.     Prismen. 

1)  Sei  n  der  Brechungsquotient  des  Prismas,  so  gelten  fol- 
gende Formeln: 

sini  sini' 

sinx       siny         . 

sin  i'  =  sin  g  yn^  —  sin'^  i  —  cosg  sin  i. 
Die  ganze  Ablenkung  ist  =  ^  -[-  ^'  —  g. 

Fig.  13. 


Soll  ein  Lichtstrahl  durch  ein  Prisma  hindurchgehen,  so  muss 
der  brechende  Winkel  g  kleiner  sein,  als  der  doppelte  Betrag 
des  Grenzwinkels. 
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Die  Totalablenkung  wird  ein  Minimum,  wenn  der  Licht- 
strahl mit  den  beiden  brechenden  Flächen  gleiche  Winkel  ein- 
schliesst,  also  wenn 

x  =  y. 

Sei  D  das  Minimum  der  Ablenkung,  so  wird 

•    1^  +  9 

sin  — -^ — - 

n  = —    (Newton  und  Fraunhofer). 

sin  ~ 

Man  nennt  die  Grösse: 

n"^  —  1,  die  brechende  Kraft, 

{(^2  —  1):  specifisches  Gewicht},  das  Brechungsvermögen 
des  Prismas. 

Die  brechende  Kraft  ist  in  der  Vibrationstheorie  ein  Maass 
für  den  Ueberschuss  der  Dichtigkeit  des  Aethers  im  brechenden 
Medium.  Der  Brechungsquotient  für  den  Uebergang  aus  dem 
leeren  Räume  in  ein  Medium  wird  der  absolute  genannt. 

Für  ein  und  dasselbe  Gas  ist,  wie  sich  auch  der  Druck  und 
die  Temperatur  ändern  mögen,  {n  —  1):  Specifisches  Gewicht 
nahezu  constant. 

Diese  Formeln  und  Sätze  gelten   nur  für  homogenes  Licht. 

2)  Sei  l  die  Wellenlänge  des  angewandten  Lichtes,  «i,  a^,,  «3 . . . 
bestimmte  Constanten,  ni  der  Brechungsquotient,  so  wird 

I^  +  F  +  --- 
Seien  w^,  w^,  nE  die  Brechungsquotienten  der  Fraunhofer'- 
schen  Linien  jB,  JE/,  E,  so  wird 

Uh  —  nß  die  totale  Dispersion, 

r-  die  zerstreuende  Kraft  benannt. 

tie  —  l  ^ 

3)  Es  ist  angenähert  die  Ablenkung  eines  Prismas  propor- 
tional der  Grösse  g  (n  —  1),  der  Zerstreuungswinkel  proportional 
der  Grösse  g  {n  —  ?^'),  wobei  n  und  n'  die  Brechungsquotienten 
zweier  Lichtsorten  sind. 

Sollen  für  zwei  Prismen  die  Zerstreuungswinkel  gleich  gross 
sein,  so  müssen  sich  annähernd  die  Kantenwinkel  verkehrt  ver- 
halten, wie  die  Dispersionen. 

Diese  Sätze  gelten  für  achromatische  Prismen,  wenn  es 
sich  um  kleine  Kanten  und  Einfallswinkel  handelt. 
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3)  Ein  zusammengesetztes  Instrument  besteht  aus 
zwei  Systemen,  dem  Objectiv  und  dem  Ocular.  Unter  der 
Vergrösserung  eines  Instrumentes  versteht  man  das  Verhält- 
niss  des  Sehwinkels,  unter  dem  ein  Gegenstand  gesehen  wird, 
zu  dem  Sehwinkel,  unter  dem  der  Gegenstand  mit  blossem  Auge 
betrachtet  erscheinen  würde. 

Sei  D  die  absolute  Entfernung  des  Objectes  vom  ersten 
Hauptpunkte  des  Objectivs,  d  die  Entfernung  des  Augenmittel- 
punktes vom  zweiten  Hauptpunkte  des  Oculars,  die  Distanz,  auf 
welche  das  Auge ,  während  es  durch  das  Instrument  sieht,  accom- 
niodirt  ist,  8 ,  die  Distanz,  in  welcher  das  Object  mit  blossem 
Auge  betrachtet  würde,  mit  8\  so  wird  die  Vergrösserung 

9i  ö'  fi     I    g^2  —  ^1 


m 


Dabei  ist  cp^  die  Brennweite  des  Oculars,  cpi  diejenige  des 
Objectivs.  Speciell  für  ein  Fernrohr  wird  m  = —  9^i  •  ^2  =  Durch- 
messer des  Objectivs:  Durchmesser  des  Oculars. 

D.     Prismen. 

1)  Sei  n  der  Brechungsquotient  des  Prismas,  so  gelten  fol- 
gende Formeln: 


stn  X       sin  y 

'^  +  y  =  9 
sini'  =  singyn^  —  sin^i  —  cos  g  sini. 
Die  ganze  Ablenkung  ist  =  i  -\-  i'  —  g. 

Fig.  13. 


Soll  ein  Lichtstrahl  durch  ein  Prisma  hindurchgehen,  so  muss 
der  brechende  Winkel  g  kleiner  sein,  als  der  doppelte  Betrag 
des  Grenzwinkels. 
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Die  Totalablenkung  wird  ein  Minimum,  wenn  der  Licht- 
strahl mit  den  beiden  brechenden  Flächen  gleiche  Winkel  ein- 
schliesst,  also  wenn 

xr=y. 

Sei  D  das  Minimum  der  Ablenkunsj,  so  wird 


sin  — -^ — - 


•     9 
stn  ~ 


(Newton  und  Fraunhofer). 


Man  nennt  die  Grösse: 

n^  —  1,  die  brechende  Kraft, 

j(w2  —  1):  specifisches  Gewicht},  das  Brechungsvermögen 
des  Prismas. 

Die  brechende  Kraft  ist  in  der  Vibrationstheorie  ein  Maass 
für  den  Ueberschuss  der  Dichtigkeit  des  Aethers  im  brechenden 
Medium.  Der  Brechungsquotient  für  den  Uebergang  aus  dem 
leeren  Räume  in  ein  Medium  wird  der  absolute  genannt. 

Für  ein  und  dasselbe  Gas  ist,  wie  sich  auch  der  Druck  und 
die  Temperatur  ändern  mögen,  (n  —  1):  Specifisches  Gewicht 
nahezu  constant. 

Diese  Formeln   und  Sätze  gelten   nur  für  homogenes  Licht. 

2)  Sei  X  die  Wellenlänge  des  angewandten  Lichtes,  a^,  «^,«3... 
bestimmte  Constanten,  n?.  der  Brechungsquotient,  so  wird 

äI  +  it  +  --- 

Seien  nß,  nn,  ^e  die  Brechungsquotienten  der  Fraunhofer'- 
schen  Linien  B,  H,  E,  so  wird 

nn —  nß  die  totale  Dispersion, 

— — —— j-  die  zerstreuende  Kraft  genannt. 

3)  Es  ist  angenähert  die  Ablenkung  eines  Prismas  propor- 
tional der  Grösse  g  (n  —  1),  der  Zerstreuungswinkel  proportional 
der  Grösse  g  {n  —  n'],  wobei  n  und  n'  die  Brechungsquotienten 
zweier  Lichtsorten  sind. 

Sollen  für  zwei  Prismen  die  Zerstreuungswinkel  gleich  gross 
sein,  so  müssen  sich  annähernd  die  Kantenwinkel  verkehrt  ver- 
halten, wie  die  Dispersionen. 

Diese  Sätze  gelten  für  achromatische  Prismen,  wenn  es 
sich  um  kleine  Kanten  und  Einfallswinkel  handelt. 


i 
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4)  Für  Amici- Prismen,  bei  welchen  die  Zerstreuung  mög- 
lichst beibehalten,  die  Ablenkung  aufgehoben  werden  soll,  müssen 
sich  die  Kantenwinkel  (genähert)  verkehrt  verhalten,  wie  die 
Ueberschüsse  der  Brechungsquotienten  der  mittleren  Strahlen 
über  Eins,  also 

g'  ~~  fiE  —  1 
Literatur.  Matthiessen's  Grundriss  der  Dioptrik  ge- 
schichteter Systeme  enthält  einige  Literatur  (nur  die  deutsche, 
die  namhaften  Arbeiten  der  Italiener  und  Engländer  sind  dort 
nicht  angeführt).  Das  beste  Werk  über  Dioptrik  dürfte,  soweit 
es  sich  um  elementare  Begründung  handelt,  Ferrari's:  „Le 
proprietä  cardinali  degli  strumenti  diottrici",  deutsch  von  F.  Lip- 
pich, sein.  Unter  den  älteren  sind  Littrow  J.,  Dioptrik,  Wien 
1830,  und  Prechtl's  Praktische  Dioptrik,  Wien  1828,  besonders 
hervorzuheben. 

§.  176. 
Mechanische  Theorie  der  Wärme. 

A.    Allgemeine  Theorie. 

1)  Eine  Wärmeeinheit  (Calorie)  ist  jene  Wärmenge,  welche 
1  kg  Wasser  um  1  Grad  erwärmt,  sie  ist  im  Stande,  1  kg  423,5  m 
zu  heben,  also  423,5  kgm  Arbeit  zu  leisten. 

Wir  haben: 

=  das  Wärmeäquivalent  der  Arbeitseinheit, 


423,55 

B  =  423,55  =  das  Arbeitsäquivalent  der  Wärmeeinheit. 
2)    Wir  führen  folgende  Bezeichnungen  ein: 
V  das  specifische  Volumen  eines  Körpers  in  cbm  pro  kg, 
p  den   specifischen  Druck,   d.  h.    den   Normaldruck   auf  die 

Oberfläche, 
Cy  die  specif.  Wärme  bei  constantem  Volumen, 
Ca  die  specif.  Wärme  bei  constantem  Drucke, 
t  die  Temperatur  in  Celsiusgraden, 
T  z=  a  -\-  t  =  273  -^  t  die  absolute  Temperatur, 
U  die  in  1  kg  des  Körpers  enthaltene  innere  Arbeit  in  mkg 

(Energie), 
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A  ü  die  entsprechende  innere  Wärme, 

Q  die  Wärmemenge,  welche  bei  einer  Zustandsänderung  einem 

kg  des  Körpers  zugeführt  wird  (Wärmeeinheit  pro  kg), 
L  =  f  p  d  V    die   bei    einer   Zustandsänderung   verrichtete, 

äussere  Arbeit  (mkg  pro  kg). 
3)    Soll  V  um  dv^  p  um  dp  wachsen,  so  ist  die  zuzuführende 
Wärmemenge  gleich  der  Zunahme  der  inneren  Wärmemenge  plus 
der  Wärmemenge,  welche  der  zu  verrichtenden  äusseren  Arbeit 
entspricht,  also 

dQ  =  A(dü  +pdv). 
Der  Zustand  eines  Körpers  ist  im  Allgemeinen  eine  Function 
von  t  (Temperatur),  p  (Druck),   und  v  (Volumen).     Wir  können 
ferner  jede   dieser  Grössen  als  Function  der  anderen  darstellen, 
so  dass  wir  haben: 

t  =  (p{p,v\    p  =  tl;  (#,  v),     V  =  d-  (t,  p). 
Durch   den  Zustand  des  Körpers  ist  zugleich  seine  Energie 
bestimmt,  demnach  können  wir  U  darstellen  wie  folgt: 
f7  =  0 (i>,  v\     U=^(t,v),     ü=® (t,  p% 
und   es  werden  folgende  selbstverständliche  Gleichungen  gelten: 
d^U         d'U  _^ 

=  0 


dt  dv 

dvdt 

d^u 

d^u 

dt  dp 

dp  dt 

d^U 

d^U 

dvdp        dpdv 

Diese  letzten  Gleichungen  gelten  nur  für  Gleichgewichts- 
zustände. Zur  Bestimmung  des  Bewegungszustandes  bedarf  es 
einer  viel  grösseren  Anzahl  von  Angaben. 

4)  Betrachten  wir  zunächst  TJ  als  Function  von  p  und  v 
so  folgt  aus 

d Q  z=  A{d 0[uv]  -\-  p d v\ 


wenn 


gesetzt  wird: 


dQ  =  A{Xdp-{-  Ydv) A) 
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und  es  wird 

dv         dp    ~^        ^ 

(ErsteHauptgleichung  der  mechanischen  Wärmetheorie.) 
Daraus  folgt,  dass  Xdp  und   Ydv  kein  vollständiges  Diiife- 
rential  sein  kann,  weil  sonst 

öv         dp 
sein  müsste. 

5)  Seien  nun  t  und  v  unabhängige  Variable,  so  wird,  wenn 

gesetzt  wird: 

d  Q  =  Cvdt  -\-ldv. 
Wird  V  =  const.^  so  folgt 

d  Q  r=  c^dt^ 
daher  Cy  die  spec.  Wärme  bei  constantem  Volumen.    Setzen 
wir  t  constant,  so  folgt 

d  Q  =  Idv 
und  es  wird  l  die  latente  Wärme  der  Ausdehnung  genannt. 
Wir  haben  ferner: 

dj      de,  _     dp  . 

6)  Seien   endlich   t  und  p  die  unabhängigen   Variablen,  so 
wird,  wenn 

.  ra©  ,      dv\ 

^-^lä^  +  ^y^l 

gesetzt  wird: 

d  Q  =^  Cpdt  -{-  hdp^ 
hier  ist  Cp   die   spec.  Wärme   bei   constantem   Druck.      Man   hat 
ferner 

dh        dCp  .  dv  ^s 

Jt  ~  Jp   ~  "       Jt '  ' 
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Sei  allgemein 

dQ  =  Mdm  +  Ndn, 
so  ist  M  diejenige  Wärmemenge,  die  nöthig  ist,  um  bei  constan- 
tem  n  die  m- Zunahme   Eins  zu   bewirken.     So   ist   z.  B,  h  die- 
jenige Wärmemenge,  die   nöthig   ist,  um  bei  constanter  Tempe- 
ratur die  Druckzunahme  gleich  Eins  zu  bewirken. 

7)  Eine  Zustandsänderung,  bei  welcher  der  Körper  wieder 
in  seinen  Anfangszustand  zurückkehrt,  nennt  man  einen  voll- 
ständigen Kreisprocess.  Kann  der  Körper  diese  Zustands- 
änderung auch  in  umgekehrter  Richtung  durchlaufen,  so  ent- 
steht ein  umkehrbarer  vollständiger  Kreisprocess. 

In  jedem  umkehrbaren  Kreisprocess  ist  die  algebraische 
Summe  sämmtlicher  Wärmemengen,  jede  einzelne  dividirt  durch 
die  zugehörige  absolute  Temperatur,  gleich  Null,  also 

oder 

T  ■ 


f 


Dieses  Integral  nennt  Clausius  die  Entropie  des  Körpers, 
die  Grösse 

dQ 
T 

den  Verwandlungswerth.    Ist  der  Kreisprocess  ein  nicht  um- 
kehrbarer, so  wird 

dQ 


/'-¥>"• 


also   positiv.     Die  Entropie   der  Welt  strebt  einem  Maximum  zu. 
sagt  Clausius. 

8)    Wir  haben  in  dem  Falle,  wo 


auch 


Daraus  folgt  aber 


dv  \T}        dp  |yf  —  "' 
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oder,  weil 

dX       ^Y  _^ 

dv  dp  ' 

sofort 

T=yI^-X^J. II) 

dp  dv  ^ 

(Zweite   Hauptgleichung   der  median.    Wärmetheorie.) 
Diese  Formel  lässt  sich  auch  schreiben: 

op  dv 

9)  Mit  Hülfe   des  soeben  gefundenen  Satzes  können  wir  die 
Gleichung  A)  transformiren.     Aus  H)  folgt 


^=/-ÄxK^lf|. 


m 


dpj 
dies  in  A)  eingesetzt,  giebt: 

dQ=--^{XdT+Tdv}     ......    B) 

Berechnet  man  ähnlich  X,  so  folgt  ebenso 

dQ  =  -^{YdT-Tdp} C) 

10)   Wir  hatten  ferner 

dQ  =  c^dt  -\-  Idv  ^=  Cvd  T  -\-  Idv. 
Sodann  ist 

ein  vollständiges  Differential,  es  muss  also 

dv  \t\        dT\Ti 
sein,  woraus 

^-^dT-^l 
und  wegen  der  Gleichung  a) 

l^rATQfj III) 
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Ebenso  ergiebt  sich  aus 

dQ  =  CpdT  +  hdp 


h=  -  AT 


gl)    .......    IV) 


Die  Gleichungen  II),  III)  und  IV)  rühren  von  Thomson  her. 
Zu  diesen  fügen  wir  noch  hinzu  die  analogen 

^  =  5(ID   ■■■ V, 

^=5(1?) ■   «) 

und  erhalten  aus  I),  II)  und  den  Gleichungen  für  d  Q 

^T=fe-..)||.|f VIII) 

dQ  =  e,  (g^)  dp  +  c^  (^— )  dv     .    .    .    .       IX) 
dQ  =  c,dT+-^  dv X) 

dQ=c,dT-  ^dp XI) 


■8T\ 
dv) 


B.     Anwendung  auf  Gase. 


1)  Seien 

"Vi,  Ih,  tu  Ti,  C/i 
die  dem  Anfangszustande, 

^2,  i>2,  ^2,    ^2,     C^2 

die  dem  Endzustande  entsprechenden  Werthe  von 

v,pJ,T,U. 

2)  Es  bestehen  nun  folgende  Experimentalgesetze : 

-^  =  const.  =  i?, 

dabei  ist  für  trockene  atmosphärische  Luft 

R  =  29,27  mkg. 
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Diese    Constante    für   andere    Gase   wird   erhalten,   wenn  R 
durch  das  specifische  Gewicht  des  Gases  dividirt  wird. 
(Das  Mariotte-Gay-Lnssac'sche  Gesetz.) 

Dieses  Gesetz  lässt  sich  auch  anders  schreiben.  Seien  Vo^po,  JJ, 
die  Werthe  von  v,p^  T  im  eine  beliebige  Zustandsänderung  des 
Gases,  ferner 

1 

—  =  a 

a 

gleich  dem  Ausdehnungscoefficienten  des  Gases,  so  wird 
vp   _  1  +  cct   _  T^ 
VoPq  ~  1  +  ato  ~~  Tq 
Für  10  C.  Temperaturänderung  ist  a  =  0,003665. 

3)  Es  ist 

c^,  =z  const.  ^=  ÄÜT 
für  alle  Gase. 

(Das  Regnault'sche  Gesetz.) 

4)  Dehnt  sich  ein  Gas,  ohne  Arbeit  zu  leisten,  so  ändert  es 
seine  Temperatur  nicht. 

(Das  Regnault-Joule'sche  Gesetz.) 
Diese  Gesetze  sind  nur  approximativ  giltig,  dasselbe  gilt  von 
den   auf  sie  basirten  Formeln.     Gase,  von   denen  man  sich  vor- 
stellt, dass  sie   diese  Gesetze    vollkommen  erfüllen,   nennt  man 
ideale  oder  vollkommene  Gase. 

5)  Wir  erhalten  damit  aus  den  Gleichungen  V),  VI) 


AR'     ^  ~~  AR 
und  aus  VII) 

XI.  -Lv   Cp    Cy. 

Nun  ist  nach  dem  Regnault'schen  Gesetze  c^  =  const,  wir 
haben  also  auch 

Cp  =  const  =  A{UT+  R). 

Man  findet  aus  IX),  X),  XI)  sofort: 

d  Q  =z  —  [cyvdp  -\-  Cppdv] 

dQ  =:  c^dT-^  Apdv 
d  Q  =  Cpd  T  —  Av  dp. 
Aus  III)  und  IV)  folgt: 

h  :=  —  Av 
l  =  Ap 
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Ebenso  ergiebt  sieb  leicht: 

A        ' 

d.  b.  die  Energie  eines  Gases  ist  eine  lineare  Function  der  Tem- 
peratur. 

6)  Setzt  man 

^  =  »c  =  1,41  .  .  ., 

so  wird,  für  den  Fall,  dass  ein  Gas  derartige  Aenderungen  er- 
fährt, dass  d  Q  =i  0  ist, 

jßv^-  =^  const. 

(Das  Gesetz  von  Poisson.) 
In   diesem  Falle   wird   von  aussen  Wärme  weder  zu-  nocb 
abgeführt.     Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich: 

Pi 

7)  Man  hat  (Rankine)  drei  bestimmte  Zustandsänderungen 
mit  besonderen  Namen  bezeichnet,  und  zwar: 

I.    Isotherme,  w^enn  (^  T=  0, 
II.    Isodynamische,  wenn  d  ü  ^=  0, 
III.    Adiabatische  oder  Calorische,  wenn  dQ  =  0. 
Bei  den   Gasen  sind    isotherme    und    isodynamische  Curven 
dieselben.     Sie   sind  gleichseitige  Hyperbeln   (Mariotte-Gay- 
L u  s  s  a  c'  sches  Gesetz). 
Sei 

Cp  Cx)   — '■  A, 

so  lassen  sich  adiabatische  Curven  darstellen  durch 


(IT 


iß" = (?)'' 


Einfacher  für  vollkommene  Gase: 

Temperaturcurven  durch    vp  =  const., 
Calorische  Curven       „      v'  p  z=  const. 

Laska,  inathem.  Forraelusammlung.  Ar\ 
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Die  Ordinalen  nehmen  mit  wachsenden  Abscissen  ab.  Die 
calorische  Curve  ist  die  steilere. 

8)  Lässt  man  den  Zustand  eines  Gases  fortschreiten  längs 
einer  calorischen  Curve,  so  wird 

vo^'-'ia  +  t,)  =  v"-''{a  +  t). 
Die  zuzuführende  Arbeit  wird  gleich 

die  zugeführte  Wärme  =  0. 

9)  Lässt  man  den  Zustand  eines  Gases  längs  einer  Tempe- 
raturcurve  fortschreiten,  so  wird 

'^oPo  =  ^P 
und   die   Summe   der  zuzuführenden   Arbeit  und  Wärme   gleich 
Null,  die  zuzuführenden  Wärmemengen  stehen  in  arithmetischer, 
falls  die  Volumina  eine  geometrische  Reihe  bilden.     Sei   Q  diese 
Wärmemenge,  so  wird 

Daraus  folgt  weiter: 

Nimmt  man  von  zwei  verschiedenen  Gasen  Quantitäten  von 
verschiedenem  Gewicht  und  verschiedener  Temperatur,  jedoch 
von  gleichem  Volumen  Vq  und  gleicher  Spannung  p^  und  lässt 
man  sodann  bei  gleichbleibender  Temperatur  Vq  zu  v  sich  aus- 
dehnen, so  sind  die  zuzuführenden  Wärmemengen  für  beide  Gase 
gleich  gross.     (Dulong-Clausius'scher  Satz.) 

10)  Wenn  ein  Gas  einen  Carnot'schen,  d.  h.  umkehrbaren 
Process,  bestehend  aus  zwei  calorischen  und  zwei  isothermen  Cur- 
ven,  vollführt,  so  ist  der  Nutzeffect  (ökonomische  Coefficient) 


T,-'A 


dabei  ist  J  das  Verhältniss  der  verbrauchten  Wärme  zu  der  über- 
haupt zugeführten.     Für  jeden  anderen  Process  ist 

sobald  er  sich  innerhalb  derselben  Temperatur-  und  calorischen 
Curven  abwickelt. 

Literatur.     Briot,   Mechan.  Wärmetheorie,    d.  v.  Weber. 
Clausius,   Die  mechan.   Wärmetheorie.     Maxwell,  Theorie  der 
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Wärme,  deutsch  von  Neesen.  C.  Neumann,  Vorlesungen  über 
mechanische  Theorie  der  Wärme.  Rühlmann,  Handbuch  der 
mechanischen  Wärmetheorie.  Zeuner,  Grundzüge  der  mechani- 
schen Wärmetheorie. 


Kinetische  Gastheorie. 

1)  Man  nimmt  an,  dass  die  Wärmebewegung  der  Molekeln 
eines  Gases  in  einer  geradlinig  mit  gleichförmiger  Geschwindig- 
keit fortschreitenden  Bewegung  bestehe. 

2)  Der  Druck  eines  Gases  variirt  im  umgekehrten  Verhält- 
nisse seines  Volumens.     {Das  Boyle'sche  Gesetz.) 

Sei  nämlich: 

V  das  Volumen  eines  Gefässes, 
n  die  Anzahl  der  darin  enthaltenen  Molecüle, 
m  die  Masse  eines  jeden  Molecüls, 
c  die  Geschwindigkeit  ihrer  Bewegung, 
p  der  Druck  des  Gases  pro  Flächeneinheit,  so  wird 
n  m  c2 

die  Grundgleichung  der  kinetischen  Gastheorie,  aus  ihr  folgt 

n  m  c^ 
pv  =  — - —  =  const.^ 

ö 

also  das  Boyle'sche  {oder  Mario tte'sche  Gesetz). 

3)  Sei  T  die  absolute  Temperatur  (also  T  =  273  +  t^C, 
nahezu),  so  wird 

pv  =  BT, 
also 

rj, 2    n  m  c2 

~  3^~"2~' 

demnach  wird   die  Temperatur  proportional   dem   Quadrate   der 
Geschwindigkeit  der  Molecüle. 

4)  Aus  den  Fundamentalgleichungen  ergiebt  sich  sofort: 
Werden  mehrere  Gase  gemischt,  so  ist  der  von  der  Mischung 
ausgeübte  Druck  gleich  der  Summe  der  Druckkräfte,  welche 
jeder  Bestandtheil  für   sich   allein  ausübt.    (Dalton's  Gesetz.) 

40* 
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5)  Die  Moleculargescliwindigkeiten  zweier  Gase  verhalten 
sich   umgekehrt,   wie   die  Quadratwurzeln  aus  den  Dichtigkeiten. 

6)  Wenn  zwei  Gase  gleiche  Temperatur  besitzen  und  zu- 
gleich unter  gleichem  Drucke  stehen,  so  verhalten  sich  ihre 
Dichtigkeiten,  wie  ihre  Moleculargewichte.  (Gay-Lussac's 
Gesetz.) 

7)  Stehen  zwei  Gase  von  gleicher  Temperatur  unter  gleichem 
Drucke,  so  enthalten  sie  in  gleichen  Räumen  gleiche  Anzahl  von 
Molekeln.     (Avogadro'sche  Regel.) 

Literatur:  Meyer,  Kinetische  Theorie  der  Gase.  Bres- 
lau 1877. 


§.  178. 
Capillarität. 

1)  Seien  a  und  /3  zwei  Constanten,  ferner  ö  derjenige  Win- 
kel, den  die  Normale  der  Fliissigkeitsoberfläche  mit  der  Nor- 
malen der  Gefässwand  einschliesst,  so  wird 

04  cos  ö  +  /3  =  0. 

Seien  9  und  ^^  die  beiden  Hauptkrümmungsradien  der  Ober- 
fläche, s  das  specifische  Gewicht,  3  die  Höhe  der  erhobenen, 
beziehungsweise  der  deprimirten  Flüssigkeit,  }i  die  normale  Höhe, 
so  wird 


a  ( 1 )  r=r  S  (/i  Z\ 


Die  Grössen  haben  folgende  Bedeutung: 

oe ,  Capillaritätsconstante  nach  Quincke  =  dem  Gewichte 
der  Flüssigkeitsmasse,  welche  an  der  Längeneinheit  der  Berüh- 
rungslinie einer  vollkommen  benetzten  Wand  gehoben  wird.  (Für 
die  unvollkommene  Benetzung  ist  dieses  Gewicht  =  acosd.) 

Man  setzt 

1)  y  =  «, 

sodann  wird  H  die  Oberflächenspannung   per  Flächeneinheit  auf 
einer  Kugel  vom  Radius  Eins. 

2)  „.  =  ^  =  ^. 

^  s  s 
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Sodann  ist  a  die  Steighöhe  einer  Flüssigkeit  an  einer  von 
ihr  vollkommen  benetzten  Wandfiäche.  Bei  unvollkommener  Be- 
netzung ist  diese  Steighöhe  =  aVl  —  sind. 

a'\  Capillaritätsconstante  nach  Poisson  (specifische  Cohäsion 
nach  Quincke)  =  Steighöhe  einer  Flüssigkeit  in  einer  von  ihr 
vollkommen  benetzten  Röhre  vom  Radius  Eins. 

2)   Untersuchen   wir  die    Steighöhe    an   einer  Platte.     Hier 

wird  ()i  =  00 ,  also  —  =  0.   Sei  h  eine  beliebige  Steighöhe,  (p  der 

zugehörige  Winkel,  den   die  Tangente  mit   der  verticalen  Wand 
einschliesst,  so  wird 

—  Qcl  (p  cos  (f  =^  dh, 
oder  da 

—  =  sh 
Q 

dcp  cos  q)  =  hdh^ 

woraus  *" 


h  =  aVl  —  sinw 
folgt. 

3)  Bei  hinreichend  engen  Steigröhren  sind  die  Steighöhen 
oder  Depressionen  der  Flüssigkeit  dem  Halbmesser  der  Röhren 
umgekehrt  proportional. 

Wird  nämlich  der  Meniscus  der  Halbkugel  gleich,  so  ist 
Q  =  ()i,  also 

—  =  s(h  —  ^). 

Ist  die  Röhre  nicht  so  eng,  dass  der  Meniscus  eine  Halb- 
kugel bildet,  so  wird 

p  3 

näherungsweise. 

Die  Steighöhe  zwischen  zwei  Platten  ist  umgekehrt  propor- 
tional dem  Abstände  der  beiden  Platten. 

Einige  Literatur  findet  man  in  Lang:  Einleitung  in  die 
theoretische  Physik.  Sonst  ist  zu  nennen:  Beer,  Einleitung  in 
die  mathem.  Theorie  der  Elasticität  und  Capillarität.  Mathieu, 
Theorie  de  la  Capillarite,  Paris  1883.  Lesenswerth  sind  die 
Abschnitte  über  Capillarität  in  der  eigenartigen  Mechanik  von 
Mach. 
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§•  179. 
Die    Mechanik. 

I.    Zur  Einleitung. 

Die  Mechanik  ist  die  Wissenschaft  von  der  Bewegung;  als 
ihre  Aufgabe  bezeichnen  wir:  die  in  der  Natur  vor  sich  gehen- 
den Bewegungen  vollständig  und  auf  einfachste  Weise  zu  be- 
schreiben (Kirchhoff).  Man  hat  die  Mechanik  zur  Grundlage 
alles  unseres  Wissens  machen  wollen,  man  hat  aber  dabei  ver- 
gessen, dass  sie  nicht  die  Grundlagen,  auch  nicht  einen  Theil 
der  Welt,  sondern  eine  Seite  derselben  fasst  (Mach).  Dass  sie 
wirklich  die  Grundlage  aller  Wissenschaften  geworden,  hat  seinen 
Grund  in  der  Geschichte  (Mach).  Wie  alles  Naturwissen,  so 
kann  auch  die  Mechanik  nur  Complexe  von  jenen  Elementen 
nach-  und  vorbilden,  die  wir  Empfindungen  nennen.  Es  handelt 
sich  um  den  Zusammenhang  dieser  Empfindungen.  Die  mecha- 
nischen Vorgänge  sind  zugleich  auch  physiologische.  Keine  ist 
allein  da,  beide  sind  zugleich  da.  Daher  soll  die  Mechanik  den 
sparsamsten  und  einfachsten  begrifilichen  Ausdruck  der  Bewe- 
gungsempfindungen liefern.  Darin  liegt  zugleich  der  ökonomische 
Charakter  dieser  Wissenschaft  (Mach). 

Raum,  Zeit,  Bewegung  und  Materie  sind  Begriffe,  von  deren 
Existenz  wir  uns  nur  durch  die  Empfindungen  überzeugen  kön- 
nen. Von  ihrer  Existenz  ausserhalb  der  Empfindungen  wissen 
wir  nichts.  Die  Empfindungen  neben  einander  nennen  wir  Raum, 
die  nach  einander  Zeit,  eine  räumlich -zeitliche  Empfindung  nen- 
nen wir  Bewegung.  Den  Träger  der  Empfindungen  nennen  wir 
Materie. 

Die  Principe  der  Mechanik  entnehmen  wir  der  Erfahrung. 
Das  erste  Princip  der  Dynamik,  das  Trägheitsgesetz,  hat 
Galilei  (1632)  ausgesprochen.  Das  zweite  Princip  von  der  Zu- 
sammensetzung der  Bewegungen  rührt  von  Huyghens  (1673) 
her;  das  dritte  von  der  Gleichheit  der  Wirkung  und  Gegen- 
wirkung verdanken  wir  Newton  (1687).  Die  Coordinaten- 
Methode  führte  Maclaurin  (1742)  ein,  nachdem  früher  Leibnitz 
die  Differentialbezeichnung  eingeführt  hatte. 
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Die  Masse  ist  die  Quantität  der  Materie.  Das  Gewicht 
ein  Product  aus  der  Masse  in  die  Beschleunigung. 

•  Die  Beschleunigung  selbst  ist  von  der  Natur  der  Materie 
unabhängig,  was  Aristoteles  noch  nicht  wusste,  wenn  er  be- 
hauptet, dass  schwere  Körper  schneller  fallen  als  leichte.  Dieser 
Satz  wurde  zuerst  von  Galilei  behauptet,  aber  erst  von  New- 
ton bewiesen,  indem  letzterer  zeigte,  dass  zwei  gleiche  Pendel 
von  verschiedener  Materie  gleich  schwingen. 

Die  Vollendung  der  Mechanik  als  Wissenschaft  wird  dann 
eintreten,  wenn  an  die  Stelle  der  Elementargesetze,  welche  gegen- 
wärtig unser  Wissen  ausmachen,  Integralgesetze  treten  werden, 
so  dass  wir  sodann  direct  die  Abhängigkeit  der  Lagen  der  Kör- 
per von  einander  erkennen  werden  (Neu mann). 

Wer  sich  Klarheit  über  die  Aufgaben  der  Mechanik  ver- 
schaffen will,  dem  sei  empfohlen  das  hochinteressante  Werk:  Die 
Mechanik  in  ihrer  Entwickelung  von  Dr.  E.  Mach  (Leipzig  1883), 
sowie  eine  Abhandlung  von  C.  Neumann  in  den  Sitzungsber. 
der  königl.  sächs.  Akademie  1887,  L  u.  II. 


Einige  Lehrbücher. 

Delaunay,  Traite  de  Mecanique  ration.  Auch  deutsch  meh- 
rere Auflagen.  Duhamel,  Lehrb.  der  analyt.  Mechanik,  deutsch 
von  Schlömilch.  Euler,  Mechanica,  deutsch  von  Wolfers. 
Jacobi,  Vorlesungen  über  Dynamik,  herausgegeben  von  Clebsch. 
Kirchhoff,  Vorlesungen  über  mathematische  Physik.  Lagrange, 
Mecanique  analyt.,  deutsch  von  H.  Servus.  Mathieu,  Dyna- 
mique  analytique.  Na  vier,  Lehrbuch  der  höheren  Mechanik, 
deutch  von  Meyer.  Poinsot,  Elemente  der  Statik,  deutsch  von 
Servus.  Poinsot,  Theorie  nouv.  de  la  rot.  d.  corps,  deutsch 
von  Schellbach.  Poisson,  Traite  de  Mecanique,  deutsch  von 
Stern.  Schell,  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte.  Som- 
mof.  Theoretische  Mechanik,  deutsch  von  Ziewet.  Thomson 
und  Tait,  Handbuch  der  theoretischen  Physik,  deutsch  von 
Helm  holz  und  Wertheim.  Maxwell,  Substanz  und  Bewegung, 
deutsch  von  Fleischl.  (Ein  äusserst  interessantes  Büchlein, 
1  Mk.  20  Pf.) 

Sodann  die  Aufo^abensammlungen  von  Fuhrmann  und  Zech. 
Die  grösseren  von  Kraft,  JuUien  (französisch)  und  Walton 
(englisch). 
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II.    Allgemeine  Sätze. 

• 

Wir  betrachten  zunächst  die  Bewegung  eines  Punktes,  oder 
eines  Systems  von  Punkten.  Sodann  gelten  folgende  Sätze  und 
Betrachtungen. 

1)  Die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  ist  bestimmt, 
sobald  für  einen  Ort  zur  Zeit  t  die  Coordinaten  und  die  Compo- 
nenten  der  Geschwindigkeit  Uq^  Vq,  Wq  gegeben  sind  und  ausser- 
dem für  jedes  t  die  Werthe  der  zweiten  Differential quotienten.   Also 

^0?    yoi    ^0 


,,    _  dx„ 
'*"  -  dt,' 

''^        dt,' 

de, 
""'^  dt,' 

d^x        „ 
dP  -  ^' 

dp  -  ^' 

d'e 

dP  -  ^' 

denn  dann  sind  wir  im  Stande,  ^,  y^  z  als  Functionen  der  Zeit  t 
darzustellen.  Die  Grössen  X,  Y  und  Z  nennt  man  Componenten 
der  Beschleunigung. 

2)  Ist  der  Punkt  gezwungen,  auf  einer  Fläche  q){x,  y^  z,  t) 
=  0  sich  zu  bewegen,  so  kommen  noch  zu  den  Componenten 
X,  Y,  Z  die  Componenten  X',  Y\  Z'  hinzu,  die  wir  in  folgender 
Weise  ausdrücken  wollen: 


x'-il'^,   r=.A^/,  z'  = 

ox                    6y 

d(p 

Sodann  wird 

d^x        ^    ,    ,a<3P 

d'y  _  y  ^  .dcp 

dP  ~  ^  ^^  dy 

dP~^  +  ^d,' 

Um  A  zu  bestimmen,  bilden  wir 

d'-cp         d(p  d^x    . 
dp    "■   dx   dP  "^ 

und   ersetzten   hierin  d'^ xjd P  ...  durch  die  Werthe  aus  den  vor- 
angehenden Gleichungen,  sodann  ergiebt  sich  A  als  Function  von 

dx     d y     d  z 


^'^'^'^'  dV   TV    dt 
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Verallgemeinern  wir  diese  Betrachtungsweise,  so  erhalten  wir 
die  allgemeinen,  zuerst  von  Lagrange  aufgestellten  Gleichungen : 

»»  dF  =  ^  +  '  87  +  f*  87  +  •  •  • 

Mit  den  Bedingungsgleichungen 

(p  =  0,     ip  z=  0  ,  .  . 
3)   Ertheilen  wir  diesem  System   eine  unendlich  kleine  Ver- 
schiebung ö  X,  öy,  82  derart,  dass 

2|^ö^  =  o,  v|iöx  =  o,... 

so  ergiebt  sich  das  d'Alembert'sche  Princip 

+  (..^_z)ä,|. 

•    4)   Den  Werth  von 

X8x-^  Yöij  +  Z8z 
nennt  man  die   Arbeit    der  Kraft   {XYZ)   für   die  Verrückung 
8x,  ö  y,  82,    Setzen  wir  noch 

also   U'  gleich  der  Arbeit  der  Kräfte,  ferner 

WO  T  die  sogenannte   lebendige  Kraft  des  Systems   darstellt,  so 
folgt: 

Verschwinden  nun  die  Variationen  8x,  8y,  82  sämmtlich  für 
ti  und  foi  so  wird 

0=   C  dt{8T-\~8ü\ 


'^\BRA,7^ 
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welche  Gleichung   das  Hamilton'sche   Princip   enthält.     Das- 
selbe lässt  sich  auch  schreiben  wie  folgt: 


1/ 
0  =  d  f  {T-V^  U)dt 


5)  Führt  man  in  die  Lagrange 'sehen  Gleichungen  an 
die  Stelle  der  alten  Variabein  x^  y,  z  neue  q  ein,  deren  Zahl 
fi  =  3w  —  %  ist,  wobei  n  die  Anzahl  der  Punkte,  und  %  jene 
der  Bedingungsgleichungen  ist,  und  welche  so  gewählt  sind,  dass 
sie  die  Bedingungsgleichungen  identisch  erfüllen,  und  setzt  noch 


^^       \d'^x  dx    .d'^y  dij    ,    d'^ z  d z\ 

(^  ~  2^m  yjjj  dq~^  dPdq~^  JP  Wq\' 

so    ergeben    sich    die    sogenannten    zweiten   Lagrange' sehen 
Gleichungen: 

d_  er  _^_  Q 

dt  dq'         dq~^' 
wobei  der  Kürze  wegen 

,       dq 

gesetzt  wurde. 

6)  Ersetzt  man  in  der  d'Alembert'schen  Gleichung  8 x^ 
8y^  öz  durch  dx:,  dy^  dz  und  integrirt,  so  folgt: 

^1 
.T,  —  To  =  f^{Xdx+Ydy  +  Zdz). 

Dieser  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  besagt,  dass  der 
Zuwachs,  den  die  lebendige  Kraft  des  Systems  in  irgend  einem 
Zeitintervall  erleidet,  gleich  der  Arbeit  der  wirkenden  Kräfte  für 
die  Verschiebungen  ist,  die  die  Punkte  in  diesem  Zeitintervall 
erfahren. 

Existirt  ein  Potential,  welches  die  Zeit  nicht  enthält,  so  lässt 
sich  die  obige  Gleichung  auch  schreiben  wie  folgt: 

T=:  U+h, 
wobei  U  das  Potential,  und  h  eine  Constante  ist.  Ist  U  eine 
einwerthige  Function,  so  folgt  hieraus,  dass,  wenn  alle  Punkte 
des  Systems  in  Lagen  zurückkehren,  die  sie  sclion  einmal  hatten, 
auch  die  lebendige  genau  denselben  Werth  annehmen  wird,  den 
sie  damals  besass.  (Satz  von  der  Erhaltung  der  leben- 
digen Kraft.) 
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Der  obige  Satz  lässt  sich  auch  schreiben  wie  folgt: 

s 

So 

wobei  P  die  Kraft  bezeichnet. 

7)   Aendert  sich  bei  einer  Translation  des  Systems  die  rela- 
tive Lage  der  Punkte  gegen  einander  nicht,  so  wird: 


Sei  nun 


so  folgt: 


S-S  =  2^ 


wodurch  der  Satz  von  der  BcAvegung  des  Schwerpunktes 
ausgesprochen  ist.     Wirken  keine  äusseren  Kräfte,  so  ist 

^-0      ^-0       ^^'^-0 
dP  -^'      dP  -^'     -dp-^^ 

d.  h.  der  Schwerpunkt  bewegt  sich  geradlinig  mit  gleichbleiben- 
der Geschwindigkeit  (Satz  von  der  Erhaltung  der  Bewe- 
gung des  Schwerpunktes). 

8)  Aendern  die  Punkte  auch  bei  einer  Rotationsbewegung 
ihre  relativen  Lagen  nicht,  so  wird,  wenn  die  Rotationsaxe  die 
^-Axe  ist: 

oder 

X  =  Qcosd,     ?/  —  9  sin  6 
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gesetzt 

Dies  ist  der  sogenannte  Flächensatz  für  die  xy-Ehene. 
Wirken  keine  äusseren  Kräfte,  so  wird 

N    mQ^  -jT  =  const., 

welche  Gleichung  den  Satz  von  der  Erhaltung  der  Flächen 
ausspricht. 

Analoge  Formeln  erhält  man,  indem  man  nach  einander  die 
X'  und  ^-Axe  als  Drehungsaxe  annimmt.  Alle  zusammen  stellen 
die  allgemeinen  Flächensätze  dar. 

IIL    Geometrie  der  Bewegung. 

1)  Bewegt  sich  ein  Körper  parallel  zu  einer  Ebene,  so  kann 
er  stets  durch  drei  Punkte  bestimmt  gedacht  werden,  die  ihrer- 
seits wieder  eine  Ebene  bestimmen.  Die  Symmetralen  je  zweier 
unendlich  nahen  Lagen  dieser  drei  Punkte  gehen  durch  einen 
Punkt,  das  sogenannte  Momentancentrum.  Nennen  wir  die 
durch  den  Körper  bestimmte  Ebene  E\  jene  feste  parallel,  zu 
welcher  die  Bewegung  vor  sich  geht,  E^  so  wird  das  Momentan - 
centrum  im  Verlaufe  der  Bewegung  auf  beiden  Ebenen  Spuren 
zurücklassen,  die  wir  die  Curven  C  und  F  nennen  Avollen.  So- 
dann reducirt  sich  die  Bewegung  dieses  Körpers  auf  das  Rollen 
zweier  Curven  auf  einander. 

2)  Um  die  analytischen  Ausdrücke  für  die  Curven  C  und  F 
zu  finden,  beachten  wir  Folgendes:  Wir  fixiren  zwei  Punkte  des 
Systems,  deren  unveränderlicher  Abstand  a  sein  soll.  Diese  wer- 
den während  der  Bewegung  zwei  Curven  a  und  ß  beschreiben. 
Seien  Xiyi  und  ^^2  2/2  ihre  Coordinaten,  so  wird  jederzeit  die 
Gleichung 

(X,  -  x,y  +  (2/1  ~  y,y  =  a2 1) 

bestehen.  Dabei  denken  wir  uns  x^  y^  als  Functionen  einer 
Variablen,  t^  und  x^  ^2  ^^s  Variable  von  t.2.  Ferner  nehmen  wir 
in  der  Bewegungsebene  ein  festes  Coordinatensystem  X  F,  und 
ein  bewegliches  ^t]  an.  Das  letztere  soll  die  Mitte  von  a  zum 
Ursprung  haben  und  so  beschaffen  sein,  dass  a  mit  der  ^-Axe 
zusammenfällt. 
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Sei  nun 

Xi  —  X2  =  a  cos  A,     y^^  —  y.2  =  a  sin  l 2) 

so  giebt  l  die  gegenseitige  Neigung  der  beiden  Coordinatensysteme 
an  und  es  wird: 


X  —  Q-  (^1  -\-  ^2)  ^=  ^cos)i  —  Yi  sin  l 
i^  —  2"  (^1  +  ^2)  =  I  sin  l  -^  ricosl 


3) 


Der  Schnittpunkt  der  Normalen  giebt  das  Momentan centrum. 
Dieses  liefert: 


4) 


Aus  diesen  Gleichungen  1)  bis  5)  erhält  man: 

A.  Die  Gleichung  der  Bahn  eines  beliebigen  System- 
punktes. Dabei  hat  man  |  und  i]  als  seine  Coordinaten  zu  be- 
trachten und  ohne  Zuhülfenahme  von  4)  die  Grössen  |,  t^,  ti 
und  ^2  zu  eliminiren  aus  1)  2)  3). 

B.  Die  Gleichungen  der  Curven  C  und  F,  wenn  man 
aus  1)  bis  4)  die  Grössen  A,  ^1,  f.,,  i^i^d  entweder  noch  |,  y]  oder 
X,  Y  eliminirt. 

3)  Durch  Transformation  vermittelst  der  Methode  der  reci- 
proken  Radien  erhalten  wir  sofort  die  Relationen  für  die  Dre- 
hung und  Bewegung  eines  Körpers  parallel  einer  Kugelfläche. 
Der  Transformationsmittelpunkt  verbunden  mit  dem  Momentan- 
centrum giebt  die  Momentanaxe.  Der  Transformationsmittelpunkt 
und  die  Curven  C  und  F  bestimmen  zwei  Kegelflächen,  welche 
den  Curven  C  und  F  entsprechen. 

4)  Es  bezeichne  für  das  System  in  \)  lo  die  Winkelgeschwin- 
digkeit, d%'  das  Differential  des  Rotationswinkels  um  die  Momen- 
tanaxe zur  Zeit  f,  u  die  Geschwindigkeit  des  Momentancentrums, 
V  die  Geschwindigkeit  eines  Systempunktes  in  der  Entfernung  r 
vom  Momentancentrum,  ds  das  Bogenelement  der  Curve  der 
Momentancentra,  und  p  und  q^  die  Krümmungshalbmesser  der 
Curven  C  und  F  für  den  augenblicklichen  Berührungspunkt, 
so  ist 
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10 


Tt 

u 
w 


w  r 


ds 


QQi 


Fiff.  14. 


.vrt 


^1  ±  ^ 

und   zwar   gilt    in   der    letzten  Formel    das    obere    oder    untere 
Zeichen,  je    nachdem   die   benachbarten   Theile   der   Curven  auf 

entgegengesetzte  oder  dieselben  Sei- 
ten der  gemeinschaftlichen  Tangente 
fallen. 

5)  Die  Bewegung  des  Momen- 
tancentrums längs  der  festen  Curve 
kann  aufgefasst  werden  als  eine 
neben  der  Drehbewegung  FQ  statt- 
findende fortschreitende  Bewegung 
Q  P'  von  der  Beschleunigung  uiv 
in  der  Richtung  der  Normalen  der 
beiden  Curven.  Würde  der  augen- 
blickliche Drehpunkt  seine  Lage 
nicht  ändern,  so  würde  sich  die 
Beschleunigung  eines  Punktes  zu- 
sammensetzen aus  der  Centripetalbeschleunigung  rtv^  und  der 
Tangentialbeschleunigung 

dw 
^'dl' 

so  kommt  aber  noch  die  Beschleunigung  tiw  hinzu. 

'  Wählt  man  die  Tangente  der  Curve  der  Momentancenträ 
als  X-Axe  positiv  im  Sinne  der  Geschwindigkeit  w,  und  die 
Normale  als  X-Axe  positiv  im  Sinne  der  Beschleunigung  wu, 
so  sind  die  Componenten  der  Beschleunigung  längs  den  Coordi- 
natenaxen 

1    .  .   .  ~    lo^y _  X  -j-  UW  =  Py. 

Sei  Po;  =  0,  so  erhält  man  eine  Gerade,  in  welcher  die  Be- 
schleunigungen parallel  sind  der  X-Axe,  ebenso  liefert  py  die 
Beschleunigungen  parallel  zur  X-Axe.  In  ihrem  Schnittpunkte 
P  wird  die  Totalbeschleunigung  0  sein  (Beschleunigungs- 
centrum). 
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Die  Coordinaten  dieses  Punktes  sind: 
div 

dt  lü-^u 


^1  =  ttt::^.^    Vi 


+  \Jt)       ^'^  +  (7^) 


Die   Componenten   der  Beschleunigung   in  der  Richtung  des 
Momentancentrums  und  senkrecht  darauf  sind: 


r  r  r         q  q 

dw       uw  -^  1/         ^^  X 

dt  r  r  r 


wobei  Q  der  Krümmungsradius  der  Bahn  ist.   Setzt  man  p„  =  0, 
Pi  ==  0,  so  erhält  man  zwei  Kreise  (Bresse'sche  Kreise,  Jourji. 

de  l'ficol.  Polyt.  1853).    pt  =  0  giebt  ^  =  0,  d.  h.  v  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum,  die  Geschwindigkeit  wechselt  also  das  Zeichen 
(Wechselkreis),   pn  =  0  giebt  V'/q  =  0  oder  p  =  00,  die  Bahn 
hat  also  hier  einen  Wendepunkt  (Wendekreis). 
Die  Gleichung  des  Wendekreises  lautet 

x'  +  y'  =  —  y, 

w 
jene  des  Wechselkreises  ist: 


rr2  +  2/2  = 


diu 
^~dt 


Die  Punkte  gleicher  Beschleunigung  ß  liegen  auf  einem  um  das 
Beschleunigungscentrum  beschriebenen  Kreise,  dessen  Gleichung 

|2  +  ^2  ^  £! 


'«*  +  hü) 


ist.    Die  Totalbeschleunigung  ist  gegeben  durch 
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IV.     Die   Geschwindigkeiten. 

1)  Seien  v^^  Vy^  Vz  die  Projectionen  der  Geschwindigkeit  v 
auf  die  drei  rechtwinkligen  Axen,  sowie  «,  ^,  y  die  Neigungs- 
winkel der  Tangente  im  Punkte  x^  y^  z  der  Bahn,  so  wird 

dx  dy  r, 

Vx  ^=z  -j-z=z  vcosa,     Vy  z=  -jj  =  V  cos  p, 


dz 

cos  a        cos  ß        cos  y 


-^^  =  vcosr, 


^         ^      ^  Va,  Vy  Vz 

Sind  mehrere  Geschwindigkeiten  Vi^  v^^  .  -  .  Vn  eines  Punktes 
gegeben,  welche  mit  den  Coordinatenaxen  die  Winkel...  (ccnßnyn) 
bilden,  so  sind  die  äquivalenten  Geschwindigkeiten  Vx,  Fy,  Vz  ge- 
geben durch 

Vx—^Vn  cos  «n,        ^y  =  ^  ^'«  ^OS  /3„ ,        Vz  =  ^  Vn  COS  fn, 

und  die  Resultirende 


v=VW+v^+Vz\ 

für  deren  Richtungswinkel  a,  &,  c  die  Gleichungen 
COS  a cos  h  cosc  1 

~K~~v;'~"vr~~~v 

bestehen. 

Es  gilt  die  Regel:  Die  Resultante  von  beliebig  vielen  Ge- 
schwindigkeiten eines  Punktes  wird  nach  Grösse,  Richtung  und 
Sinn  durch  die  Schlusslinie»  eines  Polygonzuges  dargestellt,  dessen 
Seiten,  in  beliebiger  Ordnung  genommen,  der  Grösse,  Richtung 
und  dem  Sinne  nach  mit  den  einzelnen  Geschwindigkeiten  über- 
einstimmen  (Polygon  der  Geschwindigkeiten). 

2)  Seien  ferner  r  (Radiusvector),  d-  (Winkel  zwischen  r  und 
der  Polaraxe)  und  cp  (der  Winkel  zwischen  der  Ebene  des  Win- 
kels ^  und  einer  Fundamentalebene)  die  Polarcoordinaten,  so 
sind  die  ihnen  entsprechenden  Geschwindigkeiten: 

dr  d^  .    ^  d  cp 


Mechanik.  641 

Die  Grösse  -jj  wird  die  Winkelgeschwindigkeit  genannt  und 

mit  w  bezeichnet.  Die  Winkelgeschwindigkeiten  setzen  sich  nach 
dem  Polygon  der  Geschwindigkeiten  zusammen. 

3)  Betrachten  wir  ein  unveränderliches  System,  dessen  Punkte 
während  der  Zeit  dt  sämmtlich  parallele  und  congruente  Wege 
beschreiben.     Alsdann  wird 

ds 
'  -  TV 

die  Translationsgeschwindigkeit  des  Systems  genannt.  Es 
besitze  das  System  ferner  eine  unendlich  kleine  Ptotation  d^  um 
eine  Axe  a.     Wir  nennen  sodann 

d%- 

w  =  -y- 

dt 
die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systems  um  die  Axe  a. 

Die  gleichzeitige  Verbindung  einer  beliebigen  Menge  von 
Winkelgeschwindigkeiten  eines  unveränderlichen  Systems  um  be- 
liebige Axen  ist  äquivalent  einer  Winkelgeschwindigkeit  Sl  und 
einem  Rotationspaare  T  (einer  Translationsgeschwindigkeit),  für 
welche  folgende  Gleichungen  gelten: 

£1^  =  m  +  Sil  +  i^| 

cosa        cosh        cosc         1 


X  IV,) 


Sl.r 

^y    ~ 

Sl,          il 

(ywx  - 

-     XWy\ 

Ty  =  ^(^W. 

T,: 

=  ^{xr. 

f'j/    —    Iß^('x) 

T2 

=  n  + 

TI+  Tl 

rosk 

co^  ^ 

cos  V           1 

Tr,    ' 

~    T     ~ 

T,     '~  T 

Der  Winkel  zwischen  der  Axe  von   Sl  und   T  ist  bestimmt 
durch 

cm^,  _        -  ^^ 

Soll  sich  das  System  auf  eine  blosse  Winkelgeschwindigkeit  Sl 
reduciren,  so  muss 

ß,    T,     +     SlyTy      +     U,T,^0 

sein. 

Laska,  mathem.  Formelnsaitimlung.  ^-i 
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Sollen  dagegen  sämmtliche  Winkelgeschwindigkeiten  einem 
Rotationspaare  äquivalent  sein,  so  muss  Sl  =  0,  d.  h. 

sein.     Das  System  ist  momentan  ein  Stillstand,  wenn  Sl  =  0  und 
T  =  0,  also 

^tv^=z  0  .  .  . 

2  (y  *^^  —  xwy)  —  0  .  .  . 

4)  Die  relative  Geschwindigkeit  eines  Punktes  ist  die  Resul- 
tante aus  der  absoluten  Geschwindigkeit  desselben  und  der  im 
entgegengesetzten  Sinne  genommenen  Geschwindigkeit  des  mit 
ihm  zusammenfallenden  Punktes  des  Systems,  auf  welches  die 
relative  Bewegung  sich  bezieht. 


V.    Die  Beschleunigungen. 

1)   Analog   den    Geschwindigkeiten    bezeichnen   wir    die   Be- 
schleunigungen mit  ^,  sodann  wird: 


dp 

rr^ 

(Px 

r= 

9> 

cos  a 

dHj 

dP 

= 

9^y 

= 

^ 

cos  ß 

d^e 
dP 

— 

(Pz 

= 

fP 

cosy 

_1_    r. 

n'^ 

cos  oc 

cos  ß 

g=.  =  g,,?  +  g,^  +  g,i,     _  =  _  ^  __  =  _. 

2)  Die  Beschleunigung  kann  auch  in  eine  Tangential- 
beschleunigung cpt  und  in  eine  Normalbeschleunigung  cp^ 
jederzeit  zerlegt  werden.  Die  letztere  ist  längs  der  Hauptnor- 
malen nach  dem  Krümmungsmittelpunkte  hin  gerichtet.    Es  ist 

d  V 


V 
q^n  =  J 


\dt) 


wo  Q  der  Krümmungshalbmesser,  und  ds'dt  die  Winkelgeschwin- 
digkeit um  den  Krümmungsmittelpunkt  bezeichnet. 
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3)  Sei  c  die  Sehne,  welche  die  Richtung  der  Beschleunigung 
im  Krümmungskreise  bestimmt,  so  wird 

4)  Die  Deviation  d'  eines  Punktes  (d.  h.  die  Abweichung  des 
beweglichen  Punktes  von  der  Tangente  in  der  Richtung  der  Be- 
schleunigung nach  Verlauf  von  dt)  ist  gegeben  durch 

5)  Bezüglich  der  Beschleunigungen  eines  unveränderlichen 
Systems,  welches  sich  parallel  zu  einer  Ebene  bewegt,  vergleiche 
Nr.  IIL,  S.  638. 

6)  Die  Beschleunigung  eines  Punktes  für  die  allgemeinste 
Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems  besteht  aus  vier  Com- 
ponenten. 

I.    Aus  einer  centripetalen,  normal  zur  Momentanaxe 

gleich  dem  Producte  aus  dem  Quadrate  der  Winkelgeschwindig- 
keit {%o)  um  die  Momentanaxe  in  den  Abstand  (r)  des  Punktes 
von  dieser. 

IL    Aus  der  Beschleunigung 

gleich  dem  Producte  aus  der  Winkelbeschleunigung  («)  und  dem 
Abstand  (p)  des  Punktes  von  deren  Axe.  Ihre  Richtung  ist  nor- 
mal zu  der  Ebene,  w^elche  der  Momentanaxe  und  der  Axe  der 
Winkelbeschleunigung  parallel  läuft. 

III.  Aus  der  Beschleunigung 

wn 

senkrecht  zu  der  durch  die  Momentanaxe  und  die  Richtung  von 
u  gelegten  Ebene,  und 

IV.  Aus  der  Translationsbeschleunigung  des  Systems. 

7)  Die  relative  Beschleunigung  eines  Punktes  in  Bezug  auf 
ein  bewegliches  System  besteht  aus  drei  Componenten  (Satz  von 
Coriolis). 

I.    Aus  der  absoluten  Beschleunigung  des  Punktes. 
IL    Aus  der  entgegengesetzt  genommenen  Beschleunigung  des 
mit  ihm  zusammenfallenden  Systempunktes. 

IIL    Aus    der    zusammengesetzten    Centrifugalbeschleunigung, 
welche   dem  Werthe  nach  gleicht  dem  doppelten  Producte  aus 

41* 
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der  Winkelgeschwindigkeit  des  Systems  um  die  Momentanaxe  in 
die  Projection  der  relativen  Geschwindigkeit  auf  eine  zur  Momen- 
tanaxe senkrechte  Ebene.  Diese  Componente  steht  senkrecht  auf 
einer  durch  diese  Axe  und  die  relative  Geschwindigkeit  gehenden 
Ebene;  der  Sinn  ihrer  Richtung  ist  entgegengesetzt  dem  Sinne 
der  augenblicklichen  Drehung  des  Systems;  sie  kann  daher  als 
Axe  einer  Drehung  betrachtet  werden,  welche  die  Richtung  der 
relativen  Geschwindigkeit  auf  dem  kürzesten  Wege  in  die  Rich- 
tung der  augenblicklichen  Drehungsaxe  überführt. 

Coriolis  (Journ.  de  l'ecole  polyi,  Tom.  XV,  Cah.  XXIVj 
nennt  die  zweite  Componente  „force  d'entrainement".  Specielle 
Fälle  dieses  Satzes  kannten  schon  Newton  (für  progressive)  und 
Clairaut  (für  drehende  Bewegung). 


S.  180. 

Dynamik. 

I.     Freie  Bewegung  eines  Punktes. 

A.     Geradlinige    Bewegung    eines    Punktes. 

1)   Sei  V  die  Geschw^indigkeit,   cp  die  Beschleunigung,  P  die 
Kraft,  m,  die  Masse,  s  der  Weg,  so  gelten  die  Formeln: 


V  — 

ds 
"  dt' 

(p  = 

dv 
'  dt  "" 

d-'  s 
dP 

dv 

'  d.  = 

--  (f  = 

P 

'^     2 

r=  Fd^, 

h 

t 

'  d  .<?, 

mv  — 

■  mv^  - 

—  (mv^  — 

-  m  vi) 

-f 

Fds. 

2)  Der  freie  Fall  ohne  Rücksicht  auf  den  Widerstand  der 
Luft.  Sei  li  der  Erdhalbmosser,  a  der  Abstand  des  Punktes  vom 
Erdmittelpunkte,  .s  sein  Fallraum  nach  t  Secunden,  g  die  Be- 
schleunigung an  der  Erdoberfläche,  (p  diejenige  im  Abstände 
a  —  s  vom  Erdcentrum.     Sodann  wird 
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ds  dl)  E-' 

01  =  "'  dt  =  'p-  i'  =  (ir^sy'f>- 

Für  irgend  einen  Punkt  der  Erdoberfläche  ist 

9^.,h  =  gi,  (1  —  0,00259  ms  2  Aj  (1  —  0,000000002  hl 
wobei  A  die  geographische  Breite,  und  h  die  in  cm  ausgedrückte 
Höhe  des  betreffenden  Ortes  über  dem  Meere  bezeichnet. 
^^-,  =r  9806  mm/sec- 


*   a{a  —  s) 

1  i/T  \.,- ,  .  i/sl 

'  =  fj  V  ö~  ]  ^^^^  ~"  ^^  -^    I    aarcsin  \  —  • 
Daraus  für  den  gewöhnlichen  Fall: 

Nimmt   man   im   letzteren    Falle    den    Widerstand   der  Luft 
dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  direct  proportional,  so  wird 
d  s  d  V 

und  hieraus  folgt: 

t  = log  — — ,     a-'  =  ^ 


ßaKt   ß—ay.t 

ü  ■=  a  \^ .^ ,    I -—,  =  aUihiina'iit 

•s  =  —  log -^^- =  —  log  cos  Jigp  a  k  t. 

7i  Ji  % 

3)  Der  verticale  Wurf  ohne  Rücksicht  auf  den  Luftwider- 
stand. 

Sei  R  der  Erdradius  und  8  der  Abstand  des  steigenden  Punk- 
tes vom  Erdcentrum,  sowie  i\^  die  Anfangsgeschwindigkeit,  so  wird: 


daraus 


9>  =  —  ^  -7,     vdv  =  —  (pds, 


1  («^  -  4)  =  0  n-'  (i  -  i] 
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Die  grösste  Steighöhe  ist 


^^       2gB^  ^__        Bvl 


2(jR  —  vl  ~~2gR-vl 

Der  Punkt  kann  nie  fallen,   wenn  2g R  —  Vo  negativ  wird, 

2gR^v^  —  v) 
~  l2gR^  -  vl)(2gR^  -  vi  +  v^) 
2gm 


^  (2  ^  R-^  -  vlf^^  \       -^  V2gR-^-  vi  V2g  R^ 

und  die  ganze  Steigzeit  T 


vl 


{2g m  -  ^;?)^  Y'    '     ^-'^^''  "^  «^  -V2gR^  -  vS\ 

Wird  die  Veränderlichkeit  der  Beschleunigung  der  Schwere 
nicht  berücksichtigt,  so  wird 

V  —  Vq  —  gt 
^0  +  ^  /  —  ..  /       9t'  ^  ^'0  —  ^' 

J  —  VqI —  —  — , 


ferner 


^  ~       2        ^  ~"  ^""^  2  2g 


9  2  2g 


Der  Punkt  kehrt  nach  der  doppelten  Steigzeit  in  seine  An- 
fangslage zurück.  Die  Geschwindigkeit  im  nten  Theil  der  Steig- 
höhe ist  

V  =  Vq    1/  1 

Wird  der  Widerstand  der  Luft  proportional  dem  Quadrate 
der  Geschwindigkeit  angenommen  und  die  Veränderung  der 
Schwere  nicht  berücksichtigt,  so  wird: 

(p  =  —  (9  +  ^v^) 

a        .         Va  —  V  ^         ^7       ^0         ± 

t  =  —  arctg a -—^. ,    a^  =  ^^,    -^=ztga 

g         ^     a^  -\-  VqV  y.'a 

qt  .     gt 

Vq  cos a  stn  '^— 

a  a 

V  =  a 7 . 

gt    ,         .    gt 
acos h  ^0  s^n  ^^— 
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«2  Ty       •     Ot     ,  gt] 

s  =  —  log    —  Sin k  cos  ^ 

g  [a  et     '  a  ) 

s  =  -1  loa  9  +  ^^l 

2  7C     ^  g  -\-  7cv^ 

9  2%     '         g 

4)   In  Bezug  auf  die  allgemeine  Behandlung  derartiger  Pro- 
bleme entnehmen   wir  dem  Werke:     Theorie  der  Bewegung  und 
der  Kräfte  von  Schell  folgende  Andeutungen: 
I.     Es  sei  gegeben 

ds  dv  ,,,. 

dt='^    ^  =  ^'     ^=^(^^' 
so  folgt: 


V  —   Vq 


So   =  Vo 


=  ff(t)dt 

t  t 

{t-h)+  f  ät  J  f{t)dt 


IL    Es  sei  gegeben 

ds  du  ,. ^  , 

so  folgt: 


\«l  =  f  f{s)d 


*0 


i-U^f  ^'^ 


vl  +  i  ff(s)d 


III.   Es  sei  gegeben 

ds  dv  .,  . 

Ti='^     dt  =  '^^    <P=/W. 


E^  wird 


t-f  -  f  '''' 


-«„=/ 


«0 

V 

vdv 


f(v) 
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IV.     Es  sei  gegeben 

so  folgt: 

t 

s  —  So  =   f  f(t)ät 


V.     Es  sei  gegeben 


ds  d  V  . . -  , ^  . 


Man  hat 

t  -t,= 


VI.    Es  sei  gegeben 

ds  dv  .,  .^        ^ 

Man  hat  hier  die  Gleichung 
d'^  s 


0\'-^    s 


t\  =0 


zu  integriren. 

VII.  Es  sei  gegeben 

d  s  d  V  ,  .  ^N        r^ 

Die  zu  integrirencle  Gleichung  ist: 

VIII.  Es  sei  gegeben 

ds  dv  .,  \        r. 

Die  Differentialgleichung  lautet 
^  /d'^ s     ds       \ 

IX.  Es  sei  gegeben 


Dynamik.  649 


Diese  Aufgabe  erfordert  die  Integration  von 


X.     Es  sei  gegeben 

^^  ^^^  ^/  ^^         ^ 

!«    =    '•'       lt   =   'f'       *(<?:".  «-0   =  0. 

Die  zu  integrirende  Gleichung  ist: 

B.     Krummlinige  Bewegung-   eines   Punktes. 

1)  Die   krummlinige    Bewegung   eines   Punktes   ist  I.   durch 
die  Gleichungen 

d'^x d'^y  d'^  2 y 

~dP~      '    ~dP  ~  ^'     ~dP~ 

charakterisirt.     Zur  Bestimmung  der  sechs  Integrationsconstanten 

dienen  die  Werthe 

d  x^^       d  If^       d  Zo 
^0,  //o,  ^0,      ■^,     -^,     -j^, 

oder  IL  durcli  die  Gleichungen 

ds  dv  V- 

Tt-'^    dt  =  f'^    J^'^"- 

Die  ersteren  Gleichungen  rühren  von   Maclaurin  (Treatise 
of  Fluxions  1742)  her,  vor  ihm  waren  die  letzteren  gebräuchlich. 

2)  Der  horizontale  Wurf  mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  v^. 

X  =  y  z=  0  z=  Vz  =  Vy  ==  0,     r^  =  Vq  für  f  =  0. 
Man  erhält 

^  =  0,  V,  =  0, 

und  die  Gleichung  der  Bahn: 

2z;o- 
^-  =  -—  y. 
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3)  Der  schiefe  Wurf  nach  aufwärts  mit  der  Anfangsgeschwin- 
digkeit ^0- 

d'^x cPy  ä^ 

'dp—^'     ~dP~"~'^'    dP~~ 

X  =  y  =  ^  ^^  V2  =  0^     ^^.  =  a,     Vy  =  h  für  ^  =1=  0. 
Man  erhält: 

X  =  at^  Vx  =  et 

y  =  ht  —  —  (jt\     Vy  =  h  —  (jt,     V  =  Vvl  —  2(jy 

^  =  0,  v',  —  0, 

und  als  Gleichung  der  Bahn 

y  =  —  X  —  -^  -^  x^. 

Die  Wurfhöhe  H  und  Wurfweite   W  ist 

Die  Länge  der  Bahn  während  der  Zeit  t  ist 
S  =  ^h  Va-2  +  b^  +  (gt  -  h)  ya'^J^(gt  —  hy 

^         ^  Va'^^h'^  —  h  \ 

Die  Zeit,  in  welcher  eine  Bahnstelle  erreicht  wird,  ist 

a        y  -  g  ^ -^ 

Soll  der  Punkt  a?i,  y^  in  der  Bahn  liegen,  d.  h.  getroffen 
werden,  so  ist,  wenn  «  den  erforderlichen  Wurfwinkel  bezeichnet: 

.       _  vi  ±  ^/vt  —  2vlgyi  —  g^X{ 

iCj  CC  '  * 

gx^ 

4)  Wird  der  Luftwiderstand  in  Betracht  gezogen,  und  zwar 
in  der  Weise,  dass  derselbe  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit 
direct  proportional  angenommen  wird,  so  lauten  die  Fundamen- 
talgleichungen : 

d^x  g   /ds\'^  dx 

Ip  ^  ~  x^  \di)    dd 

^  =  _  ^  {^Y  ^  _  d 
dp  Jt2  \dtj    d,,^       ^ 

d^3  __        g   /dsy  d0 
dP  '^  ~  %^  \dt)    Ijb 


i 
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und  die  Bedingiingsgleichungen : 

X  =  y  =  z  =  0 
v^  =  a  =  Vo  cosa 
Vy  =  h  ^  y,j  sin  a 
V,  =  0. 

Sei  p  =  —^    ferner 
dx 

P  =  P  Vi  +  i>'  +  hg  (p  4-  VT+J^). 
Sei  ferner  p^    der  Werth   von  p   zur  Zeit  ^o  und  dem  ent- 
sprechend Po,  ferner 

c  =  P„  + 


so  wird 


igh  coS'Oi'' 
p 

Po 

p 

, —  Po 


Po 


t 

p 
Ist  Pq  sehr  klein,  so  wird 

y  =  xfga  +  ^-^"^  1-1^,-^1!^ 
^  -^     ^  Aghcos'^a  [  2    g   ^        ^  2    g 

v2       py.'^       1  ,.2 

g       VqCOScc  2  g 

5)  Die  Centralbewegung  eines  Punktes.    Die  Bewegung 
ist  eine  ebene. 

^o  <^^  -t^  \x  =  r  cos  %^ 

v^  -77-  =  c,    wenn  {  .    ^ 

Sei  F  die  Fläche  des  Sectors,  welcher  von  dem  Fahrstrahle 
in  der  Zeit  t  beschrieben  wird,  so  ist 
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c-  dr         ^      Krümmiiimssehne  p 

p^        ^^   dp  ^  4  ^  ^  r 

^  ~  r^  U'^'^  \7/    '     r\  ~  JJ^  dr  ~~ 

--  _  ^  A  (1\  —     f^l^Y  _  L^ll 
~~         2  dr  \p'^)  ~~  ^  \dt)    ~  ITp' 

Dabei  ist  p  das  vom  Coordinatenursprung  auf  die  Bahn- 
tangente gefällte  Perpendikel  und  q  der  Krümmungshalbmesser. 
Die  Gleichung  der  Bahn  ist 


^     —    ^n    =    C 


v-ey 


Ferner  die  Zeit  als  Function  von  r 

r  dr 


t  -  t 


Wir  haben  noch 


/  V-  -  0)' 


y^  =  ül  —  2  J   (pd  r. 

Die  Centralbewegung  für  den  Fall,   dass  fp  •= --,  haben 

wir  in  der  Astronomie  betrachtet,  §.  174. 

IL    Bewegung  auf  vorgeschriebener  Bahn. 

1)   Für   die   Bewegung    eines   Punktes    auf  vorgeschriebener 
Bahn  gelten  die  Gleichungen: 


J 
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3^.  _  .Yl  +  NS  +  Nl    N.  '^  +  N,  '11  +  k/-^^_o 

(p  (x,  y,  z)  =  0,     i^  ( .r,  2/,  s)  =  0. 
Sei 

iV;^  =:  Ncosa,     Ny  =  Nco^ß,     N,  =  Nrof^y, 
so  wird 

iY=  —  \Xcosa  +  rco.9/3  +  ifcosy)  ±  —, 
wobei  p  der  Krümmungsradius  ist. 

2)    Ist  ein   Punkt  (unter  der   Einwirkung  der  Schwere)  ge- 
zwungen, auf  der  Curve 

X  =  (p  (Z%     jl  =  i^  (.2-) 
zu  bleiben,  so  wird 

Man  findet 

—  K^  4-  ',ß  r=  2g z  —  2gli 


Vx2  -f-  2gh  —  2g z 

Dabei   ist  %  die   der  Höhe  /?.  entsprechende  Geschwindigkeit 
des  Punktes. 

3)  Sei  /(r)  irgend  eine  Function  der  Geschwindigkeit,  welche 
den  Widerstand  ausdrückt,  so  ist 

4)  Ist  der  Punkt  gezwungen,  auf  einer  Fläche 

F(x,  y,z)  =  0 
zu  bleiben,  so  wird 
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1     gF  ^         1    dF  1    dF 

"""^YJ^^    '"'^-T^'    ""^=V^ 

Eliminirt  man  N  aus  den  ersten  drei  Gleichungen  und  ver- 
bindet die  so  entstandenen  Gleichungen  mit  F(x^  ^,  ^)  =  0,  so 
kann  man  x^  ?/,  s  als  Functionen  von  t  bestimmen. 

5)  Ist  speciell 

Xdx  +  Ydy  -f-  Zd^  --  d(p(x,  y,  ^), 

also 

v^  =  2(p  (x,  y,  0)  +  C, 

so  kann  man  sich  oft  die  Lösung  des  Problems  erleichtern. 
Bildet  man  nämlich 
,     d^y       -.    d^^x      ^,         ^,      ,   NidF-j         dF-.  \ 

,    d-^0       -.    d^x       ry  .         ^7      ,   ^  [dF  .         dF  .  1 

so  wird 

''=-©'<lf)=p'".'-'+'i©''(S) 

Eliminirt  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  N,  so  ent- 
steht eine  Gleichung  zwischen  x,  y,  ^,  die  t  nicht  enthält,  und 
die  in  Verbindung  mit  F{Xyy,  /s)  =  0,  y  und  ^  als  Functionen 
von  X  darstellt. 

§.  181. 

Relative  Bewegung. 

1)   Sei  xy^  das  unbewegliche,  x' y' 0'  das  bewegliche  Coordi- 
natensystem,  dessen  Anfangspunkt  die  Coordinaten  |,  rj,  t  besitzt.      J 
Sodann  haben  wir 

X  —  ^  =  ax'  -\-  hy'  -\-  c^' 
y^rj  =  a'x'  -^h'y'  +  c'0' 
X  _  t,^a"x'  ^V'y'  ^  c"z\ 
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2)  Für  die  absoluten  Geschwindigkeiten  ergiebt  sich 
dx  (/|    ,      ,  da    ^      ,  dh    ^      ,  de 

,        dx'        -,  dl)'    ,       dz' 

dy  drj  ,  da'    ^_    ,  dh'  ^.      ,  de' 

'Jt  ~~dt'^^  ~dt^y  Ht^^  ~dt 

^a'—-\-h''^^e''^^' 
+  ""    dt   +cU+'  -dt' 

d2  _dt,  ,  da"  ,   dh"  ,  de" 

dt-~dt~^''  "df^y  ~dT^  '  ~dt 

,      „  dx'    ,    -.„  dy'    .     ,,  dz' 

3)  Die  Beschleunigungen  ergeben  sich  aus 

dty~  dt^    '    ^   dt^  ^  y   dt^  ^  "   ~dP 
,        d'^x'    .    ,  d'iy'     ,        d^z' 


dp     '         dp     ^        dp 
'        [dt  '  Tt  ~^  ~dt  '  Jt  ~^  ~dt 


,      ,    d^x'    ,    ,,  d^j'     .     ,  d^z' 
+  ''  -dP+^ll¥  +  'TP 

"^     [dt  '  IT  ^lü '~dt~^l[T  '  ~dty 

ä^_dn,.  d^a"  d^h"        ^,  dH" 

dP  ~  dp  ~^  ^  ~dP  ~^y  Tp"^''  TW 

+  a"'-^^h"^-^e"^ 
^"^     dP   +^     dp   ^"^    Tp 

■"  If?^  *  c?^  "•  f/^  ■  f/^  +  dt  '  dt  J* 
4)  Nehmen  wir  nun  an,  dass  das  zweite  System  fortwährend 
mit  dem  festen  denselben  Anfangspunkt  behalte.  Sei  V  die  ab- 
solute, V  die  relative  Geschwindigkeit  eines  Punktes  Ä,  sowie  u 
die  Geschwindigkeit  des  Punktes  im  beweglichen  System,  in  w^el- 
chem  sich  A  zur  Zeit  t  befindet,  so  wird 
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Sei 


Helative  Bewegung. 

Va:    =   Ux  -\-  V  COS  (v.  X) 

Vy  =  My  +  V  COS  {v,  y) 
V,  =  u,  +  r  cos  {v,  z) 
v'i  =  F2  -f-  u^  —  2  n  Vcos  (?/,  F). 

(Z6    ,      ,dh'    .     „dh" 

''-  =  'Tt  +  'lü  +  '  -dt 


de" 

dt 
da" 

dt  ' 


2(1 


de    ,     ,  de'    , 


^  da    ,    -..da' 


/>" 


so  folgt 


x'  cos  {u,  x')  +  y'  cos  {u,  y')  +  z'  cos  (m,  s')  —  0 

?i',^.  cos  (m,  .:^')  +  '^^y  ^^^  0^  ^')  +  ^^'^'  ^^^  (^^'  ^')  "  ^• 


tv 


7f; 


^t;^ 


Wx'  +  ^<^y'  +  ?''?• 


Durch  iVx',  ivy,  Wz'  wird  eine  Gerade  w  dargestellt  mit  den 
Richtungscosinussen 

wobei 

und  es  wird 

li  =  rw  sin {r, iv)^ 
r  ist  der  Radiusvector.   Nun  ist  rsin{r,iv)  der  Abstand  des  Punk- 
tes von  der  Momentanaxe.     Demnach  ist  w  die  Winkelgeschwin- 
digkeit um  die  Momentanaxe,  und  w^',  Wy,  uh'  ihre  Componenten 
um  die  beweglichen  Axen.     Vergl.  §.  179,  Nr.  III. 

5)  Sei  B  die  Beschleunigung  der  absoluten,  r  der  relativen 
Bewegung,  und  q  die  der  Geschwindigkeit  %i  entsprechende  Be- 
schleunigung, so  wird: 


—  Vx'  =  r  cos  (r,  x')  =  B  cos  (i?,  x') 


—  Vyr  =  rcos{r,y') 


B  cos  (B,  y') 


Qeos{Q,  x')  —  2 
Q  cos  {q,  y')  —  2 


dt 


■Wy> 

Vy 

Wz' 

v,\ 

Wz' 

Vz' 

tiy 

Vx' 

Wx' 

Vx' 

Wy 

Vy 

Vz'  =  rcos{r,  ^')  =  B  cos  (i?,  ^')  —  q  cos  {q,  z')  —  2 

Setzt  man  die  letzten  Determinanten  der  Reihe  nach  gleich 

_pcosQ9.y),    pcos{ixy'),    p cos {}),/), 
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SO  wird 

p  z=  2viv  sin(v,iv) 
und 

Va:rCOs(p,x')  -f  Vy>cos{p,y')  -f  v,,cos{p,z')  =r  0 

Wx>COS{p,0lf)  -f-  tVy,COS{p,lj')  -f  Wz'COS{p,z')  ^  0. 

Daher  steht  p  senkrecht  auf  der  Momentanaxe  und  der  Rich- 
tung der  Geschwindigkeit  v. 
Man  hat  noch 

2"  Tt  ^^^^  ~  ^^^^^{^^^)  —  Qvco^{v,q). 

6)  Relative  Bewegung  in  der  Nähe  der  Erdober- 
fläche. Sei  IV  die  Winkelgescliwindigkeit  der  Erdbewegung,  und 
9  die  geograpiiische  Breite  eines  Erdortes  0,  der  zugleich  als 
Coordinatenanfang  angenommen  wird.  Die  Z-Axe  sei  die  Verti- 
cale  in  diesem  Punkte  vom  Erdcentrum  aus  positiv  gezählt,  die 
X-Axe  die  durch  0  gehende  Tangente  an  den  Meridian,  die 
r-Axe  senkrecht  auf  die' Ebene  XZ,  so  gelten  die  (genäherten) 
Gleichungen : 

(^'^y        o  djs        ^       .        dx 

g  ist  die  Beschleunigung  der  Schwere. 

7)  Fällt  ein  Punkt  aus  der  Höhe  1l  so  wird: 

^'  —  0 

y  T=:  —  IV  cos  (p  ^ 

Es  existirt  also  eine  Abweichung  nach  Often,  die  dem  Cubus 
der  Fallzeit  direct  proportional  ist. 
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§.  182. 
Rotation  und  Translation. 

1)  Sei  ds  ein  Wegelement,  so  wird 

ds 

'"  =  irt 

die  Translationsgeschwindigkeit  genannt.  Sei  dxt  ein  Bogen- 

element  in   der  Einheit   der   Entfernung   von   der   Rotationsaxe, 

so  stellt 

d%' 

die  Winkel-  oder  Rotationsgeschwindigkeit  dar.  Das  Sym- 
bol derselben  ist  ihre  Grösse  als  Länge  auf  der  Axe  aufgetragen 
zugleich  mit  der  Bezeichnung  der  Richtung. 

Setzt  man  mehrere  derartige  Symbole  nach  der  Analogie 
der  Kräfte  zusammen,  so  ist  die  Resultirende  das  Symbol  der 
resultirenden  Winkelgeschwindigkeit. 

Die  Winkelgeschwindigkeit  in  der  Entfernung  r  von  der 
Rotationsaxe  ist 

d^ 
dt 

2)  Wir  wählen  als  Bezeichnung  für  die  Winkelgeschwindig- 
keit das  Symbol  (tv^  a),  wobei  iv  ihre  Intensität,  a  ihre  Axe  be- 
zeichnen soll. 

Seien  (tv^  a)  und  (iü\  a')  zwei  Winkelgeschwindigkeiten ,  so 
wollen  wir  ferner  unter  a  —  a'  den  Abstand  dieser  beiden  Axen 
verstehen,  vorausgesetzt,  dass  sie  parallel  sind. 

Sodann  gelten  folgende  Sätze: 

3)  {iv,a) -{- V  =  {it\h\ 
wobei  a  II  />  und 

a  —  /;  =  — 

Die  erste  Gleichung  soll  gelesen  werden:  Die  Verbindung 
(-]-)  einer  Rotationsgeschwindigkeit  («/;,  a)  mit  einer  Translations- 
geschwindigkeit V  ist  äquivalent  einer  Rotationsgeschwindigkeit 
von  derselben  Intensität  und  Richtung  um  eine  Axe  h. 
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4)  {w,  a)  +  (±  w'  h)  =  {w  ±  tv'  c) 

wenn  a\\b.    Und  es  wird 

aWbWc 


und 


a  —  c  :  h  —  c  =  tv'  :  w. 
5)   Gehen  die  beiden  Axen  durch  denselben  Punkt,  so  wird 

(tv.a)  +  (w'.b)  =  (Sl,c), 


wobei 


5^  =  Yiv'-  -^  w'^  +  2  tu  w'  cos  (a,  b) 

sin  (a  c)  __  sin  (b  c)  sin  (a  b) 

w'  w  il 

(Satz  vom  Parallelogramm  der  Winkelgeschwindigkeiten.) 

6)  Aus  der  Zusammensetzung  der  Drehungen  folgt  unmittel- 
bar die  Existenz  der  Winkelgeschwindigkeitspaare 

{u\  a)  +  (—  w,  b), 
für  welche 

(a  —  b)  .  IV 
das  Moment  darstellt.     Ein  solches  Rotationspaar  ist  äquivalent 
einer  Translationsgeschwindigkeit  in   der  Axenrichtung  mit  einer 
Geschwindigkeit,  die  gleich  ist  dem  Moment  des  Paares. 

7)  Die  Verbindung  einer  Rotation  {w^a)  mit  einer  Trans- 
lation V  parallel  zu  a  ist  äquivalent  einer  Schraubenbewegung. 
Bezieht  man  diese  auf  eine  Entfernung  >•  von  der  Axe  a,  so  wird, 
wenn  Vr  die  Geschwindigkeit  der  Schraubenbewegung  darstellt, 

und  ihre  Neigung  i/^  gegen  die  Axe 

tgnil)  =  r 

8)  Für  die  Zusammensetzung  beliebiger  Drehungen  um  be- 
liebige Axen  gilt  dasselbe,  was  über  die  Zusammensetzung  der 
Kräfte  im  §.  185  gesagt  ist. 

Es  ergiebt  sich,  dass  sämmtliclie  Winkelgeschwindigkeiten 
äquivalent  sind,  und  zwar  auf  unendlich  viele  Arten  einer  Win- 
kelgeschwindigkeit und  einem  Rotationspaar  (einer  Translations- 
geschwindigkeit) oder  zwei  Winkelgeschwindigkeiten,  deren  Axen 
im  Allgemeinen  nicht  in  dieselbe  Ebene  fallen. 

Vergl.  Schell,  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte.  Da- 
selbst auch  die  Literatur. 

42* 
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§.  183. 

Theorie  der  Kräfte. 

1)  Die  Kraft  ist  die  Ursache  der  Beschleunigung.  Die  Be- 
schleunigung ist  die  Ursache  der  Geschwindigkeitsänderung. 

2)  Die  Bewegungen  w^erden  aus  drei  willkürlichen  Hypo- 
thesen abgeleitet.  Diese  von  Newton  eingeführten  Hypothesen 
sind : 

I.  Das  Trägheitsgesetz:  Corpus  omne  perseverare  in 
statu  suo  quiescendi  vel  movendi  uniformiter  in  di- 
rectum, nisi  quatenus  a  viribus  impressis  cogitur  statum 
suum  mutare. 
n.  Das  Kraftgesetz  [das  Gesetz  des  Parallelogramms]: 
Mutationen!  motus  proportionalem  esse  vi  motrici  im- 
pressae  et  fieri  secundum  lineam  rectam  qua  vis  illa 
imprimitur. 
HI.  Das  Gesetz  der  Action  und  Reaction:  Actioni 
contrariam  semper  et  aequalem  esse  reactionem. 

3)  Das  Product  aus  der  Masse  m  in  die  Geschwindigkeit  v 
heisst  die  Bewegungsg rosse.  Das  Product  aus  der  Masse  und 
der  Beschleunigung  (p  wird  die  bewegende  Kraft,  die  Kraft 
welche  dieselbe  Beschleunigung  (p  der  Masseneinheit  ertheilt,  also 
1  .  (p  rrr  (p,  wird  im  Gegensatze  hierzu  die  beschleunigende 
Kraft  genannt. 

4)  Sei  Fn  die  Normal-  und  Ft  die  Tangentialbeschleunigung, 
sowie  F  die  Totalbeschleunigung,  so  wird 

Ft  =  m  (pt  =:  m  -j- 
Fn  =^  m  (pn-=z  m  — 


F=ywTn^^.V($^^^ 


und  es  wird  das  Integral 
t 
Ffät  =r  m  V  —  m  ?-, 

der  Kraftantrieb  während  der  Zeit  t  —  f,,   genannt  und  das 
Integral 


f 


s 

f 
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Ft  dt  =:  —  m v"-  —  -^  m  v^ 


die  Arl)eit  der  Kraft  längs  des  Weges  s  —  Sq. 

5)  Das  Product  aus  der  Masse  m  und  dem  Abstände  p  eines 
Punktes  von  einer  Ebene  E  wird  das  Moment  dieses  Punktes 
im  Bezug  auf  die  Ebene  E  genannt.  Sodann  gilt  der  Satz:  In 
Jedem  System  giebt  es  einen  einzigen  bestimmten  Punkt,  für  wel- 
chen die  Summe  der  Momente  des  Systems  in  Bezug  auf  jede 
durch  ihn  hindurchgehende  Ebene  verschwindet  und  für  jede 
andere  nicht  durch  ihn  hindurchgehende  gleich  ist  dem  Momente 
desselben,  gebildet  aus  der  Gesammtmasse  des  Systems. 

Dieser  Punkt  heisst  der  Mittelpunkt  der  Massen. 

6)  Der  Inbegriff  aller  an  einem  System  angreifenden  Kräfte 
wird  ein  Kräfte  System  genannt.  Kräftesysteme  sind  äqui- 
valent, wenn  sie  gleiche  Wirkungen  hervorbringen.  Ist  das 
Kräftesystem  äquivalent  einer  einzigen  Kraft,  so  wird  dieselbe 
die  Resultante  genannt. 

7)  Kräfte,  die  an  einem  einzigen  Punkte  angreifen,  besitzen 
immer  eine  Resultante,  ist  sie  Null,  so  sind  sie  im  Gleichgewicht. 

8)  Die  Zusammensetzung  der  Kräfte,  sowie  ihre  Zerlegung 
geschieht  nach  dem  Princip  des  Kräfteparallelogramms.  Wirken 
auf  einen  Punkt  die  Kräfte  Pi  und  Pg,  die  einen  Winkel  q)  mit 
einander  einschliessen,  und  ist  R  die  Resultirende,  so  wird 


R  =  VFl  +  Pi  -\^2F,  P,  cos  cp 
R  P,  P, 


sin(P,P,)       sm(RP,)       sin{RP^) 
9)   Fällt  man   von  irgend  einem  Punkte  der  Ebene  auf  die 
Richtungen  dieser  drei  Kräfte  Senkrechten  jj,  ^^i,  p2^  so  wird 

10)   Allgemein  ist 

R    =    y^  P'    +    ^^  Py.P,COS(P:P?) 

Rp^^P.p... 

11)  Umgekehrt  kann  auch  jede  Kraft  wieder  zerlegt  wer- 
den. Seien  oc,  /3,  y  die  Winkel,  die  die  Kraft  mit  den  recht- 
winkligen Coordinatenaxen  einschliesst,  und  X,  F,  Z  ihre  Com- 
ponenten,  so  wird 
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Derjenige  Strahl  dieses  Büschels,  für  den  das  Axenmoment 
des  zugehörigen  Strahles  gleichfalls  die  Richtung  des  Büschels 
annimmt,  wird  die  Centr alaxe  des  Kräftesystems  genannt. 

2)  Sei  Mq  das  Axenmoment  für  die  Centralaxe,  Jlfjene  eines 
Strahles  in  der  Entfernung  r  von  der  Centralaxe,  und  B  die 
Resultante,  sowie  i/;  die  Neigung  des  Axenmomentes  gegen  die 
Centralaxe,  so  wird 

3P  =  MS  +  r'  m 

3)  Ein  Kräftesystem  ist  auf  unendlich  viele  Arten  zwei  wind- 
schiefen Kräften  äquivalent.  Für  alle  solche  Paare  von  Kräften 
ist  das  Volumen  der  Pyramide,  welche  sie  zu  Gegenkanten  hat, 
constant. 

/  4)  Das  Kräftesystem  liefert  eine  Resultante,  wenn  das  Axen- 
moment senkrecht  auf  der  Resultante  steht,  und  ist  äquivalent 
einem  Kräftepaar,  wenn  die  Resultante  =  0  ist. 

5)  Seien  ^,  //,  s  die  Coordinaten,  X,  F,  Z  die  Componenten 
der  Kräfte  nach  den  Coordinatenaxen,  sowie  R  die  Resultirende, 
so  wird 

B  ==  V{E  xy  +  {E  Yy  +  {Ezy 

cos  (R  X)  _  cos  {B  Y)  _  cos^i^Z)  _  J. 
UX      ""       2J  Y      ~  ""Z^™  ~  R' 
Seien  ferner  L,  il/,  N  die  Axenmomente,  so  wird: 
L  =  2J{y  Z  -  äY) 

M=  2J{^  X  —  X  Z) 
N  =  ZJ  (x  Y  -  yX) 
und  das  Moment  des  resultirenden  Paares 


dessen  Axe  mit  den  Coordinatenaxen  die  Winkel 
cos  l  cos  ft cos  V 1 

bildet.     Der  Winkel  il)  zwischen  ü"  und  R  ist 

cos  i\}  =  cos  (R  X)  cos  l  -\-  cos  (R  Y)  cos  ^  -)-  cos  (R  Z)  cos  v 
oder 

L2:x-^mi:y -^-  N2:z 
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Um  die  Gleichung  der  Centralaxe  zu  bestimmen,  bilde  man 

N2JY  —  MEZ 


1  = 


LZZ  —  N2JX 

R^ 
M2JX—LZY 


R^ 

so  wird  die  Gleichung  der  Centralaxe 

^'  —  I  _  y  —  n  _  -g  —  ^ 

EX    ~EY~    EZ' 

Existirt  kein  Kräftepaar,  so  ist 

LEX  +  ME  Y -f-  NE Z  =--=  0. 

6)  Für  das  Gleichgewicht  eines  Systems  ist  erforderlich,  dass: 

EX  =  0,     EY=0,     EZ^-0 
E{yZ  -  zY)^^0,     EfzX  ~  xZ)  =  0,    E(xY-  yX)  =  0. 

7)  Für  ein  System  der  parallelen  Kräfte  existirt  immer 
ein  Kräftemittelpunkt,  wenn  die  Resultirende  nicht  ==  0  ist.  Seine 
Coordinaten  sind: 

._:^Px      ,__^Py     ./_^P^ 

EP'     ^    -   EF  '     "  —   EP' 

8)  Hat  das  System  einen  festen  Punkt,  so  leitet  derselbe 
einen  Widerstand  R,  dessen  Componenten  X,  Y,  Z  sind.  Die 
Bedingungen  des  Gleichgewichtes  lauten  sodann: 

x,  +  EX  =  o,    ri  +  2;r=ro,  z,  +  ez=o 

E{yZ-  zY)  =  0,     E(,X-xZ)  =  0,    E  (x  Y  -  y  X)  ==  0 

9)  Seien  zwei  Punkte  (=  einer  Axe)  vorhanden  in  der  Ent- 
fernung h  von  einander,  und  wählt  man  die  durch  sie  gehende 
Gerade  zur  Z-Axe,  und  sind  X^  Y^Z^,  X.^  Y^Z.  die  Componen- 
ten ihrer  Widerstände,  so  wird 

X,  +  X,  +  EX  =  0,  E{y  Z-  zY)-  Y,h  =  0 
Ti  +  Y:3  -f  2:  F  =  0,  E(zX  ~  xZ)+  X,h  =  0 
Z,+   Z,  +  EZ=0,     E(xY  -  y  X)  =  0. 

10)  Berührt  das  System  die  Ebene  in  den  Punkten  Xy.yy.  mit 
den  Normalwiderständen  Ny.,  so  wird,  wenn  diese  Ebene  die 
Xr-Ebene  sein  soll,  im  Falle  des  Gleichgewichtes: 
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2:X  =  0,    UY=0,    uz  -^  UN=zO- 

2J(ijZ-  zY)  +  2JyN=0 

2J{0X  — xZ)  —  2JxN=0 

2J(xY-yX)  =  0. 
11)   Das  Gleicligewicht  eines  Kräftesystems,  welches  an  einem 
unveränderlichen  Punktsystem  wirkt,   ist  in  Bezug  auf  eine  Axe 
von  der  Richtung  (9),  %^  ip)  sicher  oder  unsicher,  je  nachdem 

wobei 

;S'  =  fcos^  9  +  ^  cos2  X  -\-  ^^  (^os'^  i} 

—  2  \Fcos  xcosil)  ~{-  G  cos  ^  cos  cp  -f-  ücos  cp  cos  %}, 


worin 


f=2J{ijY+^Z)  F^2:y  Z^  EzY 
g  =  U(z  Z+  xX)  G  =  2:zX=ZlxZ 
h'-=i:{xY  -^  yY)     H  =  2JxY  =  UyX, 


§.  186. 
Das  Princip  von  Gauss. 

Seien  m^  m'  .  .  .  Massen,  die  sich  in  irgend  welchen  Be- 
ziehungen befinden.  Frei  würden  sie  in  einem  Zeitelement  die 
Wege  ah^  a' b'  zurücklegen.  Die  Verbindungen  zwingen  sie  aber 
zu  den  Wegen  ac,  a'  c\  .  .  .  Sodann  ist  bei  der  wirklichen  Be- 
wegung die  Abweichungssumme 

2Jm{hcy 
ein  Minimum.    Liefert  eine  jede  Bewegung  grössere  Abweichungs- 
summen als  die  Ruhe,  so  besteht  Gleichgewicht. 

Gauss,  Grelle  Journ.  IV,  S,  283  (1829). 


§.  187. 

Astatische  Körper. 

1)  Ein  Körper  wird  astatisch  genannt,  wenn  er  so  be- 
festigt ist,  dass  die  auf  ihn  wirkenden  Kräfte  bei  jeder  seiner 
möglichen  Stellungen  im  Gleichgewicht  bleiben.  Wir  nehmen  an, 
dass  die  vorhandenen  Kräfte  bei  jeder  Körperlage  unverändert 
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in  der  Intensität  und  Richtung  an  ihren  Angriffspunkten  haften 
sollen. 

2)  Sodann  ist  die  Bedingung  für  das  astatische  Gleichgewicht 
der  vorhandenen  Kräfte 

zx  =  o     2:r=o      2;z=o 

2JxX=0  2JyX=0  2J  z  X  =  0 
UxY=0  UyY=:0  2:  ^  Y  =  0 
2JxZ==0     i:yZ=0     2J0Z=O. 

3)  Sind  die  Bedingungsgleichungen: 

2JxX  _  ZxY  __  2JxZ 
UX   ~   UY  ~    UZ 
UyX  _  2JyY  _   ZyZ  •      ' 

^X   "~  ~tY  ~  ~EZ 
2JzX  _2J^Y  _  ZzZ 

2:x~2JY'~'i:z 

erfüllt,  so  kann  das  astatische  Gleichgewicht  durch  Hinzufügung 
einer  Kraft  B^  deren  Componenten 

2JX,    2JY,    2JZ 

sind,  mit  dem  Angriffspunkte,  dessen-  Coordinaten  |,  rj^  t,  so  be- 
schaffen sind,  dass 

■    _ E^xX       _ :^jiY      __  2:zZ 

^~  ZX'    "^  ~  'UY"'    ^  ~  "2^* 

Dieser  Punkt  heisst  der  astatische  Mittelpunkt  des 
Systems.  Diese  seclis  Gleichungen  sind  für  parallele  Kräfte 
immer  erfüllt.  Der  statische  Mittelpunkt  fällt  mit  dem  Mittel- 
punkt der  parallelen  Kräfte  zusammen. 

4)  Verschwindet  die  Resultante  nicht  und  sind  die  beiden 
Gleichungen : 

.  {2J  Y,U(zZ)  -  2JZi:(z  Y)}  {2JZ.Z(xX)  -  UX.2J{xZ)] 

\UX.2JyY  -  ZY.ZyX] 
=  {UY.U(yZ)  -  2JZ.2:(yY)]{UZ.i:(zX)  -  2JX.2J(zZ)] 

[2JX.U(xY)  -  UY.UixX)] 
oder  in  selbstverständlicher  Abkürzung  geschrieben 

ierner: 
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L\  B,  [E  (X  X) .  2:  (y  Y)  -  U  (x  Y)  .  2:  (y  X)\ 


+  Ä,Ä,  {2J(y  Y).2J  (zZ)  -  2:  {yZ)  .  E{z  Y)\ 
-{-  A^JB;{2:{xX).E{sZ)  -  2J(xZ)  .U(zX)]  =--.  0 
erfüllt,   so   kann   das  astatisclie  Gleicligewiclit  durch  eine  Kraft, 
deren  Componenten 

UX,    2JY,    ZZ 
sind  und  durch  ein  Kräftepaar  mit  den  Componenten 

2:(xX)  -  ^2JX     Z(yY)  —  n^Y     i:(zZ)  —  t^Z 


r 

V 

r 

wobei 

r,  1 

willkürlicl: 

i,  und 

< 

-i:j''  ^'  = 

1)  = 

-  B, 

t    

2:(u:X)U(yY) 

—  2;(,«y)Z()/X) 

B, 

5  = 

~  A, 

M- 

2:{xX)2:izZ) 

-  2:(xZ}Z(zX) 

Ä, 

Diese  letzte  Gerade  lieisst  die  astatische  Mittellinie. 

5)  Wirken  auf  einen  Körper  Kräfte,  deren  Eesultante  nicht 
verschwindet,  so  kann  jeder^ieit  mit  Hülfe  einer  Kraft  und  zweier 
Kräftepaare  der  astatische  Zustand  hergestellt  werden. 

Der  Angriffspunkt  dieser  Kraft  kann  beliebig  in  der  astati- 
schen Mittelebene  des  Systems  gewählt  werden.  Die  Arme 
der  beiden  Kräftepaare  liegen  parallel  zu  dieser  Ebene. 

Um  die  Gleichung  dieser  Ebene  zu  erhalten,   berechnen  wir 

die  Grössen  A,  fi,  v,  6  aus  den  Gleichungen: 

?^.2:JxX  +  ii.ZyX-]- 

l.Ex  Y  -Y  II. Zy  r-f- 

l.Ex  Z  -\-  ii.2Jy  Z-\- 

und  erhalten 

h.  —  h    JL  —  M. 

Sind  sodann  |,  y],  l  die  Coordinaten  des  Angriffspunktes  der 
einzelnen  Kraft,  so  ist  die  Gleichung  der  Mittelebene: 

6)  Enthält  der  Körper  einen  Punkt,  um  den  er  gedreht  wer- 
den kann,  so  muss  dieser  Punkt  mit  dem  astatischen  Mittelpunkt 
zusammenfallen,  wenn  der  Körper  astatisch  gemacht  werden  soll. 


V .H s  X  =^  6 

.ux 

v.zb  r=  ö, 

,2:  Y 

v,2:z  Z  =:  6 

.z  z 

l       V         N 

r    6  '"  s 
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7)  Besitzt  der  Körper  eine  feste  Axe,  die  wir  als  ^-Axe  be- 
trachten, so  müssen  im  Falle  des  astatischen  Gleichgewichtes  die 
Gleichungen : 

z{xZ)^o,   z{i/Z)  =  o,   z(zZ)  =  o,  2:(.-r)  =  o 

i:{x  X)  +  Ziii  Y)  =  0,    2J(x  Y)  —  2J(if  X)  ^  0 
erfüllt  werden. 

Weitere  Untersuchungen  findet  man  in:  Duhamel,  Lehr- 
buch der  analytischen  Mechanik,  Bd.  L,  S.  63  bis  TG. 

§.  188. 
Der  Schwerpunkt. 

1)  Sei  m  die  Masse  eines  Systempunktes  .r,  ?/,  ^,  so  sind 
die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  gegeben  durch: 

y Z mx         2J m  if         E m  z 

Um  '  2J m  '     "  2: m 

2)  Seien  q  die  Entfernungen  der  Systempunkte  von  dem 
Schwerpunkte,  6  die  Entfernungen  der  Systempunkte  von  irgend 
einem  anderen  beliebigen  Raumpunkte,  so  wird  immer 

d.  h.  diese  Summe  von  Producten  erreicht  für  den  Schwerpunkt 
ein  Minimum. 

3)  A.  Der  Inhalt  der  Rotationsfläche,  welche  ein  ebener 
Curvenbogen  bei  einer  Umdrehung  um  eine  in  seiner  Ebene 
liegende  Axe  beschreibt,  ist  gleich  dem  Producte  aus  der  Länge 
des  erzeugenden  Bogens  in  die  von  seinem  Schwerpunkte  durch- 
laufene Peripherie. 

B.   Der  Inhalt  des  Rotationskörpers,   den  eine  ebene  Fläche 
bei  ihrer  Umdrehung  um  eine  in   ihrer  Ebene  liegende  Axe  be- 
schreibt, ist  gleich  dem  Producte  aus  der  erzeugenden  Fläche  in 
die  von  ihrem  Schwerpunkte  durchlaufene  Peripherie. 
(Sätze  von  Pappus.) 
4j   Für  eine  Curve  im  Räume  wird,  wenn 
./  =^  r  shi  (p  cos  0- 
?/  rrrr  rsincp  siu  O" 
z  rrr  rcosq) 
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ds^  =:  dx^  4-  dtp  -{-  dF^  =  dr^  +  rV/g)^  _j_  r'^^incpd^ 
gesetzt  wird, 

|Lt  =   /  sds 

ii^  =    I    £xds,    f* ^  =   /    £yds,     t^t  =  I    £^ds, 

wobei  s  die  variable  Dichte  bezeichnet. 
5)   Für  krumme  Flächen  wird 

=//"V|-+(0'l--.+(S)'^^" 

ff  rBdcp 

|^==    /    /    Ax  dx  dy^     V  ^  ^=    1    1    Ay  dx  dy, 

J fi  =r     I    I    Asdxdy. 

Ist  die  Fläche  durch  Rotation  von 

Y  =f(x)  von  X  =:  Xo  bis  ^  =  Xi 
um  die  x-kxe  entstanden,  so  wird,  s  =  1  gesetzt: 

Xi 


,    d% 

und  damit 


6)   Sei 

dt  =  dx  d y  d ^, 
so  gelten  die  allgemeinen  Raumformeln 


^rrr/      /      1    sdz,  ^^    =      I      1      1     SXdx 

^7]  :=:  J    I  J  sydr,     ^i  =  j   J  1  £0dr. 
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7)  Der  Schwerpunkt  eines  homogenen  Kreisbogens  liegt  auf 
dem  auf  der  Sehne  senkrecht  stehenden  Halbmesser  und  ist  vom 
Mittelpunkte  um  die  Strecke 

a  sin  OL 

entfernt,   dabei   ist  v  der  Halbmesser,   a  die   Länge   der  Sehne, 
s  die  Länge  des  Bogens  und  a  der  halbe  Centriwinkel. 

8)  Der  Schwerpunkt  eines  Kreissectors  mit  dem  Centri- 
winkel 2  oc  und  dem  Radius  r  steht  vom  Mittelpunkte  um  die 
Strecke 

2       a         2      sina 

''  =  3  '■  7  =  ¥  '■  -IT 
ab. 

9)  Der  Schwerpunkt  eines  Kreissegmentes  wird  durch  die 
Länge 

2  shi-'cc 


7}   = 


3      cc  —  sin  a  cos  oc 
vom  Mittelpunkte  aus  bestimmt. 

10)  Sei  7j  die  Entfernung  des  Schwerpunktes  vom  Kugel- 
mittelpunkte, so  wird  für  eine  Kugelzone  mit  den  begrenzenden 
Entfernungen  hh'  vom  Mittelpunkte 

für  das  Kugelsegment  folgt  hieraus 

3  (r  +  hy 


n 


4    2}'  -\-li 


§.  189. 

Das  Princip  der  virtuellen  Verschiebungen. 

1 )  Wirken  an  den  Punkten  A,B,C...  die  Kräfte  P, P', P" . . . 
und  ertheilen  wir  den  Punkten  irgend  welche  unendlich  kleine, 
mit  der  Natur  der  Verbindungen  verträgliche  (virtuelle)  Ver- 
schiebungen V,  v\  i/'...,  und  bilden  von  denselben  die  Projec- 
tionen  p,  p\  p"  . . .  auf  die  Richtungen  der  Kräfte,  positiv  in  der 
Richtung  der  Kraft  gerechnet,  so  ist  für  den  Fall  des  Gleich- 
gewichtes 

Fp  +  P'p'  +  P'p"  +  •  •  •  ^  0, 
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oder  kürzer  geschrieben 

EPp  =  EPv  cos  (P,  v)  ^  0. 
2)  Denkt  man   sich   die    Kräfte   nach   den   Coordinatenaxen 
zerlegt  und  bezeichnet  die  Componenten  der  virtuellen  Verschie- 
bungen mit  d  x^  8y^  ö^,  so  wird 

UPp^.U{Xöx+  YÖy  +  Zd^]  =  0. 
Bestehen  ausserdem  zwischen  den  Coordinaten  der  Angriffs- 
punkte die  Gleichungen 

so  sind  mit  der  obigen  Gleichung  noch  die  folgenden: 

dxi  ^    dyi      '"^    ^     dzi  '     dx^ 

zu  verbinden. 

Maupertuis  hat  bemerkt,  dass  die  Gleichung 

Fp  +  p'i)'  +  p"y'  ^ — 

als  nichts  anderes  als  das  Element  der  Arbeit  angesehen  werden 
kann.  Sodann  sagt  das  Princip  der  virtuellen  Verschiebungen, 
dass  die  Variation  der  Arbeit  gleich  Null  ist,  d.  h.  dass  die 
Arbeit  entweder  ein  Minimum  oder  Maximum  ist  {„Loi  de  repos", 
1740  der  Pariser  Akademie  mitgetheilt}. 

Das   Princip   hat   zuerst  Job.  Bernoulli    (1717)   in    einem 
Briefe  an  Varignon  allgemein  ausgesprochen. 


§.  190. 
Satz  von  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft. 

1)    Bewegt  sich  ein  Massentheilchen  m  auf  der  Curve 
/i  (^,  2/,  ^)  =  0 

/2  {x,  y,  z)  =  0* 
so  wird 

/d X  d'^ X    ,    dy  d'^y    ,    d ^  d^ z\       ^      .^^  -,      ,    tt  7      1    v  7   \ 

weil  der  Einfluss  der  Bahn  ganz  wegfällt. 
Ist  ferner 


dx'  '    öy  ^  00^ 


Satz  von  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft.  673 

SO  folgt  hieraus  durch  Integration 


oder 
m 


\\dl)   ~  (jn), }  ""  ^  ^"  [^ ^^' '^' ^)  —  "P (^0,  ?/o,  ^o)]. 

Es  hängt  also  der  Zuwachs  der  lebendigen  Kraft  nur  von 
der  Anfangs-  und  Endlage  des  Massentheilchens  m  ab,  der  Weg, 
auf  welchem  m  aus  der  einen  Lage  in  die  andere  gelangt,  kann 
ein  beliebiger  sein. 

2)   Ist  speciell  für  die  Schwere 

so  folgt: 


m 


/dsy         /d  sy 

[dt)    '-'''{dt\-^'''^('-'o\ 


wobei  die  ^-Axe  in  der  Richtung  der  Schwere  angenommen  wird. 
3)   Der  Satz  von  der  Erhaltung   der   lebendigen   Kraft   gilt 
nicht : 

I.    Wenn  die  Kräfte  nicht  reine  Functionen  der  Coordinaten, 
sondern  auch  der  Zeit  sind. 

II.    Bei  den  Widerstandskräften.     Sei 
F2  ==  n^  J^  v2  M  u'^ 
dx  dy  dz 

so  wird  der  Widerstand 

sein  und 

'dsy      /dsyi 


7)1 


f 

-  f  F(V).Vdt, 


es  findet  demnach  eine  dauernde  Verringerung  der  lebendigen 
Kraft  statt. 

Dasselbe  gilt  von  der  Reibung. 

III.  Enthält  die  Bedingungsgleichung  die  Zeit  expli- 
cite,  so  gilt  der  Satz  von   der  lebendigen  Kraft  ebenfalls  nicht. 


Sei 


f(x,  y,  ^,  f)  =  0 


Laska,  mathem.  Formelnsaramlung.  .o 
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die  Bedingungsgleiclmng,  sowie  l  die  bewegende  Kraft  des  nor 
malen  Druckes,  so  wird 


m 


t 

8/ 


-/i 


ii  ■••• 


wobei 


-=(k; +(©■+(«)■ 


IV.  Ein  Verlust  an  lebendiger  Kraft  findet  ferner  statt  bei 
plötzlicher  Abnahme  der  Geschwindigkeit  oder  bei  plötz- 
licher Eichtungsänderung. 

Diese  Ausnahmen  gelten  streng  nur  für  ein  Massentheilchen 
allein  oder  für  ein  System  allein.  Werden  auch  die  umgeben- 
den Systeme  berücksichtigt,  so  findet  sich  in  ihrer  Bewegung  die 
verloren  gegangene  lebendige  Kraft  wieder. 

4)  Wird  die  Bahn  discontinuirlich,  d.  h.  geht  die  Geschwin- 
digkeit 

^(;2  =  w^  -f  '^2  -[-  1^2 

plötzlich  über  in 

^2  =    IJ2  +    F2  +    W^, 

so  ist  der  Verlust  an  lebendiger  Kraft  gegeben  durch 
Um(w^  -  ß^)  =  Um  {(u  -  Uf  +  (v  -  Vy  +  (iv  —  Wy\ 
(Carnot'scher  Satz). 

5)  Durch  Explosion  findet  immer  ein  Gewinn  an  leben- 
diger Kraft  statt. 

6)  Sei  M  die  Masse  eines  Systems  und  w  die  Geschwindig- 
keit des  Schwerpunktes,  sowie  tv  die  des  Massenelementes  ni  in 
Bezug  auf  den  Schwerpunkt,  so  wird 

Umv'^  —  JfM2  +  Umiv^ 
Ist  die  Bewegung  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt  eine  Ro- 
tation, und  ß  die  Winkelgeschwindigkeit  zur  Zeit  f,  ferner  q  der 
Abstand  des  Elementes  m  von  der  Drehaxe,  so  wird 
U  m  ?;2  =  Mu^  +  (P  U  m  q\  ' 

7)  Gilt  das  Princip  der  lebendigen  Kraft,  so  wird  das  In- 
tegral 

Z  m  V  d  s, 


/ 
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nachdem  mit  Hülfe  des  genannten  Princips  die  Zeit  aus  ihm 
eliminirt  ist  und  wenn  es  auf  die  ganze  Bahn  des  Systems  von 
einer  Position  in  die  andere  erstreckt  wird,  für  die  wirkliche 
Bewegung  ein  Minimum.     (Maupertuis  1747.) 

(Princip  der  kleinsten  Wirkung.) 
Vergl.  Mach:    l  c.  p.  340. 

Zum   ganzen   Paragraphen   vergleiche:     F.  Neumann,  Ein- 
leitung in  die  theor.  Physik,  IV.  Cap. 


§.  191. 
Die  Theorie  der  Fadencurven. 

1)  Der  Faden  sei  frei,  vollkommen  biegsam  und  unelastisch. 
Sei  T  die  Spannung  im  Punkte  x,  ?/,  .z,  q  die  Dichtigkeit  und 
IV  der  Querschnitt  in  diesem  Punkte,  sowie  X  FZ  die  Compo- 
nenten  der  wirkenden  Kräfte,  und  setzt  man  q  w  ~  m,  so  müssen 
im  Falle  des  Gleichgewichtes  die  Gleichungen: 


erfüllt  sein.    Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich: 

oder 

T==  Comt  -    f  m[Xdx  +  Y  d  y  +  Zdz}. 
2)    Ruht  der  Faden  auf  einer  glatten  Fläche 

«^=/0^,^,^) 

und  bezeichnet   B  die  Reaction  der  Fläche  in  einem  beliebigen 
Punkte  X,  y,  z  des  Fadens,  so  wird 

43* 
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ds  \     rfsy    '  '  dx 

ds  \    dsj    '  '  Ol) 

ds  \  dsJ    ^  '  d^ 

wobei  zugleich 

du  j       ,    du  -j      ,    du    -. 

dx  äij  ''    ^    dz 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

f  d'-z\ldxdu       dydu\__ 

0  =  dT^m[Xdx-^  Ydy  +  Zdz}. 


und 


Diese  Gleichungen  bestimmen  zugleich  mit  der  Gleichung  der 
Fläche  die  Gestalt  des  Fadens. 

3)   Die  Bewegungsgleichungen  sind: 

t         ds  \     dsJ    ^ 
dv. 


d 


m 


m 


dt         ds  \     dsJ 
dt         ds  \     dsJ    ' 


Ausserdem  ist 

dx  dvx  j_dy  dvy    i    ^  (^^z  q 

Js  ~dt  ~^  Js'dt  '^  ds    dt  "" 

Diese  vier  Gleichungen  liefern  x,  y,  z  und  T  als  Functionen 
von  s  und  t. 

4)  Ist  der  Faden  elastisch  und  bezeichne  d  6  die  ungedehnte, 
d  s  die  gedehnte  Elementenmenge,  sowie  A  den  Elasticitätsmodulus 
des  Fadens,  so  wird 


ferner 
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d 

''in 

d6~'       ^     l 


ä_  /^  dx\    , 
l6  V      ds)  "^ 


und 


dx  dvx  _,dydvy  ^.dz  dvz  /     _,     T\   \   dT 

~^'d6ir6~^d6~d6~\^'j) 


dödö^dödö^dödö         \      ^     l J  k    dt' 
diese  Gleichungen  liefern  Vx^  fy,  Vz-,  s  und  T  als  Functionen  von 
ö  und  t. 

5)  Ein  vollkommen  biegsamer  und  unausdelinbarer  Faden,  der 
in  zwei  festen  Punkten  aufgehangen  ist  und  auf  den  die  Schwere 
wirkt,  bildet  die  sogenannte  Kettenlinie.    Ihre  Gleichung  ist 

Ueber  diese  Curve  vergleiche:  Kulik,  Theorie  und  Tafeln 
der  Kettenlinie.     Abhandl.  der  k.  böhm.  Ges.  der  Wiss.,  1832. 

Es  gilt  der  Satz:  Unter  allen  Curven  von  bestimmter  Länge, 
welche  durch  zwei  gegebene  Punkte  gehen,  liegt  der  Schwerpunkt 
der  Kettenlinie  am  tiefsten. 


§.  192. 
Das  Trägheitsmoment. 

1)  Das  Trägheitsmoment  irgend  eines  Körpers  bezüg- 
lich einer  Axe  ist  die  Summe  aller  Producte  aus  den  Massen- 
elementen in  die  Quadrate  der  Abstände.  Ist  M  die  Gesammt- 
masse  und  T  das  Trägheitsmoment,  so  ist 

wobei  Iv  den  Namen  des  Trägheitsradius  führt. 

(Euler,  Theoria  motus  corporum  solidorum.) 

2)  Seien  x,  y^  z  die  Coordinaten  eines  beliebigen  System- 
punktes von  der  Masse  J^  und  A,  B,  C  die  Trägheitsmomente 


wobei 

ist.     Sei  noch 


m 
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des  Systems  bezüglich  der  drei  Coordinatenaxen ,  und  sei  T  das 
Trägheitsmoment  dieses  Systems  bezüglich  einer  Geraden,  die 
durch  den  Coordinatenursprung  geht  und  mit  den  Axen  die  Win- 
kel a,  /3,  y  einschliesst,  so  wird: 

oder  für  ein  Continuum 

""^fff '-"'  +  ///'''' 

dt  z=  dx  dy  dz 

:='^yzm  =  JJJyzdr 

SO  folgt: 

T=  JLcos^w  +  Bcos^ß  +  Ccos'y 

—  1{l  cos  a  cos  ß  -f-  m  cos  ß  cosy  -\-  n  cos  cc  cos  y}- 

3)  Denkt  man  sich  vom  Coordinatenursprung  ein  Strahlen- 
bündel gelegt  und  für  jeden  Strahl  das  T  berechnet  und  auf 
ihn  die  Länge 

'  =  Vt 

aufgetragen,  dann   liegen   die  Endpunkte  auf  dem   sogenannten 
Central-  oder  Trägheitsellipsoid,  dessen  Gleichung 

Äx"^  +  Bif  +  C^2  _  2  {Ixy  4-  ^y^  +  ^x^]  —  1=0 
ist.     Seine  Axen  heissen   Hauptträgheitsaxen,  und  die  Träg- 
heitsmomente   bezüglich    dieser    Axen    die    Hauptträgheits- 
momente. 

(Poinsot,  Liouville  Journ.,  Tom.  XVI,  1851.) 
Dieses  Ellipsoid  heisst  auch  das  erste  Trägheitsellipsoid. 
Die  Grössen  Z,  w,  n  führen  den  Namen  der  Deviationsmomente. 
Es  gelten  nun  folgende  Sätze: 
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4)  Der  grössten  Hauptaxe  entspricht  das  kleinste,  der  klein- 
sten das  grösste,  der  mittleren  das  mittlere  Trägheitsmoment. 

5)  Die  Summe  der  Trägheitsmomente  für  drei  zu  einander 
senkrecht  sich  in  einem  Punkte  schneidende  Axen  eines  Systems 
ist  constant  und  gleich  der  Summe  der  Hauptträgheitsmomente 
dieses  Punktes. 

6)  Um  die  Hauptaxen  des  Trägheitsellipsoids  zu  bestimmen, 
berechne  man  die  (stets  reellen)  Wurzeln  der  Gleichung: 

T-  Ä,  I,  n 

?,  T  —  B,         m        =  0, 

n,  m,        T  —  C 

sodann  liefern  die  Gleichungen 

(T  —  J.)  cos  a  -f-  ?  cos  ß  -\-  n  cos  y  =  0 
Icosa  -\-  {T  —  B) cos ß  -f-  '^n cosy  =  0 
ncosci  -\-  mcos ß  -\-  (T  —  C)  cosy  =  0 
die  Verhältnisse 

cos  a  :  cosß  '.  cos  y 
und  damit  die  Richtungen  der  Hauptaxen. 

7)  Sei  T  das  Trägheitsmoment  eines  Systems  in  Bezug  auf 
eine  Axe,  T  dasjenige  in  Bezug  auf  eine  ihr  parallele,  in  der 
Entfernung  b  befindliche,  so  wird 

wobei  31=2: m.    .Geht  die  Axe  mit  dem  Trägheitsmomente  T 
durch  den  Schwerpunkt,  so  ist 

T'  =  T  -f  Mb\ 

Unter  allen  diesen  parallelen  Axen  besitzt  die  Schwerpunkts- 
axe  das  kleinste  Trägheitsmoment. 

8)  Das  Ellipsoid,  dessen  Hauptaxen  die  drei  Hauptträgheits- 
radien des  Schwerpunktes  sind,  wird  das  zweite  Centralellipsoid 
genannt. 

(Clebsch,  Grelle  Journ.,  Bd.  57,  S.  73.) 
Man  erhält  es,  indem  man  auf  jeder  Axe  des  Schwerpunktes 
die  Länge  ihres  Trägheitsradius  aufträgt. 

Vergl.  Schell,  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte. 

9)  Für  ein  rechtwinkliges  homogenes  Parallelepiped  mit  den 
Kanten  a,  h,  c  und  Dichtigkeit  =  1  wird 


«2 

+ 

62 

+  5 

-  1  = 

findet 

man 

Ä  ^ 

M 

5 

(b^ 

+ 

C'). 

B 

— 

»„.. 

+  cl 

wobei 

M 

4 

hCTt. 
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wobei  ilf  die  Masse  des  Parallelepipeds  bezeichnet,  also 

M=ahc 
ist. 

10)   Für  das  homogene  Ellipsoid  mit  der  Gleichung 

0 


31 

C  =  ^  (a'  +  h% 


11)  Für  einen  Rotationskörper,  der  durch  die  Umdrehung 
der  Curve 

um  die  ^-Axe  entstanden  ist,  von  a;  =  ^o  bis  ^  ==  ^i,  findet  man^ 
A  =  ^JyUIx 

Xo 

Xi 

Xq 

wobei  die  Dichte  des  Körpers  gleich  1  angenommen  wurde. 

Weitere  Probleme  in:  Kraft,  Sammlung  von  Problemen  der 
analytischen  Mechanik,  V.  Tbl.,  II.  Cap.,  Stuttgart  1885,  sowie  in 
„Problemes  de  mec.  rationelle",  p.  P.  M.  Jullien,  Paris  1855 
und  in  den  „Aufgaben  zur  analytischen  Mechanik  von  A.  Fuhr- 
mann". 


§.  193. 

Bewegung  eines  festen  Körpers. 

A.    Bewegung  um   einen   festen  Punkt. 

1)  Seien  xy^  die  drei  festen  Axen,  ^Tj,  i/i,  ^i  jene,  die  fest 
mit  dem  Körper  verbunden  sind  und  beweglich  sind  in  Bezug 
auf  die  xy^-Axen.    Und  es  sei 


wobei 
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X  z=r  a    Xi  -{-  h    IJi  -\-  C    Zi 

y  =  et'  Xi  +  b'  ij,  +  c'  ^1 
^  =  a"x,  +  b"y,  +  o"^^,, 


a    =  cos(xxi) 

h    =  cos(xyi) 

C     =  C0S{Xi3i) 

a'  =  cos(ij  Xi) 

h'    =  COS{lJ}J,) 

c'  =  cos  (y  ^i) 

a"  =  cos  {z  Xi) 

b"  =  cos{zy,) 

c"  =  cos  {z  z^. 

Setzt  man 

dh    ,      , 

Ut  +  ' 

db'    .        db"  _ 

dt  "^'     dt   - 

--  ii 

4:+^' 

da'         „da" 

dt     ■    "^     dt    ~ 

=  -  (i 

^fi+^' 

da'            da" 

dt  "^^     dt   - 

--  r, 

so  folgt: 

V]}\  —  (iXi  =  0 

r  ^1  —  ^  ^1  =  0 

(i^\  —  ryi  =  0. 
Diese   drei  Grössen  p,  q,  r  sind  nichts  anderes  als  die  Rich- 
tungscosinusse der  Moment  an  axe,  sie  ist  der  geometrische  Ort 
aller  jener  Punkte,  in  welchen  die  Geschwindigkeit  im  Momente  dt 
gleich  Null  ist. 

2)  Die  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Momentanaxe  ist  in 
der  Entfernung  Eins  gleich 

also  sind  p,  q,  r  ihre  Componenten  nach  den  Hauptaxen. 

3)  Seien  ABC  die  drei  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  die 
Hauptaxen,  welche  wir  zu  Coordinatenaxen  für  iCj,  i/i,  Zi  wählen, 
so  haben  wir: 

■^  IT  +  ('^  -  ^)  '-V  =  2  (^1  X  _  x,Z) 
^  ^  +  (^^'- ^) '''^  =  2  ^^>^- ^' ^> 

Dieses  sind  die  Euler'schen  Gleichungen. 
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Setzt  man 

a  =  cos  d-  sin  ^  sin  cp  -)-  cos  ^  cos  cp 
h  =  cos  xl-  sin  ip  cos  (p  —  cos  ^  6'/;^  (p 
c  =r:  sin  d-  sin  p  .       '    ' 

a'  =  cos  0-  cos  t  sin  cp  —  sin  tp  cos  cp 
h'  =  cos  d'  cos  ijj  cos  (p  -\-  sin  ip  sin  qp 
c'  =  sin  d-  cos  i^ 

a"  ^=  —  sin  %'  sin  cp  » 

h"  =  —  sin  d-  cos  cp 

c"  =  COSxt^ 

so  folgt  noch 

.    ^dp  dd- 

p  =  Sin  cp  sin  Q^  -j- cos  cp  -j- 

.    ^di^    ,      .       dd- 

q  =  cos  cp  svid-  -jT  -\-  smcp  — - 

dt  et  t 

dcp  ^  dip 

eil  dt 

Bestimmt  man   aus  den  ersten  Gleichungen  ^>,  ^,  r,  und  aus 
den  letzten  9,  0-,  z^,  so  sind  damit  die  Coefficienten 

a,      h^      c 
a\     h\     c' 
a'\    h'\    c" 
gegeben,  und  somit  x^  y^  s  als  Functionen  von  t. 

4)   Sind  keine  äusseren  Kräfte  X,  Y,  Z  vorhanden,  so  wird 

Ihre  Integration  gieht: 

Ap'^  +  B(f-  +  Cr^  =  h. 
Dabei  ist  h  eine   Constante,  welche   die  Summe   der  leben- 
digen Kräfte  des  Systems  darstellt. 
Ausserdem  ist 
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Dabei   ist   die  Constante   'k'^   das   Moment  des   resultirenden 
Paares  der  Bewegungsquantitäten  des  Systems. 
Ausserdem  wird 


CVAB.dr 

dt  = 


V[h'-B]i+  C{B-  C)r^[Ah  —  'k'^^  C{C-  A)r^, 
Diese  Gleichung  liefert  r  als   Function  von  ^,  sodann  folgt 
aus  den  beiden  ersteren: 


^    ~  A{A-  B) 

l^  —  A 


,^_k^  —  Ah+C(A  -  C)r^ 


B(B  -  A) 

Mit  diesen   Grössen  kann   man   sodann  die  Winkel   g^,  -O-,  ^ 

berechnen.    Man  hat 

.  Ap 

tg  w  =  -j-^ 
-^^        Bq 


-^  Cr 

k'  —  c'r^ 
Damit  ist  das  Problem  gelöst. 

5)   Im  Specialfalle,  wo  J.  =  ^  ist,  ist  r  eine  Constante  n.   Sei 
A  —  C=  ^A 

und  3/  und  e  zwei  Constanten,  so  wird 
p  =  Msin  {^nt  -{-  «} 
q  =  31  cos  {^nt  -\~  t] 
SP  =  9^0  +  ^^^t       ' 

^  =  to   +  ^^  77 


]^2   _    ^.2  ^2 

Ch 


d-  =  const  =  arccos 


B.     Bewegung  um  eine  Axe. 

1)  Sei  F  die  Kraft,  p  ihr  Abstand  von  der  Axe,  M  die  Masse 
des  Körpers,  Mlc^  das  Trägheitsmoment,  l  die  Entfernung  des 
Schwerpunktes  von  der  Axe,  so  wird: 
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jines  festen  Körpers. 

t^'^2 

^P^ 

dt'-- 

M(k^  +  P) ' 

wobei  0"  der  Drehungswinkel  ist,  oder  für  einen 

schweren 

Körper 

dP  " 

//+i^«'«*' 

wobei  g  die  Beschleunigung 

der   Schwere  ist. 

Wird  h  -- 

=  0,  so 

erhalten  wir  die  Bewegungsgl 

leichung  des  mathematischen  Pendels 

d^d- 

dp  ~ 

■j-sin^. 

Ist  demnach 

L=^ 

'  +  P 
l      ' 

so  werden  die  Schwingungen  des  mathematischen  Pendels  und 
des  Körpers  dieselben  sein,  vorausgesetzt,  dass  die  Anfangs- 
bedingungen dieselben  sind. 

■  L  wird  die  Länge  des  einfachen  äquivalenten  Pendels 
genannt.  Sie  bestimmt  zugleich  den  Abstand  des  Schwingungs- 
mittelpunktes  von  der  Axe. 


§.  194. 
DerStoss. 

1)  Seien  Wi,  Wg  die  Massen,  Wj,  ii2  die  Geschwindigkeiten 
vor,  Vi^  V2  die  Geschwindigkeiten  nach  dem  Stosse,  so  wird  beim 
geraden  Centralstoss 

nti  Vi  -f"  ^2  V2  =  Wi  Ui  -|-  ^«2  U2. 

2)  Sind  die  Massen  unelastisch,  so  werden  sie  sich  nach  dem 
Stoss  mit  der  Geschwindigkeit  v  ==  v^  =^  V2 

niiUi  -]-  W2  U2 

nii  -{-  W2 
weiter  bewegen.    Bei  dem  Stoss  ist  eine  mechanische  x\rbeit 

m^ma      (%  —  th)'^ 

Wj  -j-  ^2  2 

verloren  gegangen. 

3)  Sind  die  beiden  Körper  vollkommen  elastisch,  so  tritt  zu 
der  Gleichung  in  1)  noch  die  Gleichung 

Wi  v^  -f-  ^2  v.f  =  nii  ul  -\-  ^2  t^2^ 
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inid  wir  erhalten 

^    ~  tili    +   ?»2 

2  Wi  Wi    —    (?»i    —  DLi)  U2 

^  W\  -\-  m^ 

Man  hat  ferner: 

mi  -f-  w?2 

^  ^  my   +  W2   ^  ^ 

Diese  Gleichungen  bestimmen  den  Geschwindigkeitsverlust 
und  den  Geschwindigkeitsgewinn  des  stossenden  und  gestossenen 
Körpers. 

4)  Der  schiefe  Centralstoss.  Seien  a^  und  «2  die  Winkel, 
welche  die  Richtungen  der  Geschwindigkeiten  Wj  und  n2  mit  der 
gemeinschaftlichen  Normalen  der  Oberflächen  im  Augenblicke  des 
Stosses  einschliessen. 

Die  Geschwindigkeiten  nach  dem  Stosse  v^  und  t-g  sind: 

v^  =  Uicosax r Uli  cos  a^  —  n^cosa^il  -\-  f) 

w?i  -L-  m2  ^ )  V      i      / 

t'o  :=:  n^  cos  «9  -! r^^ (w-,  coscix  —  ?/o  cosaJJl  +  s\ 

■     '    Wi  -f-  ^2 

wobei  £  ein  von  der  Elasticität  der  Körper  abhängiger  Factor 
ist;  bei  vollkommen  elastischen  Kugeln  ist  f  =  1.  Die  resul- 
tirenden  Geschwindigkeiten  sind: 


iVi  =  Vu^sin'^ai  -j-  v^ 

und  die  Winkel  ß^  und  ßo,  welche  sie  mit  der  gemeinschaftlichen 
Normale  beider  Körper  einschliessen: 


tyß^ 


Ui  sm  «1 

^1 


tg  ß2^ 


Vo 
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§.    195. 

Das    Pendel. 

1)   Die   Schwingungsdauer   eines  mathematischen   Pendels  T 
ist  gegeben  für  sehr  kleine  Schwingungen  durch  die  Gleichung 

^    9 

wobei  l  seine  Länge  und  g   die  Beschleunigung  der  Schwere  be- 
zeichnet. 

Sind  die  Amplituden  kleiner  als  10*^,  so  wird 

oder  _ 

wobei  04  den  Elongationswinkel  und  d  die  Höhe  der  Schwin- 
gung bezeichnet. 

Die  allgemeinere  Formel  lautet: 


-=-Vjii+ay.'':-f+(Hy--i 


2  ^ 

2)   Die  Bewegungsgleichung    eines   mathematischen  Pendels 
hat  die  Form 


aus  ihr  folgt 

'day        2  g 


\df)    ""T  ^^^^'^^  ""  ^^^^^' 


wobei  ß  die  Integrationsconstante  ist.     Setzt  man  noch 


sin  2"  ^  =  h 


so  wird 


sin ß  r=  2 Ä-  sn t  y  j  ^ nt  \  y 
cosa^l  —  2h''Sn'^t\  J-' 


j 
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3)  Die  Schwingungsdauer  eines  ph3^sikalischen  Pendels 
ist  gegeben  durch 

dabei  ist  0  das  Trägheitsmoment  und  S  das  statische  Moment. 
Setzt  man 

so  ergiebt  sich  die  Länge  eines  mathematischen  Pendels,  welches 
mit  dem  physikalischen  gleich  schwingt.  /  wird  die  reducirte 
Länge  des  physikalischen  Pendels  genannt. 

Für  eine  Stange,  die  homogen  ist  und  deren  Länge  L  ist,  wird 

0 

4)  Um  die  Schwingungen  Ti  auf  den  leeren  Raum  zu  redu- 
ciren,  hat  man  nach  Bessel: 

y  =  0,9459. 
Dabei   ist  P  das   Gewicht  des  Pendels,  j)  das  Gewicht  der 
verdrängten  Luft. 

5)  Die  Beschleunigung  ^^  für  die  geographische  Breite  cp 
ist  bekanntlich 

g^  —  ^0  (1  +  0,00511781  sin'' q)) 
g^  =  9,781029  m, 
damit  wird  die  Länge  des  Secundenpendels 

oder 

Icp  =  /o  {1  +  0,00511781  sm2  9} 

?o  =  991,027015  mm. 
Ueber  die  Theorie  des  Pendels  vergleiche:   Durege,  Theorie 
der   elliptischen  Functionen.      F.   Neumann,    Einleitung  in  die 
theoretische  Physik,  herausgegeben  von  Pape.   Kraft,  Aufgaben- 
sammlung zur  analytischen  Mechanik,  Bd.  II. 

6)  Das  ballistische  Pendel.  Wird  das  Pendel  von  einer 
Kugel  mit  dem  Gewichte  p  und  von  einer  Geschwindigkeit  v 
getroffen,  und  zwar  in  der  Entfernung  e  von  der  Axe,  und  ist  « 
der  Ausschlaojwinkel,  so  ist 
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K'+F)W-"-f 


Dabei  ist  A  das  statische  Moment  und  1  die  Länge  des  Pen- 
dels. Dieselbe  Formel  lässt  sich  auch  anders  schreiben.  Sei  P 
die  Masse  des  Pendels  und  T  die  Scwingungsdauer,  so  wird 

V  =  -^ —  •  — '  Sin  —' 

7t  p  2 

7)  Trägt  ein  cylindrischer  Stab  vom  Halbmesser  r  an  seinem 
unteren  Ende  eine  Kugel  von  der  Masse  M  und  dem  Radius  JR, 
und  am  anderen  Ende  im  Abstände  c  eine  Schneide,  um  welche 
er  drehbar  ist,  und  beträgt  über  derselben  seine  Länge  noch  (?, 
so  ist  die  Länge  1  des  correspondirenden  einfachen  Pendels 

^'  1? + ^^ + ^^1 + ^^  !l-  ^- + (- + ^y| 

M'  '-^  +  M(c  +  R) 

wobei  M'  die  Masse  des  Cylinders  bezeichnet. 
Die  Schwingungsdauer  T  ist  also 

T2  =  7r2  -, 
9 

oder  genähert,  wenn  M'/M  sehr  klein  ist: 

c4-  R 


T2=r  ;r2 


9 


§.  196. 
Das  PotentiaL 

A.    Allgemeines. 

1)    Die  Einwirkung   der  Punkte  P;,  mit  den  Massen  m^  auf 
einen  Punkt  P  mit  der  Masse  1  ist  gegeben  durch 

y=  +  ^^^^ 

wobei  Ti,  die  Entfernung  des  Punktes  niy,  von  dem  Punkte  P  be- 
zeichnet.    Bilden  die  Punkte  ein  Continuum,  so  wird 
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und  es  ist  das  obere  Zeichen  für  die  Anziehung,  das  untere  für 
die  Abstossung  zu  nehmen.  {Gauss  und  Riemann  haben  die 
dieser  jetzt  üblichen  entgegengesetzte  Bezeichnungsweise.} 

Der  Factor  s  hängt  von  dem  Maasse  ab,  nach  dem  man  die 
Einwirkung  messen  will  und  wird  gewöhnlich  gleich  1  gesetzt. 

Die  Kraftcomponenten  nach  den  drei  Axen  sind 

dx  ^  dy  ^  d  s 

Die  Kraftcomponente  in  der  Richtung  n 

cn 

2)  Die  Flächen,  in  welchen  V  eine  Constante  ist,  werden 
Niveau  flächen  genannt.  Die  Richtungscosinuse  der  Normalen 
dieser  Flächen  sind  proportional  den  Grössen 

dv    dV    dV 

dx'     dy'     dz' 
und  es  kann  die  Kraft  nur  senkrecht  auf  diese  Flächen  wirken 
längs  der  sogenannten  Kraftlinien,  deren  Gleichung 

,      ,       dV  dV  dV 

dx  :  cly  :  dz  =  -^-:-^— :^— 
dx     dy     dz 

ist. 

3)  Die  Function  V  nennen  wir  nach  Clausius  die  Poten- 
tial function.  Sie  wurde  zuerst  von  Lag  ränge  in  die  mathe- 
matische Physik  eingeführt.  Ihre  wahre  Bedeutung  erkannte 
jedoch  erst  Green  (1828,  vergl.  Grelle  Journ.  39,  44,  47). 

4)  Die  Arbeit,  welche  bei  irgend  einer  Bewegung  des  Punk- 
tes P  geleistet  wird,  ist  gleich  der  Differenz  derjenigen  Werthe, 
welche  die  Potentialfunction  in  der  End-  und  Anfangslage  hat, 
wenn  man  anziehende  Kräfte  voraussetzt. 

Daher  können  wir  sagen,  dass  die  Potentialfunction  in  einem 
Punkte  jene  Arbeit  angiebt,  welche  nöthig  ist,  um  diesen  Punkt 
aus  der  Entfernung  co  in  seine  gegenwärtige  Lage  zu  bringen. 

5)  Gehört  der  Punkt  P  einem  zweiten  Körper  an,  so  wird 


W 


f^-^  =  fvdm' 


die  Potentialfunction   des   ersten  Körpers  auf  den  zwei- 
ten genannt  und  es  gilt  nach  Gauss  der  Satz 

W=    f  Vdm'  ^  f  V'dm, 

Laska,  mathem.  Formelnsammluiig.  aa 
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d.  h.  die   Potentialfunction   eines  Körpers  auf  einen   zweiten  ist 
gleich  der  Potentialfunction  dieses  zweiten  Körpers  auf  den  ersten. 
Denken  wir  uns   die  beiden  Körper  gleich  und  vereinigt,  so 
wird  jeder  Punkt  zweimal  vorkommen,  daher  wird 
-rxr        1     r  dm  dm' 

das  Potential  eines  Körpers  auf  sich  selbst,  also  jene 
Arbeit,  die  nöthig  war,  die  Massenpunkte  aus  der  unendlichen 
Entfernung  von  einander  in  ihre  gegenwärtige  Configuration  zu 
bringen. 

6)    Seien  a,  ^,  c  die  Coordinaten  von  dm,,  h  die  Dichtigkeit 
in  dm^  so  wird 

hdadh  de 


=fff 


-ff! 


hda dh  de 


V(a  -  xy  +  (b  -  yy  +  (c  —  zy 
das  Potential  (des  Systems,  dem  dm  angehört)  im  Punkte  x^y,^. 
Setzt  man 

a  —  X  ^=  rsinoc  cos  ß 

h  —  y  =  r  sin  a  sin  ß 

e  —  ^  =  rcos  oc, 
so  wird 

V  =    I         I    hr  shiK  dr  dcc  d ß, 

oder  wenn  man  allgemeiner 

a  —  X  :=  r  sin  a  cos  ß  —  q  cos  il^  sin  cp 
b  —  y  =  r  sin  a  sin  ß  —  q  sin  ^  sin  cp 
c  —  ^  =  r  cos  a  —  q  cos  cp 
setzt  und 

cos  w  =z  cosa  cos  cp  -\-  sin  a  sin  cp  cos  (ß  —  tp) 
macht 

dm 


y_    r  r  r    hr^sinadrdadß    __     r 

J  J  J    Vr^  —  2rQC0Sw-^Q^        J    {r'^ —  IrQCOSw-^Q'^ß 
Sei 

jß2  :—  ^2  _   2r  QCOSW  -\-  Q^, 

so  wird: 

^  ""  7  +  7^  Pi(cösit;)  +  ^  P,(cosw)  +..•     Q>r 
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oder 

:r  =  7  +  7?  Pi(cosiv)  +  ^  P,(cosw)  +...     r  >  Q. 
Vergl.  §.  139, 
und  damit  für  (>  >>  r 

Q  ^  Q-2  -r  ^,  -t- 
wobei 

Yq  =    f   dm,     Y.,=   I    r^P^(costv)dm 
oder  für  r  ^  q 

wobei 

^  _    r  dm  r  P,(cosw)  , 

7)  Aus  den  beiden  letzten  Gleichuns^en  fokt- 

I.    Das  Potential  eines  Systems,  welcbes  ganz  im  Endlichen 
liegt,  ist  für  unendlich  entfernte  Punkte  =  0,  aber  so,   dass 

lim  Vq  =  I    dm  für  UmQ  =  od. 

IL  Sei  V  die  Potentialfunction  der  Massen,  welche  sämmt- 
lich  ausserhalb  eines  geschlossenen  Raumes  liegen,  und  sei  V  in 
irgend  einem  Theile  des  Raumes  constant  =  Fo,  so  muss  F  in 
diesem  ganzen  Räume  =  Fq  sein. 

8)  Die  Functionen 

dv    dv    dv 


'm. 


V _ 


sind  für  den  ganzen  Raum  endlich  und  stetig. 
Ferner  convergiren  die  Werthe 

^^,   yV,   zV, 

^2^     .2IZ     .o^F 

mit  wachsenden  Werthen  der  Coordinaten  x,  y,  z  gegen  eine  be- 
stimmte endliche  Grenze. 
Dasselbe  gilt  auch  für 

rV,    r^^,    r^ll     ..IT 

44* 
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und  zwar  wii^d  r  V  immer  von  Null  verschieden  sein,  die  übrigen 
Grössen  nur  im  Allgemeinen. 

9)  Für  einen  Punkt,  der  ausserhalb  der  wirkenden  Masse 
liegt,  ist 

^^-Y^  +  W^-^^^' 

(Gleichung  von  La  place,  Theorie  des  attractions,  Hist.  de 
l'Acad.,  1772.) 

Liegt  der  Punkt  dagegen  innerhalb  der ,  wirkenden  Masse,  so 
wird: 

wobei  h  die   Dichte   in  c^^r,  6?^,  (^^  bezeichnet.     (Gleichung  von 
Poisson,  Bull  de  la  societ.  Phil.  IIL    Mem.  de  l'Acad.,  T.  VL) 

10)  Besitzen  zwei  Functionen  die  Eigenschaften  8)  und  9), 
so  sind  sie  identisch.  Daher  drücken  diese  Sätze  die  nothwen- 
digen  und  hinreichenden  Eigenschaften  der  Potentialfunction  aus. 
(Satz  von  Dirichlet,  Ueber  die  im  umgekehrten  Verhältnisse 
des  Quadrates  der  Entfernung  wirkenden  Kräfte,  1876.) 

Die  Literatur  der  Theorie  des  Potentials  findet  man  ziem- 
lich vollständig  in:  Bacharach,  Abriss  der  Geschichte  der 
Potential theorie.  Die  Theorie  selbst  in:  Clausius,  Die  Poten- 
tialfunction und  das  Potential,  Leipzig  1885.  Ferner  fast  in 
allen  Lehrbüchern  der  Mechanik,  insbesondere  aber  in:  Thom- 
son und  Tait,  Handbuch  der  theoretischen  Physik,  Braunschweig 
1879.     Vergl.  auch:  Heine,  Handb.  der  Kugelfunctionen,  Bd.  H. 

11)  Seien  ü  und  V  zwei  Functionen  der  Raumcoordinaten, 
und  sei 


^dUdV_düdV     düdV      düdV 

■^  dx    dx         dx    dx  ~^  dy    dy     '     S^    d0  ' 


ferner  U  und  F,  sowie  ihre  ersten  und  zweiten  DifFerential- 
quotienten  nirgends  im  betrachteten  Räume  unendlich  gross,  so 
gelten  die  Sätze: 

J     ^^  dx    dx  J  dn  J 

J     ^^-^  dx    dx  J  dn  J 

IIL  r  (u^-  V  ^)  dw  =    r  (V^U-  ü^  V)(U, 

J     \      dn  dn/  J     ^ 
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dabei  ist  dt  ein  Raumelement  und  die  Integrale  nacli  r  er- 
strecken sich  über  den  ganzen  gegebenen  Raum ;  d  w  ist  ein  Ele- 
ment der  Oberfläche  und  das  Integral  nach  w  erstreckt  sich 
über  die  ganze  Oberfläche;  n  ist  die  auf  die  Oberfläche  errich- 
tete, nach  innen  zu  als  positiv  gerechnete  Normale.  (Satz  von 
Green.) 

12)  Es  giebt  für  einen  beliebigen  begrenzten  Raum  immer 
eine  und  nur  eine  Function  V  von  ^,  ?/,  5',  die  selbst  und  deren 
erste  Differentialquotienten  stetig  sind  und  die  der  Gleichung 

z/  F  =--  0 
innerhalb   des   ganzen  Raumes  erfüllt  und  die  in  jedem  Punkte 
der  Oberfläche  einen  vorgeschriebenen  Werth  hat. 

Unter  allen  Functionen  [/,  die  diese  Bedingungen  erfüllen, 
jedoch  so,  dass 

ist,  hat   V  die  Eigenschaft,  dass  es  das  Integral 

«=/((®'+(ify+(if)'i"- 

zu  einem  Minimum  macht,  d.  h. 

/i(i?y+Q' +(!?)>■ 

ist  unter  allen   Q  ein  Minimum. 

(Das  Dirichlet'sche  Princip;  vergl.  Dirichlet,  1.  c.  §.  32 
bis  38.  Früher  und  allgemeiner  bewies  Thomson  die  Existenz 
der  Potentialfunction  in  Cambr.  and  Dublin  Mathem.  Journ.  1848.) 

13)  Bisher  haben  wir  die  wirkende  Masse  als  dreidimensional 
betrachtet;  die  folgenden  Theoreme  beziehen  sich  auf  solche 
Massen,  die  auf  Flächen  ausgebreitet  sind. 

Sei  H  die  Richtung  der  Normalen,  so  Avird 

(ll),-(l¥X  =  -^'"'' 

wobei  der  Index  -|-  oder  —  anzeigen  soll,  dass  dV/dn  unendlich 
nahe  der  Fläche  in  der  positiven  oder  negativen  Richtung  von  n 
zu  nehmen  ist.  k  ist  die  Dichte  des  Oberflächenelementes  um 
n  herum. 

14)  Sei  d  IV  ein  Element  der  mit  einer  Masse  belegten  Schicht, 
auf  den  Normalen  denken  wir  uns  unendlich  kleine  Längen  s 
aufgetragen.     Dadurch   entsteht  eine  zweite  Fläche,   die  wir  uns 
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mit  einer  eben  so  grossen  Masse  belegt  denken,  die  jedocli  vom 
entgegengesetzten  Vorzeichen  ist,  sodann  ist 


/ 


%  8  —  a  iv 


die  Potentialfunction  dieser  Doppel  schiebt  in  Bezug  auf  einen 
Punkt  in  der  Entfernung  r.  oc  s  wird  das  Moment  der  Doppel- 
belegung genannt. 

Die  durch  diese  Gleichung  definirte  Potentialfunction  erleidet 
sprungweise  die  Vergrösscrung  iTtxs,  wenn  der  Punkt  durcli 
die  Doppelschicht  hindurchgeht ,  der  Differentialquotient  dV/d  n 
ist  an  ihr  endlich  und  stetig. 

Ist  die  Doppelschicht  geschlossen,  so  wird  ihr  Potential 
0,     2  TT  %  £,     4  ;r  jc  £, 

je  nachdem  der  Punkt,  auf  den  sie  einwirkt,  ausserhall),  auf  der 
Oberfläche  oder  innerhalb  der  Doppelschicht  sich  befindet.  {Der 
Name  der  Doppelschicht:  „Doppelbeleg"  rührt  von  Helmhol tz 
her.  Pogg.  Ann.  89  (1853).  Ausführlicher  behandelt  in:  C.  Neu- 
mann, Untersuchungen  über  das  logarithmische  und  Newton' - 
sehe  Potential  1877,  Cap.  IV.,  VII.j 

15)    Wir  wollen  nun  eine  sehr  wichtige  Aufgabe  lösen : 
Ein   Raum    R   ist   begrenzt   von   einer   FUiche    S^   und    der 
Werth  von 

ist  im  Innern  von  R  gegeben,  so  wie  die  Werthe  von  V  für  alle 
Punkte  von  S.  Es  wird  gesucht  der  Werth  Vp  von  V  für  einen 
Punkt  P  innerhalb  R. 

Die  Entfernung  von  P  von  irgend  einem  Punkte  sei  r. 

Denken  wir  uns  nun  eine  Function  ü\  die  in  ganz  R  end- 
lich und  stetig,  und  deren  Werth  auf  der  Oberfläche  von  R^ 
d.  h.  in  S^  gleich  ist 

und  die  der  Bedingung 

genügt,  sodann  hat  die  Function 

ü  =  -+  ü' 
r 
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folgende  Eigenschaften:     Sie  ist  in  jR,  ausgenommen  P,  endlich 
und  stetig,  in  S  gleich  Null  und  genügt  innerhalb  der  Bedingung 

Die  Function  U  führt  den  Namen  der  Green 'sehen 
Function.     Sodann  wird 

4.7t  V^  =  —    C  UDVdB+    C  ^l^^'Sf. 

Das  erste  Integral  bezieht  sich  auf  das  Innere,  das  zweite 
auf  die  Oberfläche  von  S. 

Durch  diese  Gleichung  ist  das  obere  Problem  zurückgeführt 
auf  die  Aufsuchung  einer  Function  t/,  die  die  bezeichneten  Eigen- 
schaften hat. 

B.    Specielle  Probleme. 

I.    Kugelschale.  Der  innere  Halbmesser  sei  ri,  der  äussere 
r2,  und  die  Dichte  eine  Function  von  r.     Sei  Pj,  Pg,  P3  ein  Punkt 
innerhalb,  in-   oder   ausserhalb   der  Kugelschale,   Fi,  F2,  F3   die 
zugehörige  Potentialfunction,  so  wird 
^^Fi     ,    2   dV, 


d 

r2 

d-^ 

V, 

d 

r2 

d'~ 

V, 

r     dr 


0 


damit  wird 


4-  —  — ^  4-  4  TT  Ä;  =  0 
^     r     dr     ' 

+  1^  =  0 

dr'^     ^    r     dr  ' 

»•2 


Fl  =  4  ;r    f' 


kr  dr 


oder 


^^^^0,     ^  =  0,    ^^0,    ^=0, 


dx  '      dy  '      d^  '     dr 

wie  schon  Newton  (Principia  1.  I.,  s.  XII,  prop.  LXX)  gezeigt. 
Sei  /(r)  die  Masse  innerhalb  r,  so  wird 


r2 

V,  =-^-f  47r    r  krd 


und  demnach 

dr  1*2 
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Endlich  ist 

11.    Ueber  das  Potential  eines  Ellipsoids  vergl.:     Schell, 
Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte  1870,  IV.  Thl.,  IX.  Cap. 
Man  findet  für  einen  inneren  Punkt: 


Da 

s  Potential. 

i7t 

f  hrHlr-f^''-'^ 

V 

-f 

ds                x^    . 

S    +    Z^2 

^2        ^ 

JD  [          s  +.a'^ 

s  +  c^ 

wobei 

1)2  = 

=  ('  +  5)('  + 

f)0  + 

und 

a2  ~i    ^2  ~r  ^2 

=  1 

die  Gleichung  des 

Ellipsoids  ist. 

Für 

einen  äusseren  Punkt  findet 

man  dagegen 

V 

00 

-.  r 

ds  l^            X'- 

r 

^2 

a 

wobei  6  die  einzige  reelle  und  positive  Wurzel  von 

^'   _L    y"    I    ^'   _  1 


ist.     Es  gelten  die  Sätze: 

Die  Anziehungskräfte,  welche  von  zwei  homogenen  confocalen 
EUipsoiden  auf  denselben  äusseren  Punkt  ausgeübt  werden,  haben 
dieselbe  Richtung  und  sind  den  Massen  der  Ellipsoide  propor- 
tional.    (Satz  von  Maclaurin.) 

Zwei  innere  Punkte,  welche  auf  einer  durch  den  Mittelpunkt 
des  Ellipsoids  gehenden  Geraden  liegen,  werden  mit  Kräften  an- 
gezogen, welche  der  Entfernung  vom  Mittelpunkte  proportional 
und  einander  parallel  sind. 

Zwei  ähnliche  und  ähnlich  liegende  homogene  Ellipsoide  von 
gleicher  Dichte  ziehen  einen  für  beide  inneren  Punkte  mit  gleichen 
und  gleich  gerichteten  Kräften  an. 

Bestimmt  man  auf  zwei  confocalen,  conaxialen  EUipsoiden, 
welche  homogen  und  von  gleicher  Dichte  sind,  zwei  correspon- 
dirende  Punkte,  so  verhalten  sich  die  Attractionscomponenten 
nach  den  Hauptaxen,  welche  jedes  Ellipsoid  auf  den  festgesetzten 
Punkt  des  anderen  ausübt,  wie   die  Flächeninhalte  ihrer  Haupt- 
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schnitte,  welche  auf*  der  Richtung  der  Componenten  senkrecht 
stehen. 

Satz  von  Iwory  nach  Poisson  beim  beliebigen  Attractions- 
gesetz  gültig. 

Wendet  man  diesen  letzteren  Satz  auf  zwei  concentrische 
Kugeln  an,  so  ergiebt  sich,  dass  das  einzige  Anziehungsgesetz,  für 
welches  eine  homogene  spliärische  Schicht  keine  Wirkung  auf  die 
Punkte  ihres  Innern  ausübt,  das  des  umgekehrten  Verhältnisses 
des  Quadrates  der  Entfernung  ist. 

Zur  Bestimmung  der  Potentialfunction  hat  man  überhaupt 
folgende  W^ege: 

1)  Directe  Auswerthung  des  Integrals  A.  6). 

2)  Integration  der  Laplace -Poisson' sehen  Gleichung  A.  9). 

3)  Integration    dieser   Gleichung    vermittelst    der   Green'- 
schen  Function  A.  15). 

4)  Näherungsintegrationen. 

Beispiele:  Beer,  Einleitung  in  die  Elektrostatik.  Kölle- 
ritzsch,  Lehrbuch  der  Elektrostatik. 

5)  Benutzung  der  Diagramme. 

Beispiel:     Maxwell,  Treatise  part.  I.,  chapt,  VII. 

6)  Transformation  vermittelst  der  reciproken  Radien. 
Beispiel:   Heine,  Handbuch  der  Kugelfunctionen  IL,  VI.  Cap. 

C.    Das  logarithmische  Potential. 

Das  logarithmische  Potential  gründet  sich  auf  die  Thatsache, 
dass  die  Newton' sehe  Anziehung,  der  mit  Masse  von  der  Dich- 
tigkeit 6  belegten  5^-Axe,  auf  einen  Punkt  der  xy-EheuQ  ersetzt 
werden  kann  durch  die  Anziehung  proportional  der  ersten  Potenz 
der  Entfernung  und  ausgehend  vom  Nullpunkte,  in  dem  man 
sich  die  doppelte  Masse  concentrirt  denkt. 

Das  Potential  wird  sodann 

V  =    I    d  m  log  r. 

Das  logarithmische  Potential  wird  im  Unendlichen  unend- 
lich, das  Newton'sche  verschwindet. 

Sowohl  die  Laplace 'sehe,  als  auch  die  Poisson 'sehe  Glei- 
chung gilt  für  das  logarithmische  Potential. 

Das  logarithmische  Potential  leistet  gute  Dienste  besonders 
dann,  w^enn  sich  ein  Problem  auf  zwei  Parameter  zurückführen  lässt. 
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Vergl.  Neumann,   Untersiiclmngen  über  das  logarithmische 
und  Newton'sche  Potential,  1877. 

§•  197. 
Elasticität. 

1)    Seien  x^  ij^  z  die   Coordinaten  irgend   eines   Punktes  im 
Zustande  des  Gleichgewichtes 

X  -\-  li^    y  -\-  V,    2  -]^  w 
jene  zur   Zeit  ^,  und  sei   q   die  Dichte  des   elastischen  Körpers, 
die  wir  constant  voraussetzen,  so  werden 


dP  dx  dy     '     d^ 

^    dP  dx    ~^    dy    ~^    dz' 

ry  d'^iv         d  Za;    ,    d  Zu    .     d  Zz 


dp  dx     '      dy     '     dz 

die  allgemeinen  Gleichungen  für  die  Bewegung  eines  elastischen 
Mediums.  Die  Grössen  X^^  .  .  .  Zz  sind  die  Druckcomponen- 
ten.    Man  hat  allgemein 

Xy  =  Yx 

Yz      =     Zy 

Zx     =      X^;. 

2)  Im  Falle  des  Gleichgewichtes  ist 

-^ d  Xx    I    d  Xy    ,    d  Xz 

dx    ~^    dy    ~^    dz 
y^dYx    ■    dYy        dYz 
dx   ~^    dy    '^    dz 

y 8  Zx    \^^y\     '^  ^z 

~'    dx    '^  ~dY  "'      dz  ' 

3)  Zu  diesen  Gleichungen  kommen  noch  die  Oberflächen- 
bedingungen hinzu.  Sei  P«  der  auf  die  Einheit  der  Oberfläche 
wirkende  Druck  und 

Xn    Yn  Zn 

seine  Componenten,  so  sind  die  Grenzbedingungen: 

Xn  =  Xx  COS  {n,  x)  -f-  Xy  cos  (n,  y)  -\-  Xz  cos  (w,  z) 
Yn  =  Yx  cos  (n,  x)  -)-  Yy  cos  (n,  y)  -\-  Yz  cos  (n,  z) 
Zn  =  Zx  COS  (n,  x)  -\-  Zy  cos  (w,  y)  -\-  Zz  cos  (w,  z). 
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Setzt  man 

du 

Xy^XJx^ 

du  1  d  V 
dy'^  dz 

dv 

y^^-df 

..=..= 

diu  ,  du 
dx    '    dz 

diu 
^'~~  dz' 

Zy^lJ,=-- 

dv  ,  S IV 
dg  +  dy 
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und 

/  =  an  xl  +  «22  yl  +  «33  s1 

+  2«23  2/y^^H 

sodann  wird 

■Y    —    ^f         Y    —  7    —    '^f 
V    —    ^f         7    ^   \    —    ^f 

^^-ä^'    ^^-^^-d7. 

7    —    '^f        X    —   V    —  M- 

^'--      dZz'  ^'~      ^^-dXy' 

f  ist    eine   homogene   Function   zweiten  Grades   der   sechs   Argu- 
mente 

Xxi     Xy^      yy^     2/2?      ^Zl      ^Xl 

die  Coefficienten 

«11,    «12,    «13    ...   «33 

werden  Elasticitätscoefficienten  genannt. 

5)  Die  Grösse 

du    ■    dv    .    d  w 

^  ~~  dx'^  dy'^  Jz' 
die  vom  Coordinatensystem  unabhängig  ist,  wird  die  räumliche 
Dilatation  genannt. 

6)  Ist  der  Körper  homogen,  so  kann  man  schreiben: 

wobei  wie  üblich 

?)2  7)2  W2 
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7)   Die  allgemeinen  Gleichungen  mit  Rücksicht  auf  die  Tem- 
peraturveränderungen sind : 


dp        ^  dx    '      dx     ^      dl)    ~    ds 

Y     o  »^^^  -    8«   I  er.  ,   er      er. 


dP         "-  dz    '     dx     '     dy     '      dz  ' 
wobei  s  die  Temperatur  und  p  eine  Constante  bezeichnet.    Es  ist 

wobei  M  der  Elasticitätsmodul ,   und  a  der  lineare  thermische 
Coeflicient  ist. 

Die  Gleichungen  für  die  Oberfläche  lauten  nun 

Xn=  ps  COS (n, x)  +  X^ cos (n, x)  -\-  Xy  cos (n, y)  -\-  X,  cos (n, z) 
Yn  ^=  ps  cos  (n,  y)  -j-  Y^  cos  (n,  x)  -[-  Yy  cos  (n,  y)  -f  i^2  cos  {n,  z) 
Zn  =  ps  COS (n, z)  +  Zx  cos  (w, x)  -f  Zy  cos {n, y)  -f-  Z^  cos  (w, z). 
8)   Wird  ein  stabförmiger  Körper  vom  Querschnitte  F  durch 
eine  Kraft  P  gezogen,  und  sei  l  seine  Länge,  so  wird 

die  Gesammtdehnung   dieses   Körpers   sein.     6  wird  die  speci- 
fische  Ausdehnung  genannt  und  es  wird 

ö  — -  ^ 


l   ~  FE' 

wobei  E  der  Elasticitätsmodul  ist;  es  ist  dieses  diejenige 
Kraft,  welche  ein  Prisma  vom  Querschnitte  1  um  seine  eigene 
Länge  verlängern  würde,  wenn  dies  ohne  üeberschreitung  der 
Elasticitätsgrenze  möglich  wäre. 

9)  Wird  ein  prismatischer  Stab  von  der  Länge  ?,  der  Breite  h 
und  der  Höhe  h  gebogen,  so  werden  gewisse  Theile  kürzer,  gewisse 
länger,  es  wird  aber  immer  eine  Faser  geben,  die  während  der 
Biegung  gleich  bleibt.  Diese  wird  die  neutrale  Faser  genannt. 
Sei  P  das  spannende  Gewicht,  E  der  Elasticitätsmodul,  T  das 
Trägheitsmoment,  und  es  werde  die  Mitte  der  ursprünglichen 
Lage  als  die  X-  Axe,  und  die  Senkrechte  darauf  als  Y-  Axe  an- 
genommen, so  ist 
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die  Gleichung  der  elastischen  Linie,  d.  h.  jener  Curve,  welche 
die  neutrale  Faser  bei  der  Biegung  macht. 

Die  Abweichung  am  Ende   von  der  ursprünglichen  Lage  ist 

P     P 
E   hh^' 

Die  allgemeine  Gleichgewichtsgleichung  lässt  sich  schreiben 
wie  folgt: 

dabei  ist  q  der  Querschnitt   und  q  die  Dichte  des  Prismas.     Die 
allgemeine  Bewegungsgleichung  lautet: 

■pT^^y  —  nn  fv       ^'y\ 
dx"^  \  dp] 

10)  Die  Zugkraft,  welche  einen  prismatischen  Körper  vom 
Querschnitte  Eins  bis  zur  Elasticitätsgcenze  ausdehnt,  wird  der 
Tragmodul  der  Ausdehnung  genannt  und  mit  Tj  bezeichnet. 
Die  Druckkraft,  welche  diesen  Körper  bis  zur  Grenze  der  Elasti- 
cität zusammendrückt,  wird  der  Tragmodul  der  Zusammen- 
drückung genannt  und  mit  T2  bezeichnet. 

Unter  dem  Tragvermögen  versteht  man  das  Product  aus 
dem  Querschnitt  in  den  Tragmodiil.  Man  erhält,  wenn  man  das- 
selbe mit  Pi,  resp.  Po  bezeichnet, 

für  den  Zug        Pj  =  F  1\ 
für  den  Druck     P^  ==  F  T^. 
Die  Zugkraft,  bei  welcher  ein  prismatischer  Körper  vom  Quer- 
schnitt 1   zerreisst,  wird  der  Festigkeitsmodul  genannt   und 
mit  Kl  und  K^  für  den  Zug,  resp.  den  Druck  bezeichnet. 

11)  Sei  G  das  Gewicht  des  prismatischen  Körpers  von  der 
Länge  l  und  dem  Querschnitte  P,  so  ist  seine  Ausdehnung  in- 
folge der  eigenen  Schwere  halb  so  gross  als  die,  welche  ein  Ge- 
wicht G  am  Ende  des  Körpers  hervorbringt,  also 

FF 

Dasselbe  Gesetz  gilt  auch  für  die  Compression.  Sei  q  die 
Dichte  des  Prismas,  und  K  sein  Festigkeitsmodul,  so  zerreist  das- 
selbe bei  verticaler  Aufhängung  infolge  eigener  Schwere  bei  einer 
Länge  =  {K  :  q). 
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12)    Man  hat  in  Kilogrammen  per  1  qmm  Querschnitt 

A.    Für  den  Zug. 


Namen    der    Körper 

E 

T, 

Kr 

Gusseisen 

10  000 

6,67 

13 

Schmiedeeisen 

20  000 

13  —  20 

41  —  62 

Holz  in  der  Richtung  der  Fasern  . 

1100 

1,8 

6,5 

B.     Für  den  Druck. 


Namen  der  Körper 

E 

T2 

^2 

Gusseisen               ...        

9  900 
19  700 

13,13 
13,13 

73 

22 

Holz  in  der  Richtung  der  Fasern  . 

4,8 

Ausserdem  sind  die  Werthe  von  Ko,  für  Basalt  =  20,  Ziegel- 
stein =  0,6,  Mörtel  =  0,4. 

13)  Man  nennt  die  gerade  Linie,  in  welcher  die  neutrale 
Faserschicht  von  der  Ebene  eines  Querschnittes  geschnitten  wird, 
die  neutrale  Axe  des  Querschnittes. 

Sodann  definiren  wir  die  Summe  der  Producte  aus  den  ein- 
zelnen Elementen  des  Querschnittes  in  die  Quadrate  der  Ent- 
fernungen von  der  neutralen  Axe  als  das  Maass  des  Biegungs- 
momentes und  bezeichnen  sie  mit  W.  Diese  Grösse  multiplicirt 
mit  dem  Elasticitätsmodul  nennt  man  das  Biegungsmoment. 

Für  ein  Prisma  von  der  Breite  h  und  Länge  /  ist  für  die 
durch  den  Schwerpunkt  parallel  zu  h  gehende  Axe 

w      ' 

für  einen  Kreis  vom  Radius  r 


12  ^'*  ' 


W^jrS 


für  einen  beliebigen  Querschnitt  bezogen  auf  die  X-Axe 
W.  =  ^  f  ißdx 
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und  bezogen  auf  die   Y-Axe 


Wy  =    I   x^ydx 


Sei  Q  der  Krümmungshalbmesser  der  elastischen  Linie,  und 
M  das  statische  Moment  aller  auf  den  betreffenden  Querschnitt 
wirkenden  äusseren  Kräfte,  so  wird 

WE 

Wir  haben,  wenn  die  Biegung  gering  ist,  näherungsweise 
J_  _  cPy_ 

daraus  folgt: 

WEp.  =  M 
äx'^ 

als  die  Gleichung  der  elastischen  Linie  für  diesen  Fall.  Es  gel- 
ten ferner  folgende  Sätze: 

Es  ist  das  Maass  W  des  Biegungsmomentes  bezogen  auf  die 
neutrale  Axe  gleich  dem  Maasse  Wi  bezogen  auf  irgend  eine 
zur  neutralen  parallele  Axe  vermindert  um  das  Product  aus  dem 
Querschnitte  F  in  das  Quadrat  des  Abstandes  beider  Axen.  Die 
Grösse   W  ist  also  auf  die  neutrale  Axe  ein  Minimum. 

Seien  Wx  und  Wy  die  Werthe  von  W  bezogen  auf  die  X- 
und  F-Axe,  TF"„  und  Wiv  die  Werthe  von  W  bezogen  auf  die 
U-  und  l^F-Axe,  wobei  Ü  _L  W  denselben  Anfangspunkt  besitzt 
wie  X  und   Y,  so  wird 

W.+    Wy=    Wu  +    W^.. 

Vergl.  Weisbach,  Lehrb.  der  Ingenieur-Mechanik,  Bd.  L 
14)   Unter  dem  Drehungsmoment  der  Torsion  wird  die  Grösse 
.(TF,  +  Wy)C=  W.C 

verstanden,  wobei  C  das  Modul  der  Torsionselasticität  ist. 

Sei  P  die  tordirende  Kraft  und  a  der  Torsionswinkel,  so  ist 

für  einen  Cylinder  von  der  Länge  1  und  dem  Durchmesser  a 

_    Pal         jr,    _^      , 
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§.  198. 
Hydrostatik. 

1)  Sei  p  der  Druck,  q  die  Dichte,  und  seien  X,  F,  Z  die 
Componenten  der  wirkenden  Kräfte,  so  muss  im  Zustande  des 
Gleichgewichtes 

dp  =  Q  {Xdx  -f  Ydy  +  Zd^]  =  0, 

also  auch 

Xdx+  Ydy  -{-  Zdz  =  0. 
Diese   Gleichung  stellt   die  Niveauflächen   dar.     Im  Zu- 
stande des  Gleichgewichtes  steht  die  Resultirende 

B=VX'^  +  r2  +  Z2 
auf  den  Niveauflächen   senkrecht   und   es  existirt  nothwendiger- 
weise  eine  Kräftefunction   t/,  so  dass 

2)  Dreht  sich  eine  Flüssigkeit  gleichförmig  um  die  Z-Axe 
mit  einer  Geschwindigkeit  iv^  so  ist 

Xdx  +  Ydy  +  Zdz  +  iü''{xdx  +  ydy}  =  0 
die  Gleichung  der  Niveauflächen  und  zugleich  der  Oberfläche  der 
rotirenden  Flüssigkeit. 

3)  In  einem  Cylinder  von  der  Höhe  h  und  dem  Radius  a 
wird,  wenn  g  die  Beschleunigung  der  Schwere  bedeutet. 


2g   (      ,    aHü^        , 

X2  J^  y2  =  ^  L  J^ h\ 


Ferner  ist  der  Druck,  wenn  p^  den  Druck  auf  der  Oberfläche 
bezeichnet  und 


gesetzt  wird, 


p, — ^  +  9Qf^ 


w 
P=  —  gQ^  +  Q  "2-  (^'  +  2/')  +  ^• 


4)  Rotirt  eine  flüssige  Masse  mit  einer  constanten  Geschwin- 
digkeit um  die  ^-Axe  und  werden  hierbei  ihre  Theile  von  dem 
Anfangspunkte  des  Coordinatensystems  nach  dem  Newton' sehen 
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Gesetze  angezogen,  so  wird,  wenn  r  die  Entfernung  eines  Punktes 
der  Masse  vom  Coordinatenursprung  und  g  die  Grösse  der  An- 
ziehung in  der  Entfernung  a  bezeichnet, 

^  +  "Y  (^'  +  t)  =  ^o>^st 

die  Gleichung  der  gesuchten  Oberfläche  sein. 

5)  Versteht  man  unter  Druckhöhe  die  Tiefe  des  Schwer- 
punktes einer  Fläche  unter  dem  Wasserspiegel,  so  gilt  allgemein 
die  Regel: 

Der  Druck  des  Wassers  normal  gegen  eine  ebene  Fläche  ist 
gleich  dem  Gewichte  einer  Wassersäule,  deren  Basis  die  Fläche, 

und  deren  Höhe  die  Druckhöhe  ist. 
Dieser  Druck  entspricht  einer  Kraft, 
deren  Angriffspunkt  der  Mittelpunkt 
des  Druckes  genannt  wird. 

Sei  z  sein  Abstand  vom  Niveau, 
so  wird 


,liF=    f  lildiv, 


wobei  F  die  ganze  Fläche  und  h  den 
Abstand  des  Schwerpunktes  dieser 
Fläche  vom  Niveau  bezeichnet. 

Seien  x  und  y  die  Coordinaten 
dieses  Punktes  in  Bezug  auf  das  Axen- 
system  FOX,  so  wird: 


x.Fh 


I  xfo  d  w^ 


also   gleich   dem  Trägheitsmoment  von  F  in  Bezug  auf  die  Axe 
0  X  und 


y^FH 


I    x^,y,,diü, 


also    gleich    dem    sogenannten    Centrifugalmoment   in   Bezug 
auf  die  Axe  0  Y. 


§.  199. 
Hydrodynamik. 
1)   Es  seien  u,  v,  w  die  Componenten   der  Geschwindigkeit 
parallel  zu  den  Coordinatenaxen  zur  Zeit  t  im  Punkte  x,y,z.    Sei 
ferner  ^  der  Druck,  q  die  Dichtigkeit,  so  wird 

Laska,  mathem.  Pormelnsainmliuig.  ^e 
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'dP 
d^y  _ 

d^ 
dP 
oder  auch 

du 


=  X  — 


Y- 


1 

Q 

dp 
d  X 

1 

dp 

Q 

dy 

1 
Q 

dp 

dx 

(Euler'sclie  Gleichungen) 


du 


dt+''d^  +  '  dy 


du 


w 


dv  ,  dv 
W  +  ^'d^ 
dw    ,        dw 


dv    , 

V \-  tv 

dy    ' 


d0 

dv 


=  X  —  - 


Y rZ 


,  dw       ,  d  tv  ry 

'        dy    ^        cz 


\dji 
Q  dx 

1  ^ 
Q  dy 

1  dp 
'q  dz' 

Dazu  kommt  noch  eine  Relation  zwischen  p  und  q.  Diese 
ist  für  Gase  bei  constanter  Temperatur  durch  das  Boyle'sche 
Gesetz  gegeben 

p  =  ICQ. 

Im  Falle  der  incompressiblen  Flüssigkeit  ist 

Q  =  const.     . 
Bewegt  sich  ein  Gas  so,  dass  'k^iriej  Wärme  weder  aufgenom- 
men, noch  abgegeben  wird,  so  ist  ^ 

p  —  l'Q\ 

wobei  1/  =  1,41  für  atmosphärische  Luft  ist. 

Ferner  die  sogenannte  Continuitätsgleichung 

d  Q 


d  QU     ,     d  QV     ,     d  QW 


0. 


dx     ^      dy     ^     dz 
Diese  Gleichungen  bestimmen  die  fünf  unbekannten  Grössen 

tf,  V,  W^  J),  Q. 

Sei  noch 

F  (X,  y,  z,t)  =  0 

die  Begrenzung  der  Flüssigkeit,  so  muss  jederzeit 

If  =0. 

Ot 

Diese  Gleichung  besagt,  dass  Theilchen,  welche  einmal  auf 
der  Oberfläche  vv^aren,  auf  derselben  bleiben. 

2)  Denkt  man  sich  x^  y^  z  als  Functionen  der  Coordinaten 
des  Anfangszustandes  a,  6,  c  und  der  Zeit,  welche  dann  die  Bahn 
des  Theilchens  x,  y^  z  bestimmen,  so  folgt 


dF      .    dF      .   dF 

dx  dy       '    dz 
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\dP       ^Jda~^\dP       '-Jda'^KdP         Jca^  Qda~^ 
(d^_  y\?^   ,   /^_  yY-J--1-{^-.7\  ^   I    ^'^P  —  f^ 

\dP     ^)dh'^\dp     ^Jdb'^\dp       Jdb~^  Qdb—^ 

(d^x       ^\dx      fd^y         \dy      /d^^z         \ 


dc~^\dt'         )dc'^\dP 
Dieses   ist    die    sogenannte    Lagrange' sehe    Form   der  Be- 
wegungsgleichungen. 

Die  Continuitätsgleichung  ist 

d(x,y,0) 


9 


Qo 


d(a^  h^cy 
wo  Qq  die  Anfangsdichtigkeit  und 

dx 


d(x,y,z)  _ 
d  (a,  &,  c) 


da 

dx 

FE 

dx_ 
de 


dy 
da 

dy 
db 

dji 

de 


dj_ 

da 

d_z_ 
db 
d_z_ 

de 


die  übliche  Bezeichnung  der  Functionaldeterminante  ist. 

3)  Sind  die  Geschwindigkeiten  u^  v,  iv  so  beschaffen,  dass 
sie  Ableitungen  einer  und  derselben  Function  (p  nach  x^  y^  z  sind 
ist  also 

dw  d  w  d  CD 

dx  dy  dz 

so  wird  (p  das   Geschwindigkeitspotential    genannt,    und   es 
besteht  der  Satz: 

Existirt  für  irgend  einen  Theil  einer  vollkommenen  Flüssig- 
keit das  Geschwindigkeitspotential  unter  dem  Einflüsse  von  Kräften, 
die  ein  Potential  haben,  so  existirt  für  diesen  Theil  das  Potential 
auch  in  jedem  anderen  Augenblicke,  wenn  nur  der  Druck  eine 
Function  der  Dichte  allein  ist. 
Die  Flächen 

(p  =  Const 
werden  Nive auflachen  genannt. 

4)  Man  nennt  Stromlinie  eine  Linie,  deren  Richtung  in 
jedem  Punkte  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  hat. 

Ihre  Differentialgleichungen  sind 

dx dy dz 

U  V  w 

45* 
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Ein  Raum,  der  von  sich  stetig  an  einander  schliessenden 
Stromlinien  gebildet  wird,  wird  ein  Stromfaden  genannt. 

5)  Ist  für  jeden  Punkt  die  Geschwindigkeit  unabhängig  von 
der  Zeit,  so  entsteht  eine  continuirliche  Bewegung.  Die  Be- 
dingung hierfür  ist 

a^—^'    dt      ^'    dt~^' 

6)  Alle  diese  Gleichungen  haben  die  sogenannte  innere 
Reibung  nicht  berücksichtigt. 

Sei  ft  der  Reibungscoefficient  also  für  die  Luft 

ft  =  0,0001878  (1  +  0,00366 1). 
t  ist  die  Temperatur  in  Celsiusgraden,  oder  für  Wasser 
^  =  0,014061 
für  eine  Temperatur  von  24,5*^  Celsius,  und  sei 

welcher  Ausdruck  den  Volumzuwachs   des  Elementes  misst  und 
räumliche  Dilatation  genannt  wird,  ferner 


so  wird 


8;r2     '     a^2     I     g^2  ^' 


dp 

dx 

+ 

1 

3 

^ 

dB 

dx 

+ 

iiZl^U 

dp 
dy 

+ 

1 

f^ 

dB 

dy 

+ 

fAz/2^ 

dp 

dz 

+ 

1 

i^ 

dB 

dz 

+ 

^^Hv. 

du  ^r 

dv  ^r 

.        diu  rr 

Für  incompressible  Flüssigkeiten  ist  B  constant,  also  die 
Ableitungen  nach  x^  y^  z  gleich  Null. 

In  Bezug  auf  weitere  Belehrung  verweisen  wir  auf:  Lamb, 
Einleitung  in  die  Hydrodynamik,  übersetzt  von  Reiff,  1884. 
Auerbach,  Die  theor.  Hydrodynamik  nach  ihrer  geschichtl.  Ent- 
wickelung,  1881,  Daselbst  auch  Literatur,  desgl.  auch:  Thom- 
son und  Tait,  Handbuch  der  theoretischen  Physik. 

7)  Existirt  ein  Geschwindigkeitspotential  9),  und  haben  die 
Kräfte  ein  Potential  F,  so  lassen  sich  die  Euler 'sehen  Gleichun- 
gen integriren.  Man  hat  dann  nur  eine  Function  cp  zu  bestim- 
men, welche  der  Gleichung 
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d^cp  d^cp         fi-^cp  ^ 

genügt  und  diese  in 

einzusetzen,  so  ergiebt  sich  der  Druck  p.    Hier  ist 


q   =    V^t2   _j_  ^2  _j_   ^(;2 

und  F(t)  eine  willkürliche  Function.  Um  cRese  zu  bestimmen, 
muss  X)  in  irgend  einem  Punkte  der  Flüssigkeit  für  alle  Werthe 
von  t  bekannt  sein. 

Lamb-Reiff,  1.  c.  p.  28. 

8)  Haben  die  Kräfte  ein  Potential,  so  können  die  Funda- 
mentalgleichungen eine  andere  Form  annehmen.  Seien  Uq^  Vq^  Wq 
die  anfänglichen  Componenten  der  Geschwindigkeit  und 

so  lauten  die  sogenannten  Web  er 'sehen  Gleichungen: 

dx    dx    .    dy     dy    ,d z     dz _\^X 

lt'Fä~^  Jt  '  dä~^  Jt  '  d~ä~^'^^~^  da 

dx    dx    .    dy    dy    .    dz     dz \'^l 

7n'dh^dt'dh~^~di'dh~'^'^db 

dx    dx  j^  dy     dy  ^.dz     dz \'^% 

l~i'd^^dt'dc'^~dt'Wc~~^^'^dc' 
Weber,  Grelle  Journ.  Bd.  68. 

9)  Sei 

y l   /dtv        dv\ 

^-2\d^~d~z) 

^~'^\dz      dx) 

1  /dv         du\ 

^  ~^  \dx~~  dy')' 

Sodann  wollen  wir  eine  von  Punkt  zu  Punkt  gezogene  Linie, 
welche  überall  mit  der  Momentanaxe  der  Rotation  der  Flüssig- 
keit übereinstimmt,  eine  Wirbellinie  nennen. 

Die  Differentialgleichungen  dieses  Systems  von  Linien  sind: 
dx dy dz 
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Ziehen  wir  durch  jeden  Punkt  einer  kleinen  geschlossenen 
Curve  die  entsprechende  Wirbellinie,  so  erhalten  wir  einen  Wir- 
belfaden oder  Wirbel.  Diese  Bezeichnung  übertragen  wir 
auch  auf  die  im  Wirbel  befindliche  Flüssigkeit. 

Das  Product  aus  der  Winkelgeschwindigkeit  und  dem  Quer- 
schnitte ist  für  alle  Punkte  des  Wirbels  dasselbe.  Es  führt  den 
Namen  der  Intensität  des  Wirbels. 

Die  Wirbellinien  sind  geschlossene  Curven,  oder  sie  müssen 
sonst  in  den  Grenzflächen  anfangen  und  endigen. 

Vergl.  Auerbach,  1.  c.  p.  94.     Lamb,  Cap.  VII. 

10)  Ausfluss  durch  eine  Oeffnung.  Sei  iv  der  Flächen- 
inhalt des  Schnittes  durch  das  Gefäss  in  der  Entfernung  x  vom 
Anfangspunkte  des  Coordinatensystems,  u  die  Geschwindigkeit, 
ferner  Sl  der  Flächeninhalt  der  Oeffnung  und  U  die  Geschwin- 
digkeit in  der  Oeffnung,  h  der  Abstand  des  Niveau  vom  Anfange 
der  X  und  b  sein  Abstand  von  der  Oeffnung,  ferner  P  der  con- 
stante  Druck  auf  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit,  so  wird  unter 
der  Voraussetzung,  dass 

ivu  =  SIU    (Parallelismus  der  Schichten) 
und  wenn  0  den  Werth  von  W  am  Niveau,  ferner  P'  den  Druck 
auf  die  Flüssigkeit,  welche  aus  dem  Gefässe  heraustritt,  bezeich- 


net, und 


h  +  l 

r  dx 

I    —  =  m 
J      tv 

h 


P  —  P'  =gQd     (8  sehr  klein) 


ist, 


ß2 

02 

2g(l  +  d)  =  ^' 


1  —  TTi  ^^  ^^        (^  nahe  an  1) 


X 


DI         /         7\  ^dU    fdx    ,       Sl'm  /  l  1\ 


h 


wäre   U  constant,  so  würde  folgen 

p  =  P+^g(x-h)-^-^[---l 


dies  ist  der  hydrodynamische  Druck.    Der  hydrostatische 
wäre 

p'  =  P  +  Qg(x  —  h). 
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Es  ist  demnach 

je  naclidem 

♦  W  =:  0. 

< 

Man  findet  ferner,   wenn   zur  Zeit  ^  =  0   die  Geschwindig- 
keiten gleich  Null  waren, 


«  1  +  e^' 
wobei 

occct 
mSl 

Der  Werth  ü  nähert  sich,  je  kleiner  Sl  ist,  in  desto  kürzerer 
Zeit  der  Grenze 


Das  Volumen    F,   nach   dem   Verlaufe   der   Zeit  t  aus  dem 
Gefässe  getreten,  ist  gegeben  durch 

~  J: L  ^ 

und  nähert  sich  bei  grossem  t  der  Grenze 


V2g{l  +  d)  2mlog2 

t 


y  si2     02 


bei  allen  diesen  Formeln   wurde  vorausgesetzt,  dass  das  Niveau 
sich  nicht  ändert. 

11)  Diese  Formeln  gelten  nur  dann,  wenn  der  Druck  der 
Luft  auf  den  Wasserspiegel  ebenso  gross  ist,  wie  der  gegen  die 
Ausmündung.  Sei  p  der  Druck  im  Niveau  der  Ausmündung,  so 
wird  näherungsweise 

Vergl.  Weisbach,  Lehrbuch  der  Ingenieur -Mechanik,  Bd.  L 
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§.  200. 
Aerostatik. 

1)  Barometrische  Höhenmessung.  Seien  ha  und  hi  die 
beiden  Barometerstände,  ^o  ^^^  ^i  die  Temperaturen,  und  h  die 
gesuchte  Höhendifferenz  in  Metern,  ferner 

so  ist  nahezu 

/i  =  18  420  {log  ho  —  hg  &i)  (1  +  0,0039 1). 

2)  Ist  ht  der  bei  der  Temperatur  t  abgelesene  Barometer- 
stand, so  ist  der  auf  0<^C.  und  für  gj  =  45^  reducirte 

l^  =  ^^(^1  _  0,0001310(1  —  0,0026  cos  2  9). 
Vergl.  Rühlmann,  Barometrische  Höhenmessungen,  1870. 

3)  Bedeutet  ^o  die  Temperatur  auf  der  Oberfläche,  t  jene  in 
der  Höhe  /^,  sowie  g  die  Beschleunigung  der  SchAvere,  Vq  die 
Geschwindigkeit  des  Schalles  an  der  Oberfläche  der  Erde,  sowie 

y  =  1,3492,  .  .  . 
so  wird 


,  =  ,„(i_2_l„»). 


4)  Sei  R  der  Halbmesser  der  Erdkugel  und  g  die  Beschleu- 
nigung der  Schwere,  r  der  Abstand  irgend  eines  Punktes  der 
Erdatmosphäre  vom  Erdcentrum,  cp  seine  geographische  Breite 
und  T  die  Umdrehungszeit  der  Erde,  so  ist  die  Gestalt  der  Atmo- 
sphäre bestimmt  durch 

1  _    1   (  2  7t^  r'-cos'^cp] 

J^BX         ~W     gR 
Vergl.  F.  Neumann,  Einleitung  in  die  theoretische  Physik. 


§.  201. 

Aerodynamik. 

A.     Allgemeines. 

1)   Sei  p  der  Druck  der  äusseren  Luft,  pi  und  Qi  der  Druck 
und   das  specifische  Gewicht  der  inneren  Luft,  so  ist,  wenn  die 


TJNIVEHSIT 
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Luft  während  des  Ausflusses  ihre  Dichtigkeit  nicht  ändern  würde, 
die  Ausflussgeschwindigkeit  gegeben  durch 


v^ 


1 

P 


IhJ 


2)  Nimmt  man  an,  dass  die  Luft  beim  Ausströmen  keine 
Temperaturveränderung  erleidet,  dass  sie  sich  also  hierbei  nach 
dem  Mariotte' sehen  Gesetze  (S.  623)  ausdehnt,  so  wird 


oder 


V,  =]/2g^  log  nat^ 


v^  =  396y(l  +  0,00367  0  hg^iat  ^  +  ^^ 


h      ' 

wobei  b  den  Barometerstand  der  äusseren,  und  h  den  Manometer- 
stand der  inneren  Luft  bezeichnet.  0,00367  ist  der  Ausdeh- 
nungscoefficient  der  Luft.  Diese  Formel  genügt  für  lang- 
same Yolumveränderungen. 

3)  Allgemeine  Formel,  wenn  langsame  Bewegungen  voraus- 
gesetzt w^erden  und  die  Temperaturveränderungen  berücksichtigt 
werden,  lautet: 


wobei 


=V^»s^l'-(# 


%  =  1,41 
gleich   dem  Quotienten   aus  den  specifischen  Wärmen  beim  con- 
stanten  Druck  und  Volumen. 

4)   Fliesst  die  Luft  aus   einem  Reservoir  durch  eine  Röhre 
vom  Querschnitte  (r,  an  deren  Ende   sich  eine  OefFnung  F  be- 
findet, so  wird  die  x\usflussgeschwindigkeit 
v^ 

dabei  wird  jedoch  vorausgesetzt,  dass  die  Röhre  keineswegs  zu 
lang  ist,  denn  sonst  müsste  noch  die  Reibung  berücksichtigt  wer- 
den. Bei  allen  diesen  Formeln  wurde  der  Manometerstand  als 
constant  vorausgesetzt. 
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B.     Dynamik   der   Atmosphäre. 

1)  Ein  jeder  auf  der  Erdoberfläche  sich  bewegende  Körper 
von  der  Masse  m  hat  in  Folge  der  Erdrotation  die  Tendenz,  auf 
der  nördlichen  Hemisphäre  nach  rechts,  auf  der  südlichen  nach 
links  von  jeweiliger  Bewegungsrichtung  abzuweichen.  Diese  Ten- 
denz entspricht  der  Kraft 

2  m  Viü  sin  cp, 
wobei  V  die  Geschwindigkeit  des  Körpers,  w  die  Winkelgeschwin- 
digkeit   der   Erde   und    cp    die   geographische   Breite   bezeichnet. 

Geschieht  die  Bewegung  nun  unter 
dem  Einflüsse  dieser  Kraft,  so  be- 
schreibt der  Punkt  die  sogenannte 
Trägheitscurve,  deren  Krüm- 
mungsradius Ei  die  Grösse 

I^i  =  7^ '• — 

2  w  sm  cp 

ist. 

2)   Sei    r  die   sogenannte  Gra- 
dientenkraft und  wird 
Fn  =  Fsin  ^ 
Ft  =  Fcos  ^ 
gesetzt,  so  folgt: 

f                        V^\ 
Fn  =  ni  2  Vtv  sin  (p ^ ! , 

wobei  R  der  Krümmungsradius  der  Luftströmung  ist.    Ferner 

Ft  =  m[hV+a}, 
wobei  li  der  Reibungscoefficient  und   a  die   Beschleunigung  des 
Luftstromes  ist. 

3)  Sei  G  die  barometrische  Differenz  für  eine  horizontale 
Entfernung  von  111  km,  so  wird 

F=:ilG, 

worin 

ii=  G^45.0,00ai2237. 

Sei  noch  q  die  Dichte,  so  lassen  sich  die  obigen  Gleichungen 
auch  schreiben  wie  folgt: 
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—  6r sin ^  =  2'W sin (p  V ^ 

Q  -ti 

—  Gcosxl^  =  kV  -4-  a. 
Q 

In  diesen  Gleichungen  ist  die  Beziehung  zwischen  G  (Luft- 
druck), V  (Windgeschwindigkeit)  und  Reibung  theoretisch  nieder- 
gelegt. 

Die  Constante  %  hat  nach  Mohn  und  Guldberg  je  nach 
der  Oberflächenbeschaffenheit  verschiedene  Werthe.  Die  Gren- 
zen sind: 

7c  =  0,00002  für  Meeresoberfläche, 
X  =  0,00012  für  sehr  unebene  Binnenländer. 
4)   Man  kann  noch  andere  Grundgleichungen  ableiten:    Seien 
ti  und  V  die  Componenten  der  horizontalen  Luftgeschwindigkeit  F, 
Q  die  Dichte  der  Luft,  P  der  Luftdruck,  t  die  Zeit,  ferner  x  der 
Reibungscoefficient  und 

X  =  2tv  sin  qp, 

so  lauten  die  Grundgleichungen  (siehe  Hydrodynamik): 

du         .  1  ap 

dt  Q   dx 

dv      .  .  1  ap 

dt         '  Q   dy 

du d^  X 

'dt~~dP 

d  V d"^  y 

It  ~~  ~dP 
ist.     Setzt  man  noch 

X  =  r  sin  d-,    y  =  r  cos  0-, 


wobei 


ferner 


e  \dx  ^  dy  \  Q   dr 

Q  (dx  dy         j  ^a^^' 

so  folgt: 

dp-'[-dt)  -^^w  +  ^ii  =  ^^ 

^d^d'  dr  d^    .       dr    .         d^ 

'Jt^  +  ^dt-dt+^dt+'''^  =  ^- 
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wobei  n  die  Normale   des  Radiusvector  ist.     Es  sei  noch  ange- 
führt, dass 

log  IV  =  0,86285  —  5 
gesetzt  werden  kann. 

Vergleiche:     Sprung,  Lehrbuch  der  Meteorologie,  Hamburg 
1885. 

§.  202. 
Akustik. 


1)  Eine  regelmässige  Erschütterung  kann  unter  Umständen 
einen  Ton  hervorbringen.  Die  Anzahl  der  Erschütterungen  in 
der  Zeiteinheit  Avird  die  Tonhöhe  genannt.  Das  Verhältniss 
der  Erschütterungszahlen  zweier  Töne  heisst  ihr  Intervall.  Die 
wichtigsten  Intervalle  sind: 

Octav c  :  Ci 

Quint c  :  g 

Quart g  :  Ci  =  o 

Grosse  Terz   .     .     .     .     c  :  e   =  4 

Kleine  Terz    .     .     .     .     e  :  g  =  b 

Eine  Erschütterung   entspricht   einer   Schwingung,   die  Zahl 
der  Erschütterungen  wird  die  Schwingungszahl  genannt. 
Man  hat  für  die  gewöhnliche  Dur-Scala: 


=  1 

—  9 


N  a  m 


o    a> 


O» 


1=1 


o 


Zeichen 


Relative  Schwingungszahl 
Intervall 


c 
ut,  do 

1 

Vi 

7i 


d 
re 

% 


e 

mi 


/ 

Vs 


ü 
sol 


%    ^%f 


a 
la 

% 

%        % 


si 


%5 


Das  Verhältniss  %  :  7io  =  80  •  81  heisst  ein  Komma. 

In  der  Musik  gebraucht  man  die  Stimmung  der  gleich- 
schwebenden Temperatur,  indem  man  die  relativen  Schwin- 
gungszahlen vertheilt  wie  folgt: 
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c        eis        d        dis        ^        f       fis 
2Vi2     2Vi2     2Vi2     2Vi2     2Vi2   2Vi2     2Vi2 

g         gis  a  ais         h  c^ 

2Vi2      28/i2      2Vi2       210/^2     211/12     212/12. 

Zur  absoluten  Bezeichnung  der  Tonhöhe  benutzt  man: 

a^  =  435      Schwingungen  per  Secunde  (Pariser         Stimmung) 

üi  ■=  426,6  „  „  „         (Akustische  ,,      ). 

Der  natürlichen  Zahlenreihe  entsprechen  durch  ihre  Schwin- 
gungen folgende  Töne: 

123456789         10 
c        Ci        gi       C.2        C.2        g^  C3        d^        e^. 

(Harmonische  Oberreihe.)  Die  die  Klangfarbe  aus- 
machenden Partialtöne  gehören  der  harmonischen  Oberreihe  an. 

2)  Sei  E  der  Elasticitätsmodul  und  D  die  Dichte  eines 
Mediums,  so  ist  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schal- 
les a  gegeben  durch 


^  D 


Für  die   Luft  oder  irgend  ein  Gas,  wenn  P  den  Anfangs- 
druck bezeichnet,  geht  diese  Form  über  in 


^  =  Vr4 


wobei  y  =  1,396   für    trockene  Luft,   Sauerstoff,   Stickstoff  und 
Wasserstoff*.     Für  die  Luft  hat  man  speciell 

a  =  330,70  Vi  +  0,00367 1  m, 
wo  t  die  Temperatur  in  Celsiusgraden  bezeichnet,    y  ist   nichts 
anderes  als  das  Verhältniss  der  specifischen  Wärmen   beim   con- 
stanten  Druck  und  Volumen.     Für  Wasser  ist 

a  =  1435. 

3)  Das  Geschwindigkeitspotential  für  die  Luftbewegungen, 
die  einem  einfachen  Tone  entsprechen,  ist,  wenn  n  die  Schwin- 
gungszahl bezeichnet,  und 

27tn 

K  =   

a 
gesetzt  wird: 

cp  :=  Äcosxxcos27tnt  -\-  B  sin  %  x  sin  2  7tnt. 
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Sei  nun  1)  jß  =  0  oder  (Ä  =  0),  so  wird 
(p  =z  Äcosxxcos2  7cnt^ 
und  wenn  |  die  Verrückung  zur  Zeit  t  in  der  Richtung  der  ;2;-Axe 
bezeichnet, 

dt         dx' 
also 

J  = siw  K  X  sin  Innt 

Die  Grösse 

A     . 

sin'üx 

a 

nennt  man  die  Amplitude.     Sei  A  die  Wellenlänge,   so  wird 

.  2;r  a 

K  n 

und 

Amplitude  =  0      ,  wenn  x  =  2  p  — 

Ji 

=  Max.,      „      ^=:(2i)  +  l)-, 

dabei  ist  |)  eine  positive  ganze  Zahl. 

Im  ersteren  Falle  ist  die  Geschwindigkeitsänderung  gleich 
Null,  es  entsteht  ein  K  n  o  t  e  n ,  im  letzteren  ist  die  Druckänderung 
gleich  Null,  es  entsteht  ein  Bauch. 

Schwingungen  dieser  Art  werden  stehende  Schwingun- 
gen genannt. 

Sei  nun   ^  =  4:  i?,   so  entstehen   die  sogenannten  fort- 
schreitenden Schwingungen,  es  ist  sodann 
g)  =  Äcosoi(x  '^  at) 
I  =  iji  ^  cos  ;c  (a?  ip  a  ^). 

Ist  die  Luftmasse  durch  eine  zur  ^-Axe  senkrechte  Ebene 
begrenzt,  so  wird 

1^  =  0 

dx 

und  es  entsteht  an  der  Begrenzungsstelle  ein  Knoten.  Daraus 
folgt,  dass  für  zwei  begrenzende  Ebenen  der  Abstand  ein  Viel- 
faches der  halben  Wellenlänge  sein  muss. 

4)  Um  die  Gleichungen  für  die  Wellenbewegung  nach  einer 
Dimension  zu  erhalten,  hat  man  folgende  Ueberlegung  anzustellen : 
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Sei  J  die  Verrückung  jener  Theilchen  in  der  Zeit  t,  die  sich 
ursprünglich  in  der  Lage  x  befanden.  Die  Ebene,  die  früher 
durch 

X  und  X  -\-  clx 

begrenzt  war,  ist  nun  von 

x  +  ^    und    ^  +  J  +  (l+||^rfx 
begrenzt,  so  dass  die  Continuitätsgleichung 


V  +  dx\ 


Qo 


sein  wird,  wo  q  die  Dichte  bezeichnet.     Die  Bewegungsgleichung 
der  Luftschicht  ist  nach  den  hydrodynamischen  Grundgleichungen 

^  dP~        dx 
Findet  kein  Verlust  noch  Gewinn  an  Wärme  statt,  so  wird 

p  =  %'  qy, 
Eliminirt  man  p  und  9,  so  folgt,  wenn 


a 
gesetzt  wird, 


\    ^dxl 

Da  nun  d^/dx  sehr  klein  ist,  so  ist  nahezu 

dp  dx'i' 

Das  vollständige  Integral  dieser  Gleichung  ist 

^^  F(x  -  at)+f(x  +  at). 

5)   Für  eine   Kugel  welle,   die   symmetrisch    um   den    Er- 
schütterungspunkt sich  fortpflanzt,  lautet  die  Bewegungsgleichung : 

dabei  ist  cp  das  Geschwindigkeitspotential  und  r  der  Radius  der 
Welle,  die  Lösung  dieser  Gleichung  lautet 

'P=jF(r-at)+f(r  +  at). 


720  Akustik. 

6)    Um  die  allgemeinen  Gleichungen  zu  erhalten,  setze  man 

Qo 
wobei  ö,  je  nachdem  es  positiv  oder  negativ  ist,  Condensation 
oder  Dilatation   genannt  wird.     Qq   ist  die  Dichte  im  Gleich- 
gewichtszustande, sodann  lauten  dieselben 

dP  ~^  [dx^~^  dt/ ~^  c^'^l ^ 

ö  =/(;:c,  ^,  ^)  für  ^  =  0 II) 

Man  hat  zunächst  eine  allgemeine  Lösung  der  ersten  Glei- 
chung I)  aufzusuchen,  sodann  in  ihr  die  willkürlichen  Constanten 
so  zu  bestimmen,  dass  sie  die  Gleichungen  II)  und  III)  erfüllen. 
Sodann  erhält  man  die  Grössen  w,  v,  tv  (die  Componenten  der 
Geschwindigkeit)  nach  den  drei  Axen  aus  den  Gleichungen: 

t 


TT—  dt 

dx 


0 


J    ^y 


dt 


Wo  —  tv  =  a'^   I    —-dt. 
J     d0 

0 

7)  Seien  l  und  V  die  natürliche  und  gespannte  Seitenlänge 
bei  einer  spannenden  Kraft  j?,  so  ist  genähert  (nach  einem  zuerst 
von  Hooke  aufgestellten  Princip  „ut  tensio  sie  vis")  die  Span- 
nungszunahme 

wobei  q  eine  vom  Material  und  Querschnitt  abhängige  Constante 
bezeichnet. 

8)  Nehmen  wir  nun  constante  Spannung  an  und  vernach- 
lässigen wir  die  Quadrate  der  Neigungen  gegen  die  ursprüng- 
liche Lage,  so  liefert  das  D'Alembert'sche  Princip  folgende 
Gleichungen  für  die  Bewegung  einer  vollkommen  bieg- 
samen Saite: 
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•         ' 

dH 

dP 

a^=     » 

dP 

(91 

«2-       P 

P    -Pcg 

dn 

„,  cH 

dP 

=  "'  8^^ 
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Dabei  sind  x^  ?/,  z  die  Coordinaten  der  ursprünglichen  Lage 
(parallel  und  senkrecht  zur  ruhenden  Saite),  |,  r],  t,  die  der  Ver- 
rückung, p  ist  das  Gewicht  der  ganzen  Saite,  c  ist  ihre  Länge 
und  g  die  Beschleunigung  der  Schwere. 

Dazu  kommen  noch  die  Bedingungsgleichungen. 

Die  erste  Gleichung  giebt  die  Longitudinal-,  die  beiden 
letzteren  die  Transversalschwingungen  der  Saite. 

9)  Nehmen  wir  die  Transversalschwingungen  als  in  der 
xy-WoQWQ  vor  sich  gehend,  so  wird: 

dP  dy' 

mit  den  Bedingungen: 

n  =f{y\ 


7?   =    0 


für  f  ==  0,  und 

für  1/  =  0,  und  y  =  c. 
Die  Integration  giebt: 

fj  =  2lu    {-^^  ^^^ ^    \    By.sin t\  sin  —  y^ 

wobei  A  und  B  sich  bestimmen  aus 

fiy)  =  ^'  ^y.  »^'^^  ^  y 


F{y)=-  —  2}^-^'''-ry^ 

c      ^  c 

so  dass 


c 

A,  =  ^    f  f{X)sin  —  X.cU 
c  J  c 


0 
Laska,  niathem.  Formelnsaramliing.  4g 
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c 

B,  =  -^    f  Fa)sin—  X.dl 


wird.    Für  die  tiefste  Schwingung  (%  ^=  1)  ergiebt  sich  als  Periode 

a  y  gq 

und  hieraus  ergiebt  sich  die  Schwingungszahl  des  Grundtones 

Diese  Formeln  enthalten  die  von  Mersenne  (1636)  experi- 
mentell entdeckten  Gesetze  der  Transversalschwingungen  der  Saiten. 

10)  Für  longitudinale  Schwingungen  von  Stäben 
gilt  allgemein  die  Gleichung: 

wobei  I  die  Verrückung,  x  die  ursprüngliche  Lage  eines  Punktes 
charakterisirt.  Sei  r  die  auf  die  Flächeneinheit  senkrecht  zum 
Querschnitt  wirkende  Spannung,  so  wird 


und 


r  ==  g  — ^      q  eine  Constante 

0  X 


a 


«^  =  t' 

wo  Q  die  ursprüngliche  Dichte  bezeichnet. 

I.    Nehmen  wir  nun  an,  der  Stab  sei  an  beiden  Enden  frei. 
Sodann  haben  wir  die  Gleichungen: 

dP  dx"-  \ 

— -  =  0,  für  X  ^=  0,  und  x  ^=  L 

dx  ^ 

wo  /  die  Länge  des  Stabes  bezeichnet. 
Ausserdem  ist 

*.  für    ^  =r  0. 

11  =  Fi.), 


Man  hat: 


,.         f'jtx  i  .          iTtat    ,     -r,     .     iiiaf 
»  cos  —^ —  \AiCOS  — ^ 1-  Bi  srn  — ^ — 
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wobei  Ä  und  JB  auf  dieselbe  Weise  wie  in  Nro.  9  zu  bestimmen 
sind  aus  f{x)  und  F{x).    Die  Periode  der  tiefsten  Schwingung  ist 

oc  ^    q 

IL  Ist  das  eine  Ende  fest,  das  andere  frei,  so  sind  die 
Schwingungen  dieses  Stabes  identisch  mit  denen  der  einen  Hälfte 
eines  Stabes  von  doppelter  Länge,  dessen  beide  Enden  frei  sind, 
vorausgesetzt,  dass  derselbe  nur  in  den  Arten  schwingt,  für  welche 
i  eine  ungerade  ganze  Zahl  ist. 

IIL    Sind  beide  Enden  fest,  so  haben  wir: 

für  ^  =  0,  ist  auch  |  ^  0 
sowie 

„    y  IUI-         t      —      0. 

Die  Lösung  lautet: 

A  und  B  bestimmen  sich  wie  früher. 

11)    Aehnlich  gestalten  sich  die  Gleichungen  für  Torsions- 
schwingungen.      Sei   n    die    Elasticitätsconstante    und    q    die 
Dichte,  d"  die  Winkelverschiebung  eines  Querschnittes,  der  um  x 
vom  Anfangsquerschnitt  entfernt  ist,  so  wird 
82  0-  ^'-d-         ,         n 


dt-  dx-'  Q 

Die  Bedingungsgleichungen  sind  dieselben  wie  bei  den   Lon- 
gitudinalschwingungen.     Für  ein  freies  Ende  ist 

1^  =  0. 

dx 
für  ein  festes  0'  =  0. 

Sei  n  die  Schwingungszahl  für  longitudinale,  iVjene  für  Tor- 
sionsschwingungen, so  wird 

n 


1/3  >  ^  >  V2. 


46* 
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12)   Für  transversale  Schwingungen  von  Stäben  hat  man  die 
Fundamentalgleichung 

wobei  7c  den  Trägheitsradius  des  Querschnittes,  und  wenn  q  den 
Elasticitätsmodul  und  q  die  Dichte  bezeichnet, 

Q 

Die '^Grenzbedingungen  für  ein  freies  Ende  sind 

d 
d 

dagegen  für  ein  festes: 


Sei  l  die  Länge  des  Stabes  und  m  eine  noch  zu  bestimmende 
Zahl,  so  ist  die  allgemeine  Lösung  enthalten  in 

cos  \-j^  m'Hy  \A cos —^ — ^J5s?«— ^ — ^  Gl  ^  -[-Dl     M- 

Dazu  haben  wir  vier  Endbedingungen,  für  jedes  Ende  zwei, 
diese  liefern  das  Verhältniss 

Ä:  B  :  C:I), 
sowie  eine  Gleichung,  der  m  genügen  muss. 

Die  Theorie  ergiebt  eine  Schwingungsdauer  für  cylindrische 
Stäbe  vom  Radius  r 

,  =  0,162  ^^-Vl 
und  für  prismatische  von  der  Höhe  h 

«= 0,162  ^yi, 

bei  den  letzteren  ist  n  von  der  Breite  unabhängig. 

Diese  Schwingungen  entsprechen  dem  Grundtone.  Die  Schwin- 
gungszahlen höherer  Töne  verhalten  sich  zum  Grundton  wie 
1  :  6,26  :  17,54  :  34,78  :  56,84  .  .  . 

13)  Sei  T  die  Spannung  einer  Membran,  sowie  q  ihre  Ober- 
flächendichtigkeit, sowie  (p  die  Verrückung,  so  lautet  die  Be- 
wegungsgleichung 
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wobei 

T 

a  =  — 
Q 

Als 

Nebenbedingunger 

i  haben  wir 

^ 

=  0  in  der 

Umgrenzung 

der  Membran 

^ 

-/(^,1/) 

für     ^  =  0. 

d(p 

dt 

=  F{x,y) 
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In  Bezug  auf  die  hier  behandelten  Schwingungstheoreme  sei 
verwiesen  auf:  Strutt-Rayleigh,  Theorie  des  Schalles,  deutsch 
von  Neesen.  Riemann,  Partielle  Differentialgleichungen,  h. 
V.  Hattendorf.  Kirchhoff,  Mechanik.  Clebsch,  Theorie  der 
Elasticität  (1862).  Beer,  Einleitung  in  die  mathematische  Theorie 
der  Elasticität  (1869).  Lame,  Legons  sur  la  theorie  math.  de 
l'elasticite  (1866). 

§.  203. 
Wärmeleitung. 

1)  Die  Wärmemenge,  welche  ein  Körper  von  der  Masse  m, 
der  specifischen  Wärme  c  und  der  Temperatur  u  enthält,  ist 

W  =  mc  lt. 

2)  Sei  ein  isotroper  Körper  gegeben,  und  sei 

Q  C 

wobei  z  der  innere  Wärmeleitungscoefficient  genannt  wird 
und  Q  die  Dichtigkeit  ist,  so  wird 

dazu  kommt  noch  die  Bedingung  an  der  Grenze 

du    .     h    ,  .         . 

^,  +  -  0^  -  uo)  =  0, 

wobei  h  der  äussere  Wärmeleitungscoefficient  ist.    Für  den 
Fall,  dass  zwei  Körper  zusammenstossen,  ist 

Ott  ,  du' 

^  ^-  =  '^   ^ — 
cn  on 
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Dieses  sind  die  Fundamentalgleichungen  für  die  Wärme- 
vertheilung  in  isotropen  Körpern. 

3)  Sei 

^  =  r  sin  6  cos  cp 
y  =  r  sin  6  sin  cp 
z  =  r  cos  ö, 
so  wird  die  erste  Gleichung  zu 

dt  ~~  r^  \dr\      dt)  ^  sind  dO  \  dOj  ^  sin^O  dcp^l 

4)  Um  die  allgemeinen  Gleichungen  für  die  anisotropen 
Körper  zu  erhalten,  seien  ay,x  gewisse  von  der  Natur  des  Kör- 
pers abhängige  Constanten,  so  wird 

+   («12   +   «2l)   o^^,,   +   («23    +   ««32)  ^TT^  +   («13    +   «31) 


du  j. 

=  ''dt ^> 

die  allgemeine  Gleichung  sein. 

Im  holoedrischen  System  ist 

Wir  haben  demnach 

d^u    ,     r.  d^u     ,        d^u  du 

dF^  +  ^df  +^dV^  =  '^dt 

Ist  u  von  der  Zeit  unabhängig,  so  entsteht  ein  Zustand  des 
Wärmegleichgewichtes  oder  der  sogenannte  stationäre  Zustand. 

Die  durch  den  Punkt  xyz  in  der  Richtung  k^v  fiiessende 
Wärmemenge  ist 

.   du    I     ^ du    ,     ^  du 
dx    '         dy    ^        ö^ 
wobei  im  allgemeinen  Falle:  , 

^  =  «11  '^  +  «12  i^  +  «13  V 
^  =  «21  A  4-  «22  f^  +  «23  ^ 
C   =   «31^4-   «32  ^   +   «33  ^'• 

Die  Grösse 


g  =  V«2  +  /32  +  y2 

wird  auch  der  mittlere  Wärmeleitungscoefficient  genannt. 


Wärmeleitung.  727 

5)  Im  Falle  eines  holoedrischen  Systems  hat  Lame  zwei  zu 
den  Problemen  in  enger  Beziehung  befindliche  EUipsoide  einge- 
führt, das  Hauptellipsoid 


al  +  h^  "^  cl  ~  a' 


und  das  Leitungsellipsoid 

£1  _L.  j^    i    fl  =  _L 

«2       I       ^2    "T    y2  a^' 

Es  giebt  nämlich  in  jedem  Körper  ein  einziges  rechtwink- 
liges Coordinatensystem,  für  welches  die  allgemeine  Gleichung  I) 
in  die  holoedrische  II)  übergeht.  Dieses  System  bildet  die  Axen 
des  Hauptellipsoids. 

Es  giebt  zugleich  unendlich  viele  schiefwinklige  Systeme,  die 
das  bewirken;  ihre  Axen  sind  conjugirte  Durchmesser  dieses  Ellip- 
soids.     In  der  obigen  Gleichung  ist 

zu  setzen. 

Wählen  wir  die  Hauptaxen  des  Hauptellipsoids  als  Coor- 
dinatenaxen  und  bestimmen  für  jede  Richtung  die  Grösse  von  x 
und  tragen  auf  diese  Richtung  die  Grösse 

c 

g 
so  liegen  die  Endpunkte  auf  dem  Leitungsellipsoid. 

lieber  die  Theorie  der  Wärmeleitung  handeln  folgende  Werke : 
Fourier,  Analytische  Theorie  der  Wärme,  deutsch  von  Wein- 
stein (Orig.  1822  erschienen).  Lame,  Legons  sur  la  theorie 
analyt.  de  la  chaleur,  Paris  1861.  Riemann,  Partielle  Diffe- 
rentialgleichungen, herausgegeben  von  Hattendorf,  Braun- 
schweig 1882.  Heine,  Handbuch  der  Kugelfunctionen ,  Bd.  II. 
Dronke,  Einleitung  in  die  analytische  Theorie  der  Wärme- 
verbreitung, 1882.  Poisson,  Theorie  math.  de  la  chaleur,  Paris 
1835—1837. 

6)   Nehmen  wir  einen  isotropen  Körper,  der  von  einer  un- 
endlichen Ebene,  die  wir  als  die  ij s-WoQnQ  nehmen,  begrenzt  ist. 
Die  zu  integrirende  Gleichung  ist: 

du  ^  d'^u 


=  a 


dt  dx^ 


k 
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wobei 

u=f(x)    mr    t  =  0 

Man  findet 

U  =   (p(t)         „        X  :=  0. 

1 

f  1   ffiDdde '::«?    e  '^•'■■■.'^ 

r 

0 

*                                                                                                          1 
3                      a;2 

ia^i 

+  x 

0 

.        J 

oder 

Sodann  genügt  %  den  Nebenbedingungen 
u  =f(x)     für     ^  =r  0 
ti  =  0  „     :r  =  0 

und  ti2  den  Nebenbedingungen: 

w  =r  0  für    ^  =  0 

u  =  cp  {t)      ,,     X  =  0. 
Aus  diesem  Problem  ergiebt  sich   in   Bezug  auf  die    Erde, 
wenn  d"  die  Temperatur  Schwankung  in  der  Tiefe  ^,  dass 

x'\/a 

Dabei  wird  die  Temperatur  der  Oberfläche  gleich 
cp  (t)  =  Q(^  -\-  Q^  cos  (at  —  Aj)  -\-  Q2COs(2  at  —  X2)  -\-  -  •  • 
angenommen,  in  welchem  Ausdrucke  ^0  die  "mittlere  Temperatur 
der  Erdoberfläche,  und  ^i  die  halbe  mittlere  Schwankung  (Maxi- 
mum weniger  Minimum)  bezeichnet.   Für  zwei  verschiedene  Tiefen 
ergiebt  sich: 


^2 


V^- 


Wachsen  demnach  die  Tiefen  in  arithmetischer  Progression, 
so  nehmen  die  Schwankungen  in  geometrischer  Progression  ab. 

7)  Sei  eine  Kugel  im  diathermanen  Mittel.  Hier  ist  die 
allgemeine  Gleichung 

Ersetzt  man  die  Differentiationen  nach  den  Coordinaten  durch 
die  Differentiation  nach  dem  Radius  r,  so  wird,  wenn  man  noch 

ru  ^=  V  setzt. 


Wärmeleitung.  729 

dv  ^d'-v 

Sei  nun  c  der  Radius  der  Kugel,  so  lauten  die  Nebenbedin- 
gungen: 

V  =  rF  (r)  fiir     t  =  0 

V  =  0     „     r  =  0. 
Dabei  ist 

Es  ergiebt  sich 

V  =  2  hne~^'^'»  sin  In  r^ 


wobei  A„  die  Wurzeln  der  transcendenten  Gleichung 

clcos  ck  -\-  (Ji c  —  1)  sin c  A  =  0 
sind  und  bn  so   bestimmt  werden  müssen,   dass  die  erste  Bedin- 
gungsgleichung 

V  =  i'F(r)     für     t  =  0 
befriedigt  werde. 

Yergl.  Riemann,  1.  c.  §.  44  bis  §.  74. 

8)   Berücksichtigt  man   noch  die  Ausdehnung,   so  muss  die 
allgemeine  Gleichung  anders  geschrieben  werden.     Sei 
du    ,d  V    .div  

die  sogenannte  räumliche  Dilatation  (vide  Elasticität),  so  wird: 

?Z  =  a2  ^^  -I-  ^iZ  _L  '^\  _  ^p  -  ^^    1  ^? 
dt  VS^^  öi/"^  c^V  Cv       '  a  dV 

wobei   V  die   Temperatur,   Cp   die   specifische   Wärme   beim   con- 

stanten  Druck,  und  c^  jene  beim  constanten  Volumen  bezeichnen. 

a  ist  der  lineare  thermische  Ausdehnungscoefficient. 

Die  Bedingung  für  die  Oberfläche  ändert  sich  nicht. 

F.  Neumann,  Vorlesungen  über  Elasticität,  §.  59. 
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§.  204. 
Elektrostatik. 

1)  Wirkt  auf  einen  Punkt  von  der  Masse  Eins,  ein  Massen - 
theilchen  von  der  Masse  m,  so  wird  der  Ausdruck 

V  =  — 
r 

die  Potentialfunction  von  m  auf  den  Punkt  für  die  Ent- 
fernung r  genannt. 

Die  Arbeit,  welche  nöthig  war,  um  die  Masse  Eins  aus  der 
unendlichen  Entfernung  in  jenen  Punkt  zu  bringen,  wird  das 
Potential  in  diesem  Punkt  in  Bezug  auf  die  Masse  m  genannt. 

Diese  strenge  Unterscheidung  zwischen  Potential  und  Poten- 
tialfunction wird  nur  von  Claus ius  eingehalten. 

2)  Wirken  mehrere  Massen  auf  den  Punkt,  so  wird 

m 


y  =  ^ 


oder  für  ein  Continuum 
V 


/dm 


wobei  das  Integral  über  das  ganze  Continuum  zu  nehmen  ist. 
Gehört  der  Punkt  einem  zweiten  Körper  an,  so  ist  das  Potential 
dieser  beiden  Körper  auf  einander  gegeben  durch 

W  =  ff^^^  =  fvdm, 
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Fällt  der  zweite  Körper  mit  dem  ersten  zusammen,  so  spricht 
man  von  einem  Potential  des  Körpers  auf  sich  selbst 

E  =  ^    r  Vclm. 


-u 


Es  ist  dieses  die  Arbeit,  welche   nöthig  war,  um  ihn   vom 
Potential  Null  bis  auf  das  Potential  E  zu  bringen. 

3)  Die  wichtigsten  Eigenschaften  des  Potentials  sind: 

a)  V  ändert   sich   von  Punkt   zu  Punkt    ausser   in    den 
Niveauflächen,  wo   F  =  const. 

b)  Die  Difierentialgleichung  der  Kraftlinien  ist 

dx        dy       dz 
ä7  _  ä7  _  äT 
X  ~   Y  ~  Z' 
wobei 

x^-ii,  r=.-|i:,  z=-.-V^. 

ex  dtj  GZ 

Die  Kraftlinien  stehen  auf  den  Niveauflächen  senkrecht, 
c)    Die  Kraftwirkung  ist  verkehrt  proportional  dem  Abstände 

der  Niveauflächen,  diese  können  sich  daher  nicht  schneiden,  wenn 

nicht  das  Potential  unendlich  sein  soll. 

Sei   also   dn   eine    unendlich  kleine   Strecke   der   Normalen 

einer  Niveaufläche,  und 

W-  B  =  Vx--'  +  r^  +  z^ 

die  wirkende  Kraft,  so  wird 

dn        dn^ 
d  V  wird  das  Gefälle  des  Potentials  genannt. 

4)  Ist  ein  Punkt  an    einer  Stelle,   wo    sich  kein  Agens  be- 
findet, so  ist 

befindet  sich   dagegen  an  jener  Stelle  das  Agens,  dessen  Menge 
für  Volumeinheit  durch  h  gegeben  ist,  so  wird 

5)  Befindet  sich  die  Elektricität  im  Gleichgewicht,  so  ist 
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x  = 


dv 

dx 


also 


dy 

V  =  const. 

und  demzufolge 

/i  ^  0, 

d.  h.  im  Innern   eines  leitenden  Körpers  ist  keine  freie  Elektri- 
cität  vorhanden. 

6)  Sei  Q  die  Menge  eines  von  einer  Fläche  eingeschlossenen 
Agens,  deren  Element  wir  mit  dtv  bezeichnen,  sei  ferner  n  die 
Normale  auf  dtv  und  V  die  Potentialfunction ,  so  ist  nach  dem 
Satze  von  Green 

dV 


ff 


d  iv  r=  —  4:7t  Q. 


wobei  sich  das  Integral  über  die  ganze  Strecke  erstreckt. 

Ist  die  Oberfläche  eines  Körpers  mit  einer  elektrischen  Schicht 
bedeckt,  die  sich  im  Gleichgewichtszustande  befindet,  so  dass  also 
die  Oberfläche  eine  Niveaufläche  ist,  und  ist  ö  die  Dichtigkeit 
des  Flächenelementes  dw^  so  geht  die  obige  Gleichung  über  in 

=     4:716. 

dn 
7)  Ist  ein  Körper  auf  seiner  Oberfläche  so  geladen,  dass  in 
seinem  Innern  V  =  1  wird,  so  bezeichnet  man  die  auf  ihm  be- 
findliche Elektricitätsmenge  mit  dem  Namen  der  Capacität  des 
Körpers.  Bezeichnet  man  mit  k  die  Dicke  der  Schicht,  so  wird 
die  genannte  Elektricitätsmenge  der  Oberfläche  oder  die  Ladung 

Q  ^=    I    Tcd  it\ 

das  Potential  auf  einem  Punkt  im  Innern 

y. r  xdiv 

"~  J    ~r 
Vergrössert  man  die  Menge  der  Elektricität  so,  dass 
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SO  wird  auch 

Fl  =  m  F, 

also 

Ol        Q 

•^  =  ^  r=  const. 

So  stellt  dieses  constante  Verliältniss  auch  die  Capacität  des 
Leiters  dar.  Sie  kann  daher  auch  definirt  werden  als  die  Ladung 
für  das  Potential  Eins. 

Die  Kraft,  welche  auf  ein  Oberflächenelement  wirkt,  ist 

8  F 
""  du' 
also  die  Gesammtkraft  oder  die  Spannung 

O  =   —      1     K cito. 

^  J  OK 

P        Geht  K  in  px,  also   F  in  p  V  über,  so  w^ird  S  zu  p^  S,  also 
ist  die  Spannung  dem  Quadrate  der  Ladung  proportional. 

8)  Für  eine  Kugel  vom  Radius  a,  die  mit  der  Elektricitäts- 
menge  E  geladen  ist,  wird  die  Dichtigkeit  6  an  allen  Punkten 
der  Oberfläche 

4:  er  7t 

Die  Potentialfun ction  auf  der  Oberfläche  Fq  und  im  In- 
nern  Vi 

Vq  =  Vi  =  —  =  4:a7cö 
für  einen  äusseren  Punkt  in  der  Entfernung  r 

V  -^ 
für  die  resultirende  elektrische  Kraft  findet  man 

■^'""2"^'     ^^■  =  ^'     ■^«  =  ^- 

Der  Druck,  mit  w^elchem  die  Elektricität  nach  aussen  ge- 
trieben wird,  ist 

^  "  Sjtai         8  TT  «2 

9)  Ein  Ellipsoid  sei  durch  die  Gleichung 
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gegeben.     Die  Grössen  seien  wie  früher  bezeichnet.     Man  findet, 


wenn 


gesetzt  wird, 
ferner  wird 


Eq 


6  = 


4:%ahc'' 


^        S7t\abc)' 


10)  Sind  im  Abstände  e  zwei  unendliche  Platten  gleichför- 
mig mit  der  Elektricität  beladen  und  sind  6^  und  ög  die  Dicli- 
tigkeiten,  ferner  Fj  und  Fg  die  Potentialfunctionen  der  Ober- 
fläche (abgesehen  von  ihren  Räiidern),  so  wird  für  einen  Punkt 
im  Abstände  ^  von  der  ersten  Fläche 

'  e 

■         ^« ~e 

Im  Innern  der  Platten  ist  i?,-  =  0  auf  der  Oberfläche 

^ö  —  ~  2  e        ' 

ferner  wird 

4:7ie  4:7te 


öl     = 


Fl-  F,'   ^'-  r,-  V, 

Die  Capacität  G  eines  Plattenstücks  /S  ist 


C 


4:7te 


11)  Sei  eine  Kugel  vom  Radius  Ti  von  einer  concentrischen 
Kugelschale  vom  Radius  ^2  umgeben,  so  ist  für  einen  Punkt 
zwischen  den  Schalen  im  Abstände  r 

_  Vi  ^2  —  ^2  rj    ,    Tjj^  Vi  —  Vi 
■~        r2  —  ri        "■      r      ^2  —  ri 

Ferner  wird 

(J      -—       

^         4:;rri    ^2  —  ri 
^         4  :r  r2    ^2  —  rj 
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Für  die  Elektricitätsmengen  Ei  und  E^  findet  man 

Y  Y 

Qi  ==—  Q2  =  4:7tr{öi  =  A:7tr^6^  =  -^ -^  r^r^. 

Die  Capacität  des  Systems 

r.2  —  fi         e    ^       ^     ^ 

12)   Sind   zwei  coaxiale  Cylinder  von  den  Radien  r^  und.  r^ 

gegeben,   die  auf  der  Länge   l  mit  den   Elektricitätsmengen   Q^ 

und  Q2   auf  die  Potentiale   Fj   und   V^  geladen  sind,   so  ist  für 

einen  Punkt  in  der  Entfernung  v   zwischen  den  Cylinderflächen : 

T7  '  '1 


f 

% 

öl  = 

1 

4.71 

V,  - 

nlog 

02  ■ 

=  — 

1 

4.71 

y^  - 

r^log 

ri 

-  ft 

r= 

27cJri 

(?i  = 

=  — 

2jr? 

^2^2 

l 

~  2 

Fl  - 

log 

-  V, 

«1  = 

Die  Capacität  für  die  Länge  l  ist 
6^        1       l 


tog  — 

13)  Seien  zwei  leitende  Flächen  Ci  und  C2  mit  den  Poten- 
tialen Fl  und  V2  gegeben,  die  im  Abstände  e  sich  einander  nahe 
genug  befinden.  Dieser  Abstand  wird  durch  die  gemeinschaft- 
liche Normale  bestimmt,  die  die  Flächen  in  den  Punkten  P^ 
und  P2  schneidet.  Seien  ferner  ri  und  ^j  und  analog  rj,  Q2  die 
Krümmungsradien  von  zwei  auf  einander  senkrechten  und  durch 
die  Normale  gezogenen  Schnitte  in  Pj  respective  P2,  so  wird 


Ö,    =^ 


4:7t  e 


l'+f(±^±s)l 


4:7te 

Vergl.  Maxwell:  Treatise,  Vol.  I,  p.  172  (IL  ed.).  Clausius: 
Mechanische  Behandlung  der  Elektricität,  IL  Abschnitt  (1879). 
Wiedemann:  Elektricität,  I    Bd.,  IL  Cap.  (1882). 
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14)  Sei  irgend  eine  Anzahl  leitender  Körper  Ci  Cg  .  .  .  ge- 
geben, welche  influenzirend  auf  einander  wirken.  Diese  sollen 
in  zwei  verschiedenen  Weisen  geladen  werden.  Bei  der  ersten 
Ladung  seien  die  auf  den  einzelnen  Körpern  befindlichen  Elektri- 
citätsmengen 

Qu    ?2l    ös    •    •    • 

und  die  dadurch  entstehenden  Potentialniveaux  der  Körper 

r„  r„  F, . . . 

und  bei  der  zweiten  Ladung  entsprechend 

Qu  Q-2i  Ö3  •  •  • 

v\,  r,  7'3 . . . 

so  gilt  folgende  Gleichung 

(Satz  von  Clausius). 

15)  Das  allgemeine  Problem  des  Gleichgewichtes  für  ein 
System  von  Leitern  lässt  sich  folgendermaassen  formuliren. 

Sei  Vy,  die  Potentialfunction  des  Leiters  Ay.^  und  Qy  die 
Elektricitätsmenge  in  Äy^  so  ist 

„eine  Function  F  so  zu  bestimmen,  dass  sie  auf  der  Ober- 
fläche und  im  Innern  die  constanten  Werthe  Vy  annimmt,  in  der 
Entfernung  unendlich  gleich  Null  wird  und  im  ganzen  Räume 
die  Laplace-Poisson'sche  Gleichung  erfüllt". 

Eine  allgemeine  Lösung  ist  derzeit  noch  nicht  gegeben. 

Das  Princip  der  Superposition  der  elektrischen  Gleich- 
gewichtszustände lässt  wenigstens   die  Gestalt  von   V  bestimmen. 

Es  wird 

wobei  py  gewisse  Functionen  der  Coordinaten  sind.     Die  Grössen 
]^yj  werden  Potentialcoefficienten  genannt. 
Ebenso  wird 

y.=n 

Qj  =  2  ^^^-  ^^  +  ^oi> 

wobei  g^^y  die  In  du  ction  SCO  ef  fielen  ten  darstellen.  Endlich  wird 
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V^ergl.  ßicmaiiii:  Schwere,  Elektricität  und  Magnetismus. 
Maxwell:  Treatise,  Part.  I,  Chap.  III. 

16)  Das  Verhältniss  der  Capacität  eines  von  abgeleiteten 
Leitern  umgebenen  elektrischen  Körpers,  zur  Capacität  desselben 
Körpers  im  freien  liaume,  bezeiclmet  man  mit  dem  Namen  der 
Verstärkungszahl  oder  condensirenden  Kraft. 

Diese  Grösse  ist  für  zwei  Kugeln  (Nr.  11) 


r-2  —  r^ 
und  für  zwei  Cy linderflächen  (Nr.  12) 

lo/j  —  :  Joq  — 


§.  205. 
Neuere  Anscliauung. 

1)  Diese  wurde  von  Maxwell  auf  Grund  der  Faraday'- 
schen  Ansichten  mathematisch  ausgebildet  und  versetzt  den  Sitz 
der  Elektrisation  in  den  Isolator  (dielektrisches  Medium).  In 
Vermeidung  einer  Einwirkung  in  die  Ferne  spricht  sie  von  einer 
von  Element  zu  Element  sich  fortpflanzenden  Spannung  (Polari- 
sation) des  Isolators.  Diese  Spannung  verbreitet  sich  längs  In- 
ductionscurven  (welche  im  Falle  des  elektrisch  isotropen 
Mediums  mit  den  Kraftlinien  identisch  sind).  Daraus  folgt 
zugleich,  dass  eine  absolute  Ladung  unmöglich  ist,  d.  h.  es  kann 
positive  Elektricität  ohne  negative  nicht  bestehen.  [Faraday: 
Exp.  Rech.  1165,  1167,  1168.] 

2)  Sei  K  das  Maass  der  Induction  im  Dielektricum  [die  so- 
genannte specifische  inductive  Capacität],  so  wird  im  Falle 
eines  elektrisch  isotropen  Mediums  /f  von  der  Richtung  der 
wirkenden  Kraft  unabhängig  und  die  der  Laplace-Poisson'- 
schen  Gleichung  analoge  lautet 


X  \      dxj    ^    dy  \       dijj    ^    d^  \       dz J 


d 

d 

Ist  K  constant,  so  geht  diese  Gleichung  über  in 
KzPV  +  4  7r/i  =  0. 

Laska,  niathem.  Formelnsammlmig.  47 
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3)  Ist  dagegen  das  Medium  ein  elektrisch  anisotropes, 
so  wird  K  von  der  Richtung  der  Kraft  abhängig.     Seien 

X  Y  Z 
die  Componenten  der  wirkenden  Kraft,  und  setzt  man 
4  TT  i^  =  74..  X  +  Ky,.  Y  +  K,,  Z 

^7ta    =    IQy  X   +    Kyy    Y   +    Ky  Z 

4.7tH=  74.  X  +  Ky.  Y+K,,  Z, 
so  hat  man  zu  schreiben 

dx  "^  dy  '^   d.^  ~~ 

4)  Wirkt  an  der  Grenze  zweier  Medien  eine  Ladung  von 
der  Dicke  ^,  so  ist 

wobei  K^  und  K2   die   Inductionscon stauten   und   n^    und   % 
die  Normalen  nach  innen  bezeichnen. 

lieber- die  experimentelle  Bestimmung  von  K  vergl.  Gor- 
don:  A  phys.  treat.  on  electr.  1880,  I,  69.,  Boltzmann:  Wien. 
Sitzber.  1874.  Den  Einfluss  des  Mediums  erkannte  schon  Ca- 
vendish  (1771  bis  1781).  Mossotti  (183G),  Clausius  (Mech. 
Wärmetheorie,  II.  Bd.),  Helmholtz  (Crelle's  Journ.  70)  behandeln 
sie  auf  Grund  der  älteren  Anschauungen  analog  der  magnetischen 
Induction,  für  welche  Poisson  die  Gleichungen  aufstellte.  Ueber 
die  Maxwell'sche  Ableitung  vergl.  Maxwell:  Lehrbuch  der 
Elektricität,  deutsch  von  Weinstein,  und  Wiedemann:  Die 
Lehre  von  der  Elektricität. 

5)  Der  Unterschied  zwischen  der  älteren  und  neueren  An- 
schauung ist  nicht  so  gross,  wenn  man  von  der  Grösse  Ä;  absieht. 

Denn  sei   V  das  Potential  im  Punkte  xyz, 
Fl   V,  V,  .  .  .   F,n 
constante  Werthe  desselben  auf  der  Oberfläche  des  ersten,  zwei- 
ten .,  .  wten   Leiters,   so   wird   die   Elektricitätsmenge   auf  dem 

Leiter  dement  d  6 

l    dV  . 
—  - —  dö. 

4,7t  dn 

Die  potentielle  Energie  des  ganzen  Systems  ist 
4 TT   ^^-'  J  on 


r 
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Setzt    man    aber    im   Green'schen    Satze    (vergl.    Potential 
§.  196)   ü  =  V  und  beachtet,  dass  z/^  V  =  0,  so  folgt 


O  7C 


wobei 


^    C  BUU II) 


x-m'+m+m 


Man  kann  demnach  die  elektrische  Energie  des  ganzen 
Systems  entweder  so  aufiassen,  dass  sie  bloss  durch  die  auf  der 
Oberfläche  vorhandene  Elektricität  bestimmt  wird  (Integral  I), 
oder  so,  dass  ihr  Sitz  der  ganze  Raum  wird  ausserhalb  der  Leiter 
(Integral  II). 

6)  Lassen  wir  in  den  Fundamentalgleichungen  ^die  speci- 
fische  Leitungsfähigkeit  bedeuten,  so  ist  für  eine  stationäre 


Strömung 


dx\       dxj^cyx        dy J    '    ds  \       dsj 


wobei  wir  K'  zum  Unterschiede  von  K  schreiben,  weil  diese  Grösse 
hier  eine  andere  Bedeutung  hat. 

7)   Für  dielektrische  Medien  lauten  die  Stromgleichungen: 

dx 

Ist   das  Medium   ein   elektrisches  isotropes  und    demnach  h 
und  A;'  constante  Grössen,  so  folgt  aus  diesen  beiden  Gleichungen: 
1    all  4tn 


('■£)+Ä(*if)+Ä('a+'"-«^ 


h'  dt~        k   ^^ 


oder 


h  r=  hr,  e 


ink' 
7c 


Demnach   sinkt  die   elektrische  Dichte   an  jeder  Stelle  geo- 
metrisch, wenn  die  Zeit  arithmetisch  wächst. 
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§.  206. 
Elektrokinetik. 

1)  Sei  cUv  ein  Oberliächenelemcnt  im  Innern  eines  Leiters, 
n  die  Richtung  der  Normalen,  d  J  die  Stromintensität  der  Fläche 
d  IV  und   V  die  Potentialfun ction,  so  wird : 

dJ=  —  Cdtv  - — 

dn 

Die  Grösse 

.  __dJ__  _  ^  dV 
dw  dn 

wird  die  Stromintensität  genannt.     Die  Constante  C  misst  die 
Leitungsfähigkeit. 

2)  Schreiben  wir 

dJ.dn  ■=  —  Cd  V.  dtv 
und  nehmen   C  als  constant  an,  so  wird 

Jd  n  =  —  Ctvd  V 
oder 

Die  Grösse 

C  J      IV 
wird  der  Widerstand  des  Leiters  zwischen  den  Niveaufiächen 

Fl  =  const.^     V2  =  const 

genannt.    Die  Differenz 

V,  -  V, 

nennt  man  die  elektromotorische  Kraft.     Man  kann  sodann 

schreiben 

welches  die  gewöhnliche  Form  des  Ohm'schen  Gesetzes  ist. 

3)  Sei  ?  die  Länge  eines  Körpers  vom  constanten  Quer- 
schnitt g,  sowie  r  sein  specifischer  Widerstand  (d.  h.  der 
Widerstand  für  /  =  1  und  ^  =  1),  sowie  B.  der  Gesammt- 
widerstand,  so  ist 

3 
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Aus  der  Formel 


"=^/ 


dn 
w 

folgt,  dass  der  Widerstand  der  Leitungsfähigkeit  umgekehrt  pro- 
portional ist. 

4)    Bezeichnen  wir  somit 
die  Stromintensität  mit  J, 
die  elektromotorischen  Kräfte  mit  E^ 
die  Widerstände  mit  7?, 
die  Längen  mit  /, 
die  Querschnitte  mit  g, 
die  specifischen  Widerstände  mit  r, 
so  wird  für  einen  Stromkreis 


dieses  ist  die  gewöhnliche  Form  des  Ohm 'sehen  Gesetzes. 

5)  A.  Fliesst  eine  Anzahl  von  linearen  Strömen  in  einem 
Punkte  zusammen,  so  ist  die  algebraische  Summe  ihrer  Strom- 
intensitäten gleich  Null.     Also 

(Die  Continuitätsgleichung.) 

B.  Bildet  eine  Anzahl  von  Stromleitern  eine  geschlossene 
Figur,  so  ist  die  Summe  der  Producte  aus  ihren  Stromintensi- 
täten und  den  zugehörigen  Widerständen  gleich  der  gesammten 
in  dem  Systeme  vorhandenen  elektromotorischen  Kraft.     Also 

(Die  Leitungsgleichung.) 

(Die  Kirchhoff'schen  Gesetze  1847.) 

6)  Einige  Anwendungen. 

Wir  haben  für  die  Fig.  17  (a.  f.  S.) 

Rl  Hj    -\-    R-l  ^3    ~|~    ^?y  -^i 

j.  E  Ii'i 


J.  = 


Rl  II2    ~}~   -^2  ^3   ~f"   ^?,  -^1 

ER, 

Ri  R.j  -\-  R2  Rz  -\-  -R3  -ß] 
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Der  Widerstand  des  gesammten  Schliessungskreises  B  ist 

^  =  TT  ^  ^'  +  sTTiZ  =  -Ri  +  ii\ 

wobei   R'   den   Widerstand   der   beiden   Zweige   J->  11^   und  J2B2 
bezeichnet. 

Fig.  17.  Fig.  18. 

F. 


J,K 


J,R, 


Für  die  Fig.  18  wird  für  die  Brücke  (ir) 
(r.2r;  —  rin)J 


Soll  der   Strom   in    der 

Brücke  verschwinden ,     so 
muss 

ri  :  r.2  =  r-^  :  n. 


Fig.  19. 


Für  die  Fig.  19  haben  wir 

r  Ti  +  r  r2  +  Ti  r^ 
Vergl.:    Kempe:  Hand- 
buch   der  Elektricitätsmes- 
sungen,  deutsch  von  Baumann,  Braunschweig  1883.  Kohlrausch: 
Praktische  Physik,  1889. 

7)  Aus  den  Kirchhoff 'sehen  Gesetzen  folgt  ferner:  Wird 
ein  Strom  i  zwischen  zwei  Punkten  der  unverzweigten  Leitung  in 
mehrere  Widerstände  ri,r.2,  rg  .  .  .  verzweigt,  und  sind  iy^'h^H  •  .  . 
die  den  Zweigen  entsprechenden  Stromintensitäten,  so  ist: 

H  +  ii  +  i?,-] =  ^ 

...  _   1    .    ^    .  ±  . 

^      ^      '  r,      r,      r., 
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wo  r  der  Widerstand  der  unverzweigten  Leitung  ist. 
8)   Setzt  man 


=  Vw-'  +  v^  +  IV'  =  -  G^, 


so  dass 


ft 


dx 
dV 
c  ij 

w  ^=   C  Z  =  —  C  - — 

c  z 

So  kann  man  die  Stromintensität  für  irgend  eine  Richtung  m 
mit  den  Richtungscosinussen  a,  /3,  y  darstellen  durch 
/,H  =  ua  ^  V ß  -\-  wy. 
Ist  der  Leiter  nicht  isotrojj,  so  wird 

it.=    öl  X  -\-  6*3   Y  -\-  CfZ 

v  =  c,X  +  C\Y+CiZ 

w  =  c,  X  +  ci  r  +  a,z. 

9)  Die  allgemeine  Gleichung  für  stationäre  Strömung 
lautet 

Ä(<^'ii)+Ä(^if)+Ä  (-!-:)=«• 

An  der  Grenze  der  Leiter  wird 

wobei   Gl  und  6\,  die  Leitungsfähigkeiten  der  beiden  Medien  und 
Fl  und   Kj  ihre  Potential werthe  an  der  Grenze  bezeichnen. 

10)  Sei  G  constant,  so  lautet  die  Gleichung  der  isoelek- 
trischen Flächen 

a^-'  "•   Gif  "'    ö/-  ~ 

Demnach  sind  die  freien  Elektricitäten ,  wie  beim  Gleich- 
gewichtszustände statischer  Elektricitäten,  auch  während  des  Stro- 
mes auf  der  Oberfläche  verbreitet. 
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Die  Curven,  welche  die  iso elektrischen  Flächen  senkrecht 
schneiden,  werden  Strömungscurven  genannt.  Ihre  Diö'eren- 
tialgleiclmng  lautet 

dV  dv   dV      ,      .      . 

dx      oy      d  z 
11)   Ist  die  eine   Dimension   sehr  klein,   so  haben  wir  eine 
Platte  von  verschwindender  Dicke  und  es  wird 

82  V    ,    d-^  V 


dx'-     '     dtß 
Die  allgemeine  Lösung  ist 


=  0. 


V=f(x  +  iy)  +  F(x  +  iy),    i^V-h 
wobei  /  und  F  beliebige  Functionen  sind. 

Ist  die  Scheibe  unbegrenzt  und  fliessen  durch  die  n  Punkte 
J.1,  A.2,  .  .  .  An  Elektricitäten  jEJi,  E^^  .  .  .  E^  ein  und  aus,  so  dass 

E,+E,  +  E,-\ i?n  =  0, 

so  wird 


^=^-2ircäS'^^'=%'-- 


dabei  sind  ri,  r^,  .  .  .  r„  die  Abstände  irgend  eines  Punktes  von 
den  Einströmungspunkten,  M  eine  Constante,  C  die  specifische 
Leitungsfähigkeit  und  ö  die  Dicke  der  Scheibe. 

Sind  nur  zwei  Einströmungspunkte  vorhanden,  so  wird 

weil  El  =  —  E.2.  An  die  Stelle  der  isoelektrischen  Flächen 
treten  hier  isoelektrische  Curven,  deren  Gleichung 

-±  =  Const 

ist.    Vergl.  Kirchhoff:  Gesamm.  Abb.,  S.  1. 

12)  Ist  der  Strom  nicht  constant,  so  gilt  die  allgemeine 
Gleichung 

Wi  [^  d^J  +  d^  V  d^J  +  d^  [^  d^J  ~  dt  -  ^' 

wobei  h  die  elektrische  Dichte  im  Punkte  (xyz)  zur  Zeit  t  be- 
zeichnet. 

Vergl.  zum  Ganzen  auch  noch  Maxwell:  Lehrbuch  der 
Elektricität  und  des  Magnetismus,  deutsch  von  Weinstein. 
Wiedemann:    Elektricität,  Bd.  I. 
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§.  207. 
Elektrodynamik. 

1)  Die  elektrodynamischen  Kräfte  zerfallen  in  zwei  Gruppen: 

I.    in   die   ponderomotorischen,    d.  li.   jene,  welche 
eine  Aenderung  der  Configiiration,  und 
II.    in  die  elektromotorischen,  die  eine  Veränderung 
des  elektrischen,   beziehungsweise  magnetischen  Zu- 
standes  bewirken. 

2)  Das    ponderomotorische    Elementarges'etz   (Am- 
pere 1826)  lautet: 

^ Jds  Ji  dsi 

JA/    K 


yl 


Fig.  20. 


6'ON  £   —   '^1-2  COS  ^  COS  ^i }, 

dabei  ist  x^  ein  constanter  Factor, 
der  von  der  Wahl  der  Einheiten 
abhängt,  während  ^%-^  und  e  jene 
Winkel  bezeichnen,  unter  welchen 
die  beiden  Elemente  gegen  die  Linie 
r  {ds  — ►  dsi)  und  gegen  einander 
geneigt  sind. 
Da 


so  kann  man  auch  schreiben: 


cos^  = 

dr 

'  ds' 

COSd- 

= 

— 

dr 
dsi 

—   cos  8 

_      y 

cP  r 
ds  dsi 

+ 

dr 
ds, 

dr 
'd~s' 

R 


^  ^  Jd s  Jidsi  f  1  d  r  dr 


cPr 


X- 


—  r 


\2  ds  dSi  ds  dsi 


Jd  s  Jidsi    d     /  1    d  r 


Vi 


a     /  i    a  r\ 
dsi  \yr  ds) 


.^  Jds  Ji  d Si    d     /cos -O-^ 


V. 


ds,  \  y, 


Liegen   die   beiden    Elemente  parallel  zu  einander,   aber  so, 
dass  sie  mit  der  Verbindungslinie  einen  Winkel 


cos '9' 


=  VI 


bilden,  so  wirken  sie  gar  nicht  auf  einander. 
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3)  Das  ponderoinotorische  Integralgesetz.  Befinden 
sich  zwei  gleichförmige  Stromringe  Ä  und  B  in  irgend  Avelchen 
Bewegungen,  befinden  sich  ferner  die  in  ihnen  vorhandenen  Strqm- 
intensitäten  J  und  Ji  in  irgend  welchen  Zuständen  der  Verän- 
derung, so  wird  für  jeden  Augenblick  die  von  I>  auf  Ä  ausgeübte 
ponderomotorische  Arbeit  gleich  sein  dem  negativ  genommenen 
Differentialquotienten  von  P,  genommen  nach  der  räumlichen 
Lage  von  Ä.     Es  ist 

K    r  r  cos%  cos  -9-1  -,    , 

--ij  J  ^äsd.,. 

F.  Neumann's  elektrodynamisches  Potential  (1845, 
Abhandl.  der  Berliner  Akademie). 

4)  Das  elektromotorische  Differentialgesetz  ist  zur 
Zeit  noch  nicht  bekannt. 

(VergL  C.  Neumann:  Die  elektrischen  Kräfte,  1873,  S.  VIII.) 

5)  Das  elektromotorische  Integralgesetz  (F.  Neu- 
mann 1847). 

Die  Summe  der  vom  Hinge  B  im  Ringe  A  während  der  Zeit 
dt  inducirten  elektromotorischen  Kräfte  ist  immer  identisch  mit 
dem  totalen  Differentialquotienten 

_P 

multiplicirt    mit    einer   Constanten   b   (der    sogenannten   Induc- 
tionsconstanten).    Dabei  ist  P  das  Potential  der  beiden  Ringe 
auf  einander  und  J  die  Stromstärke  in  A. 
Sei  also 


V  ^ 
so  wird 


K   r  r  cos  8  ,    , 


dt^E  =  —  8d(J,V)  =  -   8d  f-j\ 

G)  Das  Ampere' sehe  Elementargesetz  ist  nicht  das  einzig 
mögliche.  Stefan  (Wien.  akad.  Ber.,  LIX.  Bd.,  II.  Abth.)  hat 
eine  allgemeine  Form  aufgestellt,  die  alle  möglichen  Elementar- 
gesetze in  sich  begreift. 

Er  findet  für  die  Componente  der' wirkenden  Kraft  in  der 
Richtung  der  X-Axe  den  Ausdruck: 
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^  T7       r    7      f  ^^''        fX.,   —  X{\     ,  d    /\\dx.2 

X  =  Jds  Ji  d  8   m  -, — ,—    -^— )  +  ^^  1—    —    -7-^ 

,  d    /  \\  dxy     ,       x-i  —  Xy  I 

+  ^  <Ti:  (7)  7Z7  + -^ -TS— ^•''") ' 

WO  Xy  iji  Si  und  x-i  y<2  ^-i  die  Coordinaten  von  ds   resp.  f?Si  sind. 
Ersetzt  man  «  durch  ^,  ^,  so  erliält  man  die  Ausdrücke  für  Y^Z. 
Von  den  vier  Constanten 

können  nur  zwei  durch  die  Wahl  der  Constanten  und  durch  Ver- 
suche bestimmt  werden. 

Wählt  man  die  Einheit  der  Stromstärke  so,  dass  das  Potential 
zweier  geschlossener  Leiter  ausgedrückt  wird  durch 

,^         JJ^    r  r  cos  8  j    . 

so  folgt 

1 

p  =  a  =  —  Y 

Die  elektrodynamische  Theorie  bleibt  also  unbestimmt,  inso- 
fern zwei  von  den  Constanten  willkürlich  sind. 

Da  die  drei  ersten  Glieder  vollständige  Differentialquotienten 
sind,  so  verschwinden  sie  bei  einer  Integration  über  eine  ge- 
schlossene Curve.  Daraus  folgt,  dass  alle  Elementargesetze  für 
geschlossene  Leiter  zu  demselben  Resultate  führen  müssen. 

Setzt  man  m  =  ^^  =  0,  so  gelangt  man  zu  einem  von  Grass- 
mann,  Clausius  und  Hankel  entwickelten  Elementargesetz. 

Vergh  Wiedemann:  Elektricität,  IV.  Bd.,  II.  Abth. 

7)  Wirkt  ein  geschlossener  Strom  von  der  Intensität  J^  auf 
ein  Element  ds  eines  Leiters,  in  welchem  die  Intensität  J"  ist, 
so  wird,  wenn  x^  ?/,  z  die  Coordinaten  von  ds  sind,  ferner 

dx  ,      dy  dz 

-—  z=  cosL    -j^  =  cosa,    -=—  =  cosv 

ds  äs  ds 


gesetzt  wird  und  ferner 


-=f'-^ '•'■-/ 


B=    /   £L^f 


I 
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welche  Ausdrücke   die   Determinanten  des   Stromes   genannt 
werden,  die  Componenten  der  Einwirkung 

X  =r   —    }y  JJ,       f     \CC0S  ^  —   U  cos  V]  cl  S 

Y  ^=  —  —  JJi    I    \A  cos  V  —  Ccos  l\  d  s 

Z  =  —  ^  JJy    I  \B  cos  l  —  A  cos  ft  I  d  s. 

Und  es  ist 

Xdx  +  Ydy  -{-  Zdz  ^  0 
XA-\-YB-\-  ZC=  0. 
Die  gemeinschaftliche  Ilesultante  ist 

11  =  /XM^  Y^  +  Z\ 

Zieht  man   durch   ds  eine  Linie,  welche  mit  den  Axen  die    ^ 

Winkel  |,  y\,  t,  macht,  so  dass  1 

,        A  B  ,        C  \ 

cos^  =  -jj,    cosrj=^,    cos^  =  -^,  i 

i 

wohei I 

n  =  Vä'^  +  B^^  +  6^  .  I 

so  erhält  man  die  sogenannte  Directrix.  Ihre  Richtung  ist 
unabhängig  von  der  Richtung  des  Elementes  d  s.  Die  vom  Strome 
ausgeübte  Wirkung  ist  senkrecht  gegen  das  Element  selbst  und 
senkrecht  gegen  die  Directrix. 

Sei  w  der  Winkel  zwischen  dem  Elemente  und  der  Directrix, 
so  wird 

R  =  —  —  1)  JJy  d  s  sin  w. 

z 

im 

8)  Ein  Kreisstrom  in  der  YZ- Ebene,  dessen  Mittelpunkt  im 
Ursprung  liegt  und  dessen  Radius  a  ist,  wirkt  auf  ein  Element, 
dessen  Mitte  auf  der  X-Axe  liegt  im  Abstände  q  vom  Ursprung, 
so,  dass 

X  =  0 

7t  a^ 

Y  =   J  Jid0    y-z , Tvv 

Z  =  —  JJidy 


(a''  +  qT 
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9)  Ein  Theil  eines  geradlinigen  Stromes  {r^  —  r«,j  wirkt  auf 
ein  Element,  welches  der  Stromebene  angehört,  mit  der  Kraft 

-r—^  log  — . 
Stria  Tq 

Dabei  ist  a  der  Winkel  zwischen  dem  Element  und  dem 
Strome,  und  ?"o  und  i'i  sind  die  Abstände  des  Elementes  von 
den  Stromenden. 

10)  Sei  ein  kleiner  Kreisstrom  von  der  Fläche  A  gegeben  und 
das  Element,  auf  welches  er  w^irkt,  sei  im  Anfange  des  Coordi- 
natensystems  gelegen.  Die  F^bene  des  Kreisstromes  möge  mit 
den  Coordinatenebenen  die  Winkel  |,  »?,  S  einschliessen  und  es 
sei  q  ihr  kürzester  Abstand  von  dem  Coordinatenanfang.  Seien 
ferner  a\  y^  z  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  des  Kreisstromes 
und  r  seine  Entfernung  vom  Coordinatenursprung,  so  wird: 

A^  —  \cosl ^  X 

Diese  Formeln  lassen  sich  nach  Neumann  auch  schreiben 
wie  folgt: 

Die  Stromcomponenten  sind  sodann 

2         ^      dq\  r-  J 

^  1    -r  j  ■.    d    \xd z^  —  sdx 

X  =■  —   TT  ^  ^l  ^  1 —    I Z 

2  dq[  r^ 

2         ^      dq\  r'i  ]' 

Gehört  das  Element  ds^  ebenfalls  einem  unendlich  kleinen 
geschlossenen  Strome  von  der  Fläche  X^  und  der  Senkrechten  qi 
an,  so  wird: 
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1 

JJ, 

AAi 

d-^ 

ix_ 
\ 

/•' 

0^1 ) 

2 

d  q  d  q^ 

1 

1 
2 

JJ, 

AAi 

d^ 
d  q  d  q^ 

r- 

r:^ 

^1 

1 

JJ, 

AAi 

r/2 

r'- 

«ll 

2 

(/  q  d  q, 

1 

11)  Unter  einem  Solen oid  (öGjlrjv  die  Rinne)  versteht  man 
den  Inbegriff  einer  Anzahl  unendlich  kleiner  Kreisströme  von 
gleicher  Intensität,  senkrecht  und  in  gleichen  Zwischenräumen 
um  eine  beliebige  Curve  gelegen.  Die  Anzahl  der  Stromringe 
auf  der  Längeneinheit  der  Axe  bestimmt  die  Dichtigkeit  des 
Solenoids.     Seine  Endpunkte  oder  Endflächen  nennt  man  Pole. 

Sei  X  die  unendlich  kleine  Fläche  eines  Stromringes,  a  die 
Dichtigkeit  des  Solenoids  von  den  Endpunkten  Xq  ^/o  ^o  ,  ^i  Vi  ^u 
denen  die  Entfernungen  r^  und  ri  vom  Stromelement,  auf  wel- 
ches das  Solenoid  wirkt,  entsprechen,  so  wird: 


\ri'        r;;J 


Ä  =  ka 
B  =  k 


Ist  ro  =  "^j  so  wird  mit  Unterdrückung  der  Indices 

A  =  '^«^,     ^o  =  A«^,      Oo  =  A«^-. 
Die  Directrix  ist 


B   -  — 


und  die  Resultante 


B  =  —  —  JJi  dska  — ^ — ^. 
2  r^ 

Sie  steht  auf  der  durch  das  Element  ds  und  seine  Verbin- 
dungslinie r  mit  dem  Endpunkte  des  Solenoids  gelegten  Ebene 
senkrecht. 

Da  nun  die  Einwirkung  eines  Stromelementes  auf  einen 
Magnetpol,  der  die  Menge  m  des  Magnetismus  enthält,  gegeben 
ist  nach  Biot-Savart  durch 
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^  ,        sin  (r  d  s) 
—  Jd  s  m — — - , 

so  sieht  man,  dass  diese  Formeln  gleichwerthig  sind,  wenn 

m  =  ^  /i 

gesetzt  wird.  Ein  Magnetpol  kann  also  durch  ein  einseitig  be- 
grenztes Solenoid  ersetzt  werden.  (Ampere's  Theorie  des 
Magnetismus.) 

12)  Sei  ein  Magnet  um  eine  verticale  Axe  drehbar  und  sei 
m  die  Menge  des  Magnetismus  im  Nordpol.  Der  Magnet  wird 
sich  in  der  Ruhelage  befinden,  wenn  er  im  magnetischen  Meri- 
dian ist.  Sei  ferner  die  Axe  des  Magnets  in  der  Ruhelage  gleich 
der  X-Axe,  die  Senkrechte  auf  X  und  die  Ebene  des  Horizonts 
sei  die  F-Axe  und  ein  Kreisstrom  vom  Radius  R  gegeben,  dessen 
Mittelpunkt  in  der  Entfernung  a  vom  Ursprung  auf  der  F-Axe 
liegt.  Seien  x  und  y  die  Coordinaten  des  Poles,  so  ist  das 
Drehungsmoment  für  den  Magnet 

[    ri  2   r'  l        *  2  •    )         J 

wobei 

r2  =  R2  -[-  a^. 

Daraus  ergeben  sich  die  Formeln  für  Bussolen. 

Sei  «  ^  0  {Tangentenbussole},  ferner  1  die  Nadellänge 
und  (p  der  Ablenkungswinkel,  H  die  Horizontalintensität  des  Erd- 
magnetismus, so  wird 

Ist  a  ^=  0^  X  =  0  {Sinusbussole},  so  folgt: 
^        HR  (  ^     P\     , 

Vergl.  Zech:  Elektrisches  Formelbuch.  Kohlrausch:  Leit- 
faden der  praktischen  Physik  (1884). 

13)  Für  die  Theorie  der  Induction  sind  folgende  Gesetze  von 
fundamentaler  Bedeutung : 

I.  Wenn  ein  Leiter  A  von  der  Stromstärke  J  eine  Aende- 
rung  der  Configuration  gegen  einen  Leiter  B  erfährt,  so  entsteht 
in  B  ein  Strom,   der  demjenigen   gleich  und  entgegengesetzt  ist, 
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welcher,  wenn  er  in  B  wäre,  diese  Aenderung  der  Oonßguration 
elektrodynamisch  zu  bewirken  im  Stande  wäre. 

Lenz:    Pogg.  Ann.  XXXI,  S.  483  (1834). 

II.  Sind  zwei  Leiter  A  und  B  gegeben,  dabei  in  B  ein 
Strom  von  der  Intensität  Jb-,  so  wird  durch  die  Aenderung  der 
Configuration  und  der  Intensität  Jb  im  Leiter  A  eine  elektro- 
motorische Kraft  E  inducirt,  für  welche  die  Formel  gilt: 

dabei  ist  c  die  sogenannte  Inductionsconstante  und 
\   =--J  J    -—cU.dsn. 
Sei  R  der  Gesammtwiderstand  von  Z?,  so  wird  die  Grösse 


r 


f 


JcU  =  -^[J,V,  -J,V,] 


R 

0 


der  Integralstrom  genannt,  dabei  ist   Vi  die  Grösse  von   V  in 
der  Endlage  und   V2  jene  in  der  Anfangslage. 

Vergl.  C.  Neu  mann:    Die  elektrischen  Kräfte. 


§.  208. 

Magnetismus. 

1)  Seien  m  und  m'  die  Mengen  des  Magnetismus  in  einem 
Pole  und  r  die  gegenseitige  Entfernung,  so  ist  die  wirkende 
Kraft  P 


r2 
(Coulomb 's ches  Gesetz.)     Diese  Kraft  hat  im  Allgemei- 
nen ein  Potential 


2  m  r  dm 
r         J       r 


mit  den  Componenten 


dV    .  dV  dV 

2)   Betrachten  wir  einen  unendlich  kleinen  Elementarmagnet 
von  der   Länge  jl>,  so   ist,  wenn  r  und  /  die  Entfernungen   der 
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beiden   Pole  von   demjenigen  Punkte,   dessen   Potential   gesucht 
wird,  bezeichnen, 

y. m'         m' 

r  r' 

Sei  nun 

r'  =^  r  -|-  j)  cos  f , 

also  8  der  Winkel,  den  ])  mit  r  macht,  so  wird 

„ m'p  cos  s 

Die  Grösse  m'jj  wird  das  magnetische  Moment  des  Ele- 
mentenmagnets genannt. 

3)  Ein  gewöhnlicher  Magnet  kann  als  ein  Aggregat  von  be- 
stimmt gelagerten  Elementarmagneten  aufgefasst  werden.  Man 
kann  annehmen,  dass  im  Elementarraume  r/|  d tj  dt,  alle  Ele- 
mentarmagnete gleich  gerichtet  sind.  Sodann  wird  das  Gesammt- 
moment  M  durch  Addition  der  Elementarmomente  erhalten  und 
wir  haben 

M=  Jd^dndl 

Die  Bedeutung  von  J  ergiebt  sich,  wenn  wir  d^d7}dt  =  l 
setzen.  J  w4rd  die  Intensität  der  Magnetisation  genannt. 
J  hat  nicht  nur  einen  bestimmten  Werth,  sondern  auch  eine 
bestimmte  Richtung,  deren  Richtungscosinusse  A,  ^,  v  sein  mögen. 
Es  wird 

J^  =  A^  +  i?2  _^  c\ 
Bilden  wir  für  einen  Magnet 


Kl  ■=  J J J  Ad^dndt 

Km  =  J J J  Bd^dri  d^ 
Kn   ^    f  f  f  ^^^^  ^^n  (H, 


so  wird  ^  das  magnetische  Moment  dieses  Systems  darstellen. 
Die  Grössen  7,  m,  n  sind  die  Richtungscosinusse  der  magneti- 
schen Axe  dieses  Systems. 

4)   Das  Potential  in  Bezug  auf  einen  ausserhalb  des  Magnets 
liegenden  Punktes  x,  y,  z  ist 

Laska    inatliem.  Formelnsammlung.  43 


754  Magnetismus. 

5)  Gehört  dieser  Punkt  einem  magnetischen  System  an,  so 
ist  das  Potential  dieses  Systems  im  Bezug  auf  das  erstere  gegeben 
durch 

^= ///l^  w  + ''^^+ ^' Kl '"'^'^' 

wobei   V  den  in  4)  entwickelten  Werth  darstellt. 

6)  Setzen  wir 

Ul   "^  d7i  +  dU 
k  =  —  {lA  -^niB  -\-nC% 
so  ergiebt  sich  durch  theilweise  Integration 

W=    f  Vhdt  4-   f  Vkdö, 

dabei  ist  dt  ein  Raumelement,  dö  ein  Obertlächenelement.  Die 
Potentialfunction  eines  Magnets  besteht  demnach  aus  zweiTheilen. 
Der  erste  stellt  das  Potential  einer  Masse  dar,  die  mit  der  Dichte 
h  einen  Raum  ausfüllt,  der  zweite  ist  das  Potential  einer  Masse, 
die  mit  der  Dichte  h  auf  der  Oberfläche,  des  Magnets  gelagert  ist. 

7)  Entwickeln  wir 

1 


und  setzen  dieses  Resultat  in  4),  so  folgt 

y  ^l  lx-\rmij-{-  ns       ^    \     Q_    s 

«3  '    a-^    '     »7     '    '  '  *    . 

Für  grosse  Entfernungen  wird 

yr    h   COS.  S 

wobei  8  derjenige  Winkel  ist,  den  die  magnetische  Axe  mit  der 
Richtung  von  a  macht.  Dieses  ist  aber  der  Ausdruck  von  2), 
daher  kann  jeder  Magnet  bei  grösserer  Entfernung  durch  einen 
Elementarmagnet  ersetzt  werden. 

8)  Alle  bisherigen  Entwickelungen  galten  für  permanente 
Magnete  im  weiteren  Sinne  des  Wortes,  wir  haben  noch  die 
magnetische  Induction  zu  berücksichtigen. 

Es  sei  V  das  Potential  der  magnetisirenden  Kräfte  in  Bezug 
auf  einen  Punkt  mit  den  Coordinaten  (x^  y^  ^),  seien  ferner  w,  ^,  y 
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die  magnetischen  Momente  in  diesem  Punkte,  bezogen  auf  Volum- 
einheit, so  sind  diese  Grössen  eindeutig  bestimmt  durch 
ö  cp        ,.  d  CD  9  qp 

dx  f  y  ^2 

wobei  X  die  Magnetisirungsconstante  des  Eisens  bezeichnet.  (Theorie 
von  Poisson.)    Ausserdem  müssen  folgende  Gleichungen  fiir  alle 
Punkte  der  Eisenmasse  erfüllt  werden: 
0  =  F  +  9  +  D^ 

-rr  r   ^  ^V    d  OP 

J       r     dn 
wobei  div  ein  Obertiächenelement   des  Eisens,  n  die  nach  innen 
gerichtete    Normale   auf  rl  w   und  r  die  Entfernung    dieses    Ele- 
mentes von  jenem  Punkte   der  Eisenmasse,   auf  welchen   t^  sich 
bezieht. 

Die  Function  cp  bestimmt  den  magnetischen  Zustand  des  Kör- 
pers und  ist  aus  diesen  Gleichungen  zu  bestimmen. 

Indessen  ist  der  Werth  von  x,  den  wir  hier  als  constant  be- 
trachtet haben,  von  der  Intensität  der  magnetisirenden  Kraft  ab- 
hängig. Die  für  diesen  Fall  veränderte  Form  der  obigen  Gleichun- 
gen findet  man  in:  Kirchhoff 's  Gesamm.  Abhandl.,  S.  217, 
entwickelt.  Ueber  die  erweiterte  Weber' sehe  Theorie  siehe 
Maxwell:    Treatise  Nr.  444. 

9)  Da  die  Erde  selbst  magnetisch  wirkt,  so  erzeugt  sie  ein 
magnetisches  Feld.  Wir  nennen  nun  diejenige  Kraft,  welche  an 
einem  Orte  auf  den  Magnetpol  Eins  ausgeübt  wird,  die  magne- 
tische Intensität  oder  die  Intensität  des  magnetischen 
Feldes  an  diesem  Orte.  An  den  gewöhnlichen  Magnetnadeln 
kommt  nur  die  horizontale  Componente  dieser  Kraft  zur  Wir- 
kung, die  sogenannte  horizontale  Intensität  //. 

Um  sie  zu  bestimmen,  beobachtet  man  die  Schwingungsdauer 
einer  Magnetnadel  und  die  Ablenkung  durch  einen  Magnet.    Sei 
t  die   auf  unendlich  kleine  Bogen  reducirte  Schwingung  in 
Secunden, 

K  das  Trägheitsmoment  des  Magnets, 

0  das  Torsionsverhältniss  des  Fadens, 

M  das  magnetische  Moment  des  schwingenden  Magnets, 

so  wird 

Tt'K 


MH  = 


t^l  +  6) 

48* 
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Seien  qp,  91  die  Ablenkungen  in  den  Entfernungen  r  und  ri, 
so  wird 

M  1  r^tg  cp  —  r/'  tg  q)i 

TT  ~  '2  r2  —  f-^ 

Näheres  in  Kohlrausch:  Praktische  Physik,  V.  Auflage, 
IX.  Abschnitt. 

Um  die  beobachtete  Schwingungszeit  T  (wenn  w  der  halbe 
Schwingungs Winkel  ist)  auf  unendlich  kleine  Bogen  zu  reduciren, 
hat  man 


(■  +  S) 


10)  Sei  H  die  horizontale  Intensität  des  Erdmagnetismus, 
(p  der  Ablenkungswinkel,  M  das  magnetische  Moment  des  Stabes, 
r,ri  die  halben  Längen  des  Stabes  und  der  Nadel,  sowie  e  die 
Entfernung  ihrer  Mitten.  Wir  nehmen  ferner  an,  dass  die  Magnet- 
nadel die  Richtung  der  erdmagnetischen  Kraft  hat,  so  sind  die 
einfachsten  Ablenkungen  folgende: 

I.  Stab  senkrecht  zum  magnetischen  Meridian,  seine  Rich- 
tung geht  durch  die  Mitte  der  Nadel  (Fig.  21): 

IM  [  2r2  _  (3  —  ino.'..2 

tg(p 


Fig.  21. 


1 5  shi^  (p)  r/ 


e2 


Fig.  22. 


St. 


SiMer. 


IL   Stab  senkrecht  zum  magnetischen  Meridian,  sein  Mittel- 
loth  durch  die  Mitte  der  Nadel  gehend  (Fig.  22): 

M    {^        1  r""  —  {^  —  \hsin'^(p)rl 
T  c2 


tg 


M   { 


+ 


J 
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III.   Stab  senkrecht  zur  abgelenkten  Nadel  auf  ihrem  Mittel- 
lothe  liegend  (Fig.  23): 

2M  (,     ,     2r2  —  3r:'    , 


Fig.  23. 


Fig.  24. 


St. 


IV.  Nadel  senkrecht  zum  Stab  auf  dessen  Mittellothe  liegend 
(Fig.  24): 

Vergl.  Lamont:  Handbuch  des  Erdmagnetismus  (1849), 
III.  und  IV.  Abschn.  Vergl.  auch  dessen  Handbuch  des  Magne- 
tismus (1867).  F.  Neumann:  Vorlesungen  über  die  Theorie 
des  Magnetismus  (1881).  Jenkin  Fleeming:  Elektricität  und 
Magnetismus,  d.  v.  Exner  (1880).  Für  die  Schwingungen  die 
nöthigen  Formeln  in  Zech:  Elektrisches  Formelbuch  (1883). 


§.  209. 
Die  Elektricität  als  Energie. 

1)  Die  Summe  aller  durch  eine  elektrische  Entladung  her- 
vorgebrachten Wirkungen  ist  gleich  der  dabei  eingetretenen  Ab- 
nahme des  Potentials  der  gesammten  Elektricität  auf  sich  selbst. 

Es  ist  also  die  Energie  der  Entladung  gegeben  durch 


W 


-u 


Vdm. 


758  Elektricität  als  Energie. 

Sei   V  constant,  so  wird 

wobei   Q  die  Elektricitätsmenge  bezeichnet  und  C  die  Capacität. 
Für  zwei  parallele  Ebenen    wird   für   eine  Fläche   /S,  deren 
Dichte  gleich  %  ist 

oder  wenn   F,  ■=  0,  also  abgeleitet, 

wie  oben.     Für  zwei  Kugelflächen  bei  kleinem  Abstände  e 

W  =  —  e  -^-' 
2       r{ 

Für  zwei  Cylinder  bei  der  Länge  l  und  dem  ebenfalls  kleinen 
Abstände  e 

r,l 

2)  Die  Arbeit  W,  welche  in  einem  beliebigen  Stücke  eines 
vom  stationären  Strome  durchüossenen  Leiters  während  der  Zeit- 
einheit gethan  wird,  ist 

W=:-    K       r    V~dw, 

dabei  ist  k  das  Leitungsvermögen  des  Körpers  und  die  Normale  n 
ist  nach  innen  positiv.  Die  dabei  entwickelte  Wärmemenge  II 
ist  gegeben  durch 

W 

wobei  E  das  mechanische  Aequivalent  der  Wärme  bezeichnet. 

3)  Sei  J  die  Stromintensität,  B  der  Widerstand,  t  die  Zeit, 
so  wird 

W  =  J(V,-  V,)t 
oder 

W=  EJH, 

(das  Gesetz  von  Joule:  Phil.  Mag.,  Vol.  XIX,  1841). 

Für  einen  Draht  von  der  Länge  ?,  dem  Querschnitt  q  und 
dem  specifischen  Widerstand  s 
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4)  Sei  JJ  diejenige  Wiirmemenge,  die  bei  einer  chemischen 
Action  frei  wird,  E  das  mechanische  Wärmeäquivalent,  J  die 
Stromintensität,  so  wird 

EU=J{V,-  V,), 
oder  allgemeiner 

EEV  ^JEV. 

5)  Durch  denselben  galvanischen  Strom  werden  äquivalente 
Giengen  der  Elektrolyse  zersetzt  und  die  Quantitäten  der  aus 
ihnen  an  beiden  Elektroden  abgeschiedenen  Stoffe  stehen  glei(3h- 
falls  im  Verhältnisse  ihrer  Aequivalentgewichte. 

Faraday's  elektrolytisches  Gesetz,  Exp.  Res.,  §.  377, 
732,  783  (1833> 
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§.  210. 

Fundamentalgleichungen  der  Lichttheorie. 

1)  Sei  l  die  Wellenlänge,  V  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit, T  die  Schwingungsdauer,  so  wird 

A==  VT. 
Die  Bewegung  des  leuchtenden  Punktes  ist  gegeben  durch 

J  =  acos  2jr  !-^  —  j|      ^ 
und  die  Geschwindigkeit 


2jr 


Das  Argument  der  trigonometrischen  Function  heisst  die 
Phase. 

Die  Intensität  des  Lichtes  ist  proportional  dem  Mittel- 
werth  des  Quadrates  der  Geschwindigkeit,  also  proportional  dem 
Quadrate  der  Amplitude,  denn  es  ist: 

0 

2)   Schwingen 

(Pi)  li  =  a,  cos  2  TT  |y  —  x| 
und  ,    ^ 

(P2)  I2  =  (^2  COS  2  ;r  1^ ^| 

Fig.  25. 
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in  derselben  Richtung,  so  wird 

(P)|  =  li  +  I,  =  Acos  2>r  ji,  -  *-±^j 
und 

A^  =  af  -\-  a^  -\-  2  a^  Go  cos  In  ~ 

A  COS  -T-  2  7t  =  tti  -\-  «2  cos  2  7t  Y 
J.s?w  -I-  2  TT  =  «2  s^>^  2  :;r  y 
Die  Grösse  ^  2 tt  wird  Verzögerungsphase  genannt. 

A 

3)    Seien  |  und  ??  zwei  Strahlen,  deren  Schwingungsrichtun- 
gen auf  einander  senkrecht  stehen  und   senkrecht  zur  gemein 
samen  Richtung  |  rj.    Sei 


Fig.  26-  (P,)  |  =  „cos2  3.ji,-|^ 

\      ^  SO   ist   die   vom   Aethertheilchen 

beschriebene  Curve 

(P)  I!  -f  ^  _  ^  eos  2;r  -^  =  sm^  2  ;r  ^ 


0-  ab  A  A 

also  eine  Ellipse.     Diese  Curve  geht  in  eine  Gerade  über,  wenn 

d  =  m  y, 

und  in  einen  Kreis,  wenn  a  =  h  und  ausserdem 

Ö  =  (4>..±1)  A. 

§.  211. 

Interferenz. 
Der  Punkt  in  P'  empfängt  eine  Erschütterung  von 

von  (Pj)  =  acos2;t  Iy ^j- 
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Daraus  ergiebt  sich  die  resultirende  Intensität 

.)    ^2    -^1 

.2  z^nQ^  — 


4  a-  COS' 


7t. 


Es  wird  demnach  für 


El  —  El  =  2n  -^  ein  Maximum 


E2  —  1^1  =  (2  ^  +  1)  77  ein  Minimum 


der  Helligkeit  sein.     Man  hat  aber 

E^  ==h'^  +  Q-c-  xy 


also 


El  —  £'2  —  "g"  ^ 


mit  genügender  Annäherung.    Die  Entfernung  zweier  Frangen  ist: 
d 


c  tgn  i 


Sei  li  die  Wellenlänge  einer  Farbe  an  einer  Stelle,  wo  ein 
Maximum  der  Helligkeit  auftritt,  so  ist  die  dieser  Stelle  ent- 
sprechende Wegdifferenz 

A, 


2n 


An  dieser  Stelle  kann  aber  für  eine  Wellenlänge  l^  ein  Mini- 
mum sein,  also 


8  =  (2w  +  1) 


W^ir  finden 


^1  —  ^2  — 


2n  +  l 
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Diese  Differenz  wird  kleiner,  je  grösser  n  ist.  Es  werden 
viele  Farben  an  jenen  Stellen  ein  Maximum  und  viele  ein  Mini- 
mum geben,  ihre  Vermischung  giebt  weisses  Licht,  welches  aber, 
prismatisch  zerlegt,  ein  Spectrum  mit  dunklen  Streifen  giebt. 
Es  fehlen  jene  Strahlengattungen,  für  welche 

d.  h.   die   Wegdifferenz   gleich   einem   ungeraden    Vielfachen    der 
halben  Wellenlänge  ist. 

Wird  die  eine  Oeffnung  mit  einer  Platte  von  der  Dicke  z/ 
und  der  Wellenlänge  A^  bedeckt,  so  werden,  wenn  r  die  Entfer- 
nung der  beiden  Punkte  von  der  gemeinschaftlichen  Lichtquelle 
bezeichnet,  die  Impulse  sein: 

a  cos  2  7t    -^ 

acosl7t\-^ 1 X 

Demnach  treten  Maxima  auf  für 

und  Minima  für 

i?,-£i-z/|A_ij=:(2m+l)i-. 


Daraus  ergiebt  sich  als  Verschiebung  des  centralen  Streifens: 

(- 


oder 


X,,  ^  —  A  V-T 1 


AA  K        n 


Diese  Gleichungen  liefern  uns  ein  Mittel  zur  Bestimmung 
einer  geringen  Aenderung  des  Brechungsquotienten. 

Mit  Hülfe  der  Interferenz  lassen  sich  die  sogenannten  New- 
ton'sehen  Farbenringe  erklären.  Es  besitze  der  einfallende 
Strahl  die  Amplitude  a,  der  reflectirte  ar,  der  hineingehende  ad^ 
der  von  der  Unterseite  reflectirte  ad  q^  endlich  der  an  der  Ober- 
seite austretende  adQÖ.  Sei  ferner  z/  die  Dicke  der  Platte,  so- 
wie kl  die  der  Platte  entsprechende  Wellenlänge,  so  wird,  wenn 
wir  die  Strahlen  von  einer  Ebene  parallel  der  Lamelle  und  in 
der  Entfernung  x  rechnen  und  die  Länge  der  austretenden  Strah- 
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len  bis  zu  dieser  Ebene  mit  y  bezeichnen,  der  Impuls  eines  oben 
austretenden  Strahles 

=  adQO  cos2  7t  \-jf^ — 


=  ar  cos  2 


und  des  mit  ihm  zusammenfallenden  oben  reflectirten 

It        x  +  y] 

""[Y 1 

Die  Intensität  des  resultirenden  Strahles  wird 

J.2  =  a2  L2  _)_  (dQÖy  +  2rdQd  cos  27t  ^V 

Nun  ist  aber  (vergl.  Neumann:    Vorles.  über  theor.  Optik, 

Vorl.  IX): 

r  =r  —  Q 

r2  -f-  ^d  =  1, 

also   unter   Vernachlässigung  von   r*   (für   Glas   und   Luft   ist  r 

r=  etwa  VsX  so  folgt: 

J.2  =r  4:  a^  r^  sin^  2  7t  -r-- 

Diese  Formel  gilt  selbstverständlich  nur  für  homogenes  Licht. 
Es  zeigen  sich  daher  Lichtminima  für 

z/  =  2  m  -j-,    m  =  0,  1,  2,  .  .  ., 
Lichtmaxima  für 

z/  =  (2m  -|-  1)  ^,     m  ==r  0,  1,  2,  .  .  . 

Ebenso  ist  die  schiefe  Incidenz  zu  behandeln.    Sei  ^  der  In- 
cidenzwinkel,  so  werden  für 

2  m    kl 

cosijj  4 
Intensitätsminima,  für 


z/ 


2  m  +  1     A 


cosil^        4 
Intensitätsmaxima  auftreten.     (Newton' s  Secantengesetz.) 

Sei   Q   der  Radius   des  Ringes,   R   der  des  Newton'schen 
Glases,  so  ist  die  Dicke 
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§.  212. 
Beugungserscheinungen. 

A.  Fraunhofer'sche  oder  teleskopische  Diffractions- 
erscheinungen.  {Diffractionspunkt  und  Lichtpunkt  auf  der- 
selben Seite  des  Schirmes.} 

Sei  D  der  Diffractionspunkt, 
P  der  Lichtpunkt,  Äß  die  Oeff- 
nung.  Ein  Oeffnungselement  d  a 
in  C  empfängt  einen  Lichtimpuls 
proportional  mit 


Fig.  28. 


COS  2  TT 


li  -  m " 


IV 


T  X 

und  sendet  in  der  Richtung  DC 


cos 27t  {y 


d  IV. 


f 


d IV  cos  2  n 


FC        Cy 

X  A 

Sei  r  die  Zeit,  welche  das 
Licht  braucht,  um  von  aßy  nach 
K  zu  gelangen,  so  wird  die  ge- 
sammte  Bewegung 

t  —  t       PC        Cr\ 

"A     * 


T  l 

Sei  E  ein  willkürlich  angenommener  Punkt  um 
PE=R,     PE-PC==zlR 
BE=ll\    DE  -  BC=  JB\ 

so  wird,  wenn  wir  die  constanten  Glieder  mit  -0-  bezeichnen,  das 

Integral 

K     j      dlV  COS^Tl   {%'  -\ ~l 

Sei  E  der  Anfangspunkt  des  rechtwinkligen  Coordinaten- 
systems,  dessen  X-  und  F-Axe  im  Beugungsschirm  liegen,  und 
seien  die  Coordinaten  von 

P  :  a,  h,  c  - 

Z>  :  a',  b',  c' 

C  :  X,  y,0, 
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sowie 

a                           . 

^               —cvB 

Va-^  +  6"-'  +  c2          "       ' 

Va2  -^  ?>2  _^  c2 

—  ro^  A 

—  rn^  7?' 

Va'2  +  h"^  +  c'2 

V«"  +  &'2  +  c'^ 

so  lässt  sich  das  Integral  schreiben  ^ 

wobei 

\x\cosA  —  cosA'^  -f-  y[cosB  —  cosB'] 


C  ^=     I      d  IV  cos  2  TT    . 


/ 


.       .    ^      ixlcosÄ  —  cosA']  -\-  ylcosB  —  cos B']\ 
d  10  sin  2  n    -^ \        "  * 

B.  Fresnel'sche  Beugungserscheinungen  oder  die 
mikroskopischen  Diffractionserscheinungen.  {Diffrac- 
tionspunkt  und  der  leuchtende  Punkt  auf  verschiedenen  Seiten 
des  Schirmes.} 

Auf  gleiche  Weise  wie  früher  ergiebt  sich 

^^"-  ^^-  I  =  k        divcos2  7t{yr r j-l 

oder 

FE  -  PC  =  ziR 
ED  -  CDr=  z]B\ 

und    die   constanten  Glieder   gleich  ^ 
gesetzt: 

/JB  ,   /iB'y 


1^=1:  r  dwcos2  n  j'O- 


Kcosd-  .P  —  X  sin  0- .  Q, 
wobei 


F  =         d  IV  cos  2  7t    — \ — . 

Q  ^    I    dtv 


.   ^      [zIB        ^B' 

Sin  2  7t 


l  k 

Die  Intensität  wird 

Sei  die  X-Axe  die  Projection  von  FE  auf  den  Schirm, 
Y  im  Schirm  senkrecht  darauf,  Z  die  Verticale  auf  die  Schirm- 
ebene und  die  Coordinaten  von 


so  wird,  wenn 
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F  :  a  0  c 
D  :  a'  0  c' 
C  :  X  y  0, 

cos  A 


gesetzt  wird 
und 


Va^  +  c' 


^  =  y    che  cos  j  (x-'sin-'Ä  +  y')  |-^  +  -^j 

Q  ■=   I    dwsin  j  (x'^  sm'^  Ä  +  /y^)  |-^  +  -^| 

R2  r=  a-^  +  c--',     E''  =  a'-^  +  c'^\ 
Damit  sind  die  zwei  Fundamental-Integrale  für  die  zwei  Arten 
der  Beugungserscheinungen  gegeben. 


S.  213. 
Die  Wellen  fläche. 

1)  Seien  X,  Y",  Z  die  Componenten  der  durch  die  Verschie- 
bung eines  Molecüls  erregten  Elektricitätskraft  und  «,  /3,  )/  die 
Richtungswinkel  der  Verschiebung,  so  wird: 

Z  =  A  cos  a  -\-  F  cos  ß  -\-  Ecos  y 
Y  =  Fcosa  -\-  B  cos  ß  -\-  D  cos  y 
Z  =r  F  cos  a  -{-  D  cos  ß  -\-  Ccosy. 
Die  Bedeutung  der  Grössen  A^  B,  (7,  D,  F^  F  giebt  die  Theorie 
der  Elasticität. 

2)  Die  Projection  der  Elasticitätskraft  auf  die  Richtung  der 
Verschiebung  ist 

—  P  z=  A  cos-a  ~[-  Bcos-  ß  -j-  Ccos'^y 

-\-  IBcos  ß  cosy  -(-  2F  cosa  cosy  -{-  2  Fcos  a  cos  ß. 
Denkt    man    sich   von    der  Ruhelage   des   Molecüls   auf  die 
Richtung  der  verschiedenen  Verschiebungen  die  Strecken 

1 
VF 
aufgetragen,  so   wird   der  geometrische  Ort   der  Endpunkte    das 
Elasticitätsellipsoid  genannt.     Sei 
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cosa  =:—,     cos ß  ^=  ~,     cosy  =  —, 

so  ist  seine  Gleichung 
Ax''  +  By^  +  Cß^  4-  2Dtjz  +  2Exz  +  2Fxy  +  1  =r  0. 
Seien  nun  die  Axen  des  Ellipsoids  zugleich  Axen  des  Coor- 
dinatensystems,  so  ist  seine  Gleichung 

In  der  Lichttheorie  Fresnel's  sind  a,  ?>,  c  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten jener  Schwingungen,  welche  parallel  den  drei 
Axen  vor  sich  gehen. 

3)  Unter  der  Elasticitätsf lache  wollen  wir  den  Ort  der 
Fusspunkte  der  Lothe  vom  Mittelpunkte  auf  die  Tangentialehenen 
des  Elasticitätsellipsoids  nennen. 

Ihre  Gleichung  lautet 

(X'^  +   2/2  +   ^2)2   ^    ^2^2  _|_   Jj2y2  _|_   ^2^2. 

4)  Das  Ellipsoid,  dessen  Gleichung  durch 

dargestellt  ist,  wird  das  zweite  oder  Ergänzungsellipsoid 
genannt.  Legt  man  eine  beliebige  Ebene  durch  den  Mittelpunkt 
dieses  Ellipsoids,  und  trägt  man  vom  Mittelpunkte  aus  auf  der 
Normale  dieser  Ebene  zwei  Strecken  ah  proportional  den  Axen 
der  Schnittellipse,  so  ist  der  geometrische  Ort  dieser  Endpunkte 
die  sogenannte  Wellen  fläche,  eine  Fläche  vom  vierten  Grade 
und  vierter  Classe.    Ihre  Gleichung  ist 

(rr2   +  ^2   _|_   ^2)  [f^2^2   _j_   ^,2^/2  _|_   ^2  ^2]    _|_   «2/^2^2 

=  ic2a2(/>2  J^  c2)  +  tfh^(a'^  +  P^)  -f-  ^2^2  (^2  _|-  b^), 
Ist  a  =  &  =  c,  so  wird 

^2   _j_  y2   _[-  ^2   _   <^2. 

Ist  &  r=  c,  so  zerfällt  die  Fläche  in 

^2  _|_  ^2  _j_  ^2  _   ^2 
a2;r2  +   h'-  (?/2  +  ^2)   =,   ^2^2^ 

d.  h.  in  eine  Kugel  und  ein  Ellipsoid. 

Man  kann  die  obige  Gleichung  auch  übersichtlicher  schreiben 
wie  folgt: 

X^a^  ,  ^2/;2  ^2^2 


a2      '      ^2   _    ^2      I      ^2    _    c2 
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5)  Man  erhält  für  irgend  einen  Punkt  der  WellenfläcliG  die 
Scliwingungsrichtung,  wenn  man  den  Radiusvector  dieses 
Punktes  auf  die  Tangentenebene  desselben  Punktes  projicirt.  Die 
Ebene,  die  den  Radiusvector  und  die  Schwingungsrichtung  ent- 
hält, wird  die  Schwingungsebene  genannt. 

Nimmt  man  an,  dass  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des 
Lichtes  gegeben  ist  durch 


v; 


e 

wobei  e  die  Elasticitätsconstante  und  d  die  Dichte  des  Aethers 
bezeichnet,  so  kann  man  folgende  Annahmen  machen:  Es  ist 
für  verschiedene  Medien 

e  variabel  und  d  constant    (Neu mann) 
oder 

e  constant  und  d  variabel     (Fresnel). 

Im  ersteren  Falle  fällt  die  Polarisationsebene  mit  der  Schwin- 
gungsebene zusammen,  im  letzteren  steht  sie  auf  derselben  senk- 
recht. 

6)  Sei  die  rr-Axe  der  Axe  eines  einaxigen  Krystalls 
parallel,  so  lautet  die  Gleichung  der  Wellenflächen  für  diesen 
Körper: 

a^x^  +  /;2(i/2  -j-  ^2)  ^  a^j)2^ 

Dabei  ist  h  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des 
ordentlichen,  a  jene  des  ausserordentlichen  Strahles. 
Seien  n  und  n'  die  zugehörigen  Brechungsexponenten,  so  wird 

n  n' 

Ist  &  ;>  a  also  n  <<  n\  so  nennt  man  die  Krystalle  attrac- 
tiv  (nach  Biot)  oder  positiv  (nach  Fresnel),  im  anderen  Falle 
repulsiv  oder  negativ. 

Sei  Q  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  eines  ausserordent- 
lichen Strahles,  der  um  den  Winkel  A  gegen  die  Hauptaxe  ge- 
neigt ist,  so  besteht  die  Beziehung 

1       1      «-  —  />2  . . ; 

Bezeichnet  man  mit  a  den  Winkel  zwischen  der  Polarisations- 
ebene des  einfallenden  Strahles  und  dem  Hauptschnitte,  und  mit 

Laska,  mathem,  Formelnsaniinlung.  ^g 
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/,  0,  E  die  Intensitäteil  des  einfallenden,  ordentlicli  und 
ausserordentlich  gebrochenen  Strahles,  so  wird 

0  =  Icos'-a 
E  =  Isin'^ «. 
(Das  Gesetz  von  Malus  oder  das  Gesetz  des  Cosinus- 
quadrates.) 

7)  Sei   ein   zweiaxigerKrystall  gegeben.     Die   Wellen- 
fläche ist  dann  von  der  allgemeinsten  Form.     Sei  noch 

a  >  ?>  >  c, 
so  wird  X  die  Axe  der  grössten,  y  die  der  mittleren  und 
z  die  der  kleinsten  Elasticität. 
Die  drei  Grössen 

111 

a'     h'     c 

heissen  die  Hauptbrechungsexponenten  des  Krystalls. 

8)  Es  giebt   vier  Tangentenebenen,  die  die  Wellenfläche  in 
einer  Curve  berühren,  diese  sind  gegeben  durch  die  Gleichung 


Diese  Curve  ist  ein  Kreis  und  seine  Ebene  steht  auf  der 
optischen  Axe  des  Krystalls  senkrecht.  (Innere  conische  Re- 
fraction).  Die  Wellenfläche  besitzt  vier  singulare  Punkte,  für 
welche,  wenn  |,  %  f  ihre  Coordinaten  sind, 


Die   Tangenten   in    den    Doppelpunkten    })ilden   einen   Kegel 
zweiter  Ordnung,  dessen  Gleichung 

'  I  ^,'1     7.2         I  1/       n  7n      1/7  0 


ist,  wenn  die  Coordinaten  parallel  mit  sich  selbst  in  den  betref- 
fenden Doppelpunkt  verschoben  angenommen  werden  (Aeussere 
conische  Refraction.) 

Literatur.  Beer:  Einleitung  in  die  höhere  Optik,  II.  Aufl., 
von  V.  v.  Lang,  1882.  Verdet:  Vorlesungen  über  die  Wellen- 
theorie des  Lichtes,  deutsch  von  Exner,  1881  bis  1887.  Ausführ- 
liche Literatur.  Neumann:  Vorlesungen  über  theor.  Optik,  her- 
ausgegeben von  Dorn,  1885.  Neumann:  Vorlesungen  über 
Elasticität,  herausgegeben  von  Meyer,  1885. 


-  Fehlerrechimng.  771 

§.  214. 
Die  Fehlerrechnung. 

1)  Kommt    ein  Fehler   von    der   Grösse   z/  gesetzlich  ^mal 
vor  hei  n  Beobachtungen,  so  ist 

P_ 

n 

die  Wahrscheinlichkeit  dieses  Fehlers  und  man  bezeichnet 
sie  mit  (p  (z/).     Man  hat 

wobei  h  das  Maass  der  Fräcision  bezeichnet.  Diejenigen 
ganzen  Zahlen  //,  welclie  den  Quadraten  der  Grössen  h  propor- 
tional sind,  werden  Gewichte  der  Beobachtungen  genannt,  und 
man  hat 

h;  :  h^  =  r/i  :  g.,. 

2)  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Beobachtungsfehler,  ab- 
solut genommen,  den  Fehler  x  nicht  überschreite,  ist 


2  h 

IV 


rJ '-""''' 


0 

setzt  man  hier  h^  =  t^  so  wird 

t 

0 


0 

r  welchen 
scheinliche  Fehler  genannt,  sei  r  dieser  Fehler  und 


3)   Der  Fehler,   für  welchen  iv  —  —  ist,    wird    der   wahr- 

2i 


so  ist  Q  zu  bestimmen  aus 

n 

Man  findet 

y) 

und  es  wird 

hr  =  Q  =  0,476936276 

.^.f 

49' 
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4)    Die  Wahrscheinlichkeit,  class  die  Fehler 
hei  einer  Beohachtungsreihe  vollkommen,  ist 

bei  gleichem  h.     Es  ist  nun   dasjenige   h  das  wahrscheinlichste, 
für  welches   W  ein  Maximum  wird.     Setzt  man 


SO  folgt: 


-v^ 


i  =  .V2. 

also 

r  =  0,6744897  .  f ,     h  =  0,7071068  •  — • 

Die  Grösse  s  wird  der  mittlere  Fehler  genannt.  Es  ist 
dieses  derjenige  Fehler,  welcher,  wenn  derselbe  bei  allen  Beob- 
achtungen begangen  wäre,  dieselbe  Summe  der  Fehlerquadrate 
gegeben  hätte,  als  die  wirklich  stattfindende. 

5)   Die  Anzahl  der  Fehler,  welche  zwischen 

und 


r  r  -{-  1 

liegen,  ist  bei  n  Beobachtungen  nach  der  Theorie 

n  [w  j  —  IV  j  \ 

Sollen  die  Beobachtungen  und  die  ihnen  zugetheilten  Vor- 
aussetzungen verwendbar  sein,  so  muss  dieselbe  Zahl  auch  nahezu 
durch  die  Beobachtung  erreicht  werden,  sonst  sind  die  Beob- 
achtungen zu  verwerfen,  was  auch  dann  geschehen  muss,  wenn 

r 

Eine   Tafel   für   iv   mit    dem    Argumente  —   findet  sich  am 

Schlüsse  dieses  Paragraphs. 

6)   Seien  ay,  die  n  Werthe  der  Messung  einer  Grösse  x^  so  wird 

X      «;.     =      Z/;,. 

Seien  ferner  hy.  die  Präcisionen  und  gy.  die  Gewichte,  so  folgt 


j 


Fehleriechnung. 

Das  Maass  der  Präcision  ist 


und  der  wahrscheinliche  Fehler  von  x 

Für  Beobachtungen  von  gleicher  Güte  ist 
ü  __      Q      _     r     _  0,0744897 
~  h  Vn  ~Yn~        V7i         ^' 
Um  die  wahrscheinlichen   Grenzen  von  i2,  K  und  f   zu  er- 
halten, hat  man  diese  Grossen  mit 

('-Ä)-^('+Ä) 

zu  multipliciren. 

7)   Sind  drei  Winkel  cc,  /3,  y  zu  messen,  für  welche  die  Be- 
dingung 

«  +  /5  +  r  =  1800 

besteht,  und  man  hat  durch  Beobachtung  die  Werthe 

m^  m\  m" 
ermittelt,  so  dass 

ö  =  m  4-  m'  +  m"  :z  180^ 

so  sind  die  wahrscheinlichsten  Werthe 

,    180^  —  ö 


y  =z  m'  -\- 


3 

1800  —  ö 

3 
1800  —  ö 


3 
8)    Seien  zwei  Constanten  a  und  b  zu  bestimmen,  also 

f  =  au  -\-  bv. 
Man  hat  zur  Bestimmung  von  a  und  b 

a2Ju^   +  bUuv  =  Euf 

aUuv  -^  bUv^    ^  2Jfv, 
woraus 

a  -r-  ^^'^uf  —  Euv.2:vf 

b  =  ^^^''^^f  —  ^UV'^UJ 
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Sei  h  die  Präcision   der   Beobachtungen   und   H  und  //'  die 
Präcisionsmaasse  der  Gonstanten  a  und  h,  so  wird 

H  =h  \  ^^, 


Sei  r  der  wahrscheinliclie  Fehler  der  Beobachtungen,  und 
11,  II'  die  wahrscheinlichen  Fehler  in  der  Bestimmung  von  a 
und  &,  so  wird 


2Jv'^ 


n  -rV 

9)   Seien  iVi,  N.2,  N-,,  .  .  .  iV„  beobachtete  Werthe  einer  Func- 
tion von  s  Variablen  x^^  x.^^  .  .  .  Xs,  also 

und  nehmen  wir  an,  es  sei  n  >  s,  so  sind  jene  Werthe  von 
Xi,  X2,  .  .  .  Xs  die  walirscheinlichsten,  die,  in  die  obigen  Gleichun- 
gen eingesetzt,  gewisse  Werthe  M^,  31,,  If^,  .  .  .  liefern,  wobei 

3ly.   =fy.{^U   ^2j    •    •    •   -^s) 

ist,  für  welche  der  Ausdruck 

ein  Minimum  wird.  Dieses  wird  der  Fall  sein,  wenn  wir  die  un- 
bekannten Werthe  x^  x^  .  .  .  Xs  bestimmen  aus 


^^^^-^'^'^,='- 


Wir  .erhalten  als  den  wahrscheinlichen  Werth   des  mittleren 
Fehlers  die  Grösse 


~   y  n 


(M.,.  -  N,y 


s 
und  als  den  wahrscheinlichen  Werth  einer  Beobachtung 


±  0,67449.  V-\:_,     '■ 
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Für  den  mittleren  zu  befürchtenden  Felder  ergiebt  sicli 


^       71  {n  —  s) 


und  für  den  wahrscheinlichen  Felder  des  Resultates 


+  0,67449  y^W^ZZ^Ü. 
~"  ^       n{n  —  s) 

Man  vergleiche  Encke:  Berliner  Jahrbuch  1834,  35,  36. 
Oppolzer:  Lehrbuch  zur  Bahnbestimmung.  Gauss:  Theoria 
motus,  p.  205  etc. 


J 

r 

W 

J 

r 

W 

0.1 

0,054 

2,6 

0,921 

0,2 

0,107 

2,7 

0,931 

o,;j 

0,160 

2,8 

0,941 

0.4 

0,213 

2,9 

0,950 

0,5 

0,264 

3,0 

0,957 

0,6 

0,314 

3,1 

0,963 

0,7 

0,3G3 

3,2 

0,969 

0,8 

0,411 

3,3 

0,974 

0,9 

0,450 

3,4 

0,978 

1,0 

0,5U0 

3,5 

0,982 

1.1 

0,542 

3,6 

0,985 

1,2 

0,582 

3,7 

0,987 

1,3 

0,619 

3,8 

0,990 

1,4 

0,655 

3,9 

0,991 

1,5 

0,688 

4,0 

0,993 

1,6 

0,719 

4,1 

0.994 

1,7 

0,748 

4.2 

0,995 

1,8 

0,775 

4,3 

0,996 

1,9 

0,800 

4,4 

0,997 

2,0 

0,823 

4,5 

0,998 

2,1 

0,843 

4,6 

0,998 

2,2 

0,862 

•        4,7 

0,998 

2,3 

0,879 

4,8 

0,999 

2,4 

0,895 

4,9 

0,999 

2,5 

0,908 

5,0 

0,999 

^.  215. 


Allgemeine  Bezeichnungen  und  Abkürzungen. 


d  Tag. 

h  Stunde. 

m 

Minute. 

s 

Secunde. 

0 

Grad. 

/ 

Minute. 

// 

Secunde. 

a 

Aufsteigender      ] 

i8 

Niedersteigen  der) 

& 

Conjunction. 

n  Quadratur. 

<? 

Opposition. 

V 

Widder. 

V  Stier. 

X 

Zwillinge. 

S 

Krebs. 

« 

Löwe. 

"V 

Jungfrau. 

-n- 

Wage. 

Tlt  Scorpion. 

^-^ 

Schütze. 

Z 

Steinbock. 

:- 

Wassermann. 

X 

Fische. 

Knoten. 


Wo  c  h  e  n  t  a  g  e : 

o 

Sonntag . 

(T 

Montag. 

d" 

Dienstag. 

5 

Mittwoch. 

4 

Donnerstag. 

? 

Freitag. 

1)  Samstag. 

9 

Neumond. 

C 

Erstes  Viertel. 

® 

Vollmond. 

3 

Letztes  Viertel 

0 

Sonne. 

C 

Mond. 

ö 

Mercur. 

? 

Venus. 

s 

Erde. 

cT 

Mars. 

^  Jupiter. 

% 

Saturn. 

^ 

Uranus. 

%' 

Neptun. 

Das  Zeichen  v  des  Widders  wird  auch  für  den  Frühlings- 
punkt  (Aequinoctialpunkt)  benutzt,  d.  h.  für  denjenigen  Durch- 
schnittspunkt der  Ekliptik  mit  dem  Ilimmelsäquator,  in  welchen 
die  Sonne  im  Frühlingsanfang  gelangt. 

Ist  die  Bezeichnung  eines  Sternes  nöthig,  so  gilt 

3|c  für  Stern, 

49** 
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#  für  Komet  (oft  auch  für  einen  Planeten  überhaupt). 
Kleinere  Planeten  pflegt  man  einfach  zu  zählen  und  mit 
®   @   @  .  .  . 
zu  bezeichnen.     Das  Namensverzeichniss  findet  man  im  Berliner 
Jahrbuche. 

Es  bezeichne 

h  die  Höhe  des  Sternes, 

.e  die  Zen  ithdistanz,  pj  =  90^  —  h^  / 

a  das  Azimuth  (vom  Südpunkte  über  West  von  0'*  bis  24'' 

oder  0"  bis  360^  zu  zählen), 
(p   die  Pol  höhe  (geographische  Breite), 
9?  -f-  1/;  =  900, 

cp'  die  geocentrische  Polhöhe, 
ödieDeclination, 
7^,  ND  die  Nordpoldistanz   (vom  Nordpol  aus  von  0«  bis 

180^  zu  zählen), 
ÄR^  a  die  Rectascension  (vom  Frühlingspunkte  aus  von 

West  gegen  Ost  zu  zählen), 
i  den  Stundenwinkel  (d.  h.  den  Aequatorbogen  zwischen 

dem  Meridian  und  dem  Declinationskreise ;  vom  Meridian 

aus  im  Sinne  der  täglichen   Bewegung,   d.  h.   von   Süd 

über  West  zu  zählen), 
{)  die  Stern  zeit  (d.  h.   den  Stundenwinkel   des  F^ilings- 

punktes), 
j)  den  parallaktischen  Winkel  (d.  h.  den  Winkel  zwischen 

dem  Höhen-  und  Declinationskreise), 
Y\  den  Winkel  zwischen  dem  Declinations-  und  Breitekreise 

im  Dreiecke.   Pol  des  Aequators,  Pol  der  Ekliptik,  Stern, 
E  =  90  —  7?, 

£  die  Schiefe  der  Ekliptik, 
/3  die  geocentrische   Breite, 
A  die  geocentrische  Länge  (d.  h.  den  Winkel  zwischen 

dem  Breitekreise  und  dem  Frühhngspunkte),  von  0"  bis 

360*^  von  West  gegen  Ost  zu  zählen. 
h  die  heliocentrische  Breite, 
l     „  „  Länge. 

Für  die  Sonne  schreibt  mau 

do,  «0»  /^0  .  .  .     oder  auch  O  AR.        •  • 
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§.  216. 

Grundformeln    für  die  Verwandlung   der  äquatorealen 
Coordinaten,  in  horizontale  und  umgekehrt. 

t  —  ij  —  a 
■h-\-  s  =  90" 
sin  8  =  sin  (p  sin  h  —  cos  cp  cos  h  cos  a 
cos  d  sin  t  =  cos  h  sin  a 
cos  ö  cos  t  ==  sin  h  cos  cp  -j-  cos  h  sin  cp  cos  u, 
für  logaritbmische  Rechnung: 

sin  h  =  m  cos  M 
cos  h  cos  a  =  m  sin  M 
sin  ö  =  m  sin  (cp  —  31) 
cos  d  sin  t  =  cos  h  sin  a 
cos  d  cos  t  =  mcos{(p  —  M) 
Uf  M  =  ctg  h .  cos  a 

.    .  sinM        . 

igt  = =:p-  t(/ a 

^  cosicp  —  M)  -^ 

tgö  =  cos  t  .tg{cp  —  M). 
U ni k e h r u n g   de r  G r u n d f o r m ein: 

sin  h  =  sin  cp  sin  ö  -j-  cos  cp  cos  d  cos  t 
cos  h  si)i  a  =  cos  d  sin  t 

cos  h  cos  «  =  —  cos  cp  sin  ö  -|-  sin  cp  cos  d  cos  /, 
oder  für  die  logarithmische  Rechnung: 

sind  =  nsi)iN 
cos  6  cost  =  w  cos  N 

sin  h  =  n  cos  (cp  —  JS) 
cos  h  sina  =  cos  ö  sin  t 
cos  h  cos  a  =  n  sin  (cp  —  N) 
tgN  =  tgö  sect 

.  cosN        ,   , 

tga  ==  - — -. rr-  t(it 

'^  sin  (cp  —  N)    ^ 


tg  h  =  cosa  »  ctg  (cp  —  N). 
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Gauss' sehe   Formeln. 

cos  1/2  ^  sin  V2  (^^  —  p)  =  ^^*^  V2  ^  S'^^^  V'-i  (7^  +  ^) 
cos  1/2  ^'  cos  V2  (<^  —  p)  =  <^'ö''''  ^/2  ^  <^'^s  ^/2  (<3P  —  Ö) 
sin  '/2  -^  -^^'^^  \/2  (t^  +  iO  =  ^^*^  V2  ^  ^ös  V2  (9  -f  ^j 
sf?^  V2  ^  cös  i/2  (a  +  jt>)  =  cos  V2  ^  s^''^  V'2  (^  —  '^)- 
Differentialausdrücke. 
dh  =  cos^j  .  ^?ö  —  cosa  .  dcp  —  cosö  sinp  .  dt 
cos h  da  =  sinj)  -  clö  —  sin a  sin h  .  dcp  -|-  cos ö  cosp  d t 

dö  =  cosp  .  dh  -\-  cost  .  d  cp  -4-  cosh  sinp  .  da 
cos  ö  dt  =  —  sin p  .  dh  -f-  sin t  sin Ö  .  dcp  -\-  cos h  cosp  .  d a. 
Führt  man  s  statt  h,  und  P  statt  d,  so  wird: 
cos  z  =  cos  P  cosip  -\^  sin  P  sin  1/^  cos  t 
sin  2  cos  a  =  —  cos  P  sin  1^  -f-  sin  P  cos  ip  cos  t 
sin  z  sin  a  =  sin  P  sin  t. 
Führt  man  den  i)araUaktischen  Winkel  p)  ein,  so  wird: 
cos  2  =  COS  P  COS  1p  -\-  sin  P  sin  1/.'  cos  t 
sin  z  cosp  =  sin  P  cos  tp  —  cos  P  sin  ip  cos  t 
sin  s  sinp  =  sin  t  sin  t. 
Man  hat  die  Differentialformel: 

dz  =  —  cosa  d  ip  -f-  cosp  d P  -\-  sin  xp  sin P  dt 
sin z  dp  =  sin a  dt  —  sin})  cos z  d P  -\-  sin t  cos a  dt 
sin z  da  ^=  sin  a  cos z  dip  —  sinp  d P  -\-  sin P  cosp  d t 
Ferner  wird: 
sin  P  sin  ip  -\-  cos  P  cos  cp  cos  t  =  sin  a  sinp  -f-  cos  a  cosp  cos  z 
cosp  =  cos  a  cos  t  -j-  sin  a  sin  t  cos  1^ 
cos  z  sinp  =  sin  a  cos  t  —  cos  a  sin  t  cos  ip 
sin  t  cos  P  =  —  cos  a  sinp  -|-  sin  a  cosp  cos  z 
d^z 
dP 


sin-'z 


1.  r=  sin  P  cosp  sin  tp  cos  a 


sin'  z  -^jT-  =  —  sin  P  sinp  { 2  sin  ip  cos  «  -j-  cos  P  sin  z] 

sin'^ z  —^  =  —  sin  ip  sin a  {2  sin P  cosp  —  cos  xp  sinz] 
^2 1  cot  a  cot  p  ,  cot  a  cot  p 

^—7   = : T-^    COSeC  Ip    = ; ; .       -^^       .        ■ 

c  z^  Sin  a  sm  z  sin  ip  sm  P  stn  t 
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Hat  man  für  eine  bestimmte  Pülliöhe  viele  Declinationen 
und  Rectascensionen  in  Höhen  und  Azimuthe  zu  verwandeln  oder 
umgekehrt,  so  rechnet  man  mit  dem  Argument  t  die  Hiilfsgrössen: 
sin  (p  tg  t  =  Uj  A 
cty  (p  cos  t  =  tg  B 
sin  1)  tg  t  =^  ctg  (p  sin  A  ^=  E 
E  =  ig^ 
C  ==  sin  & 
D  =  cos  d-. 
Diese  werden  folgender  Gestalt  in  Tafel  gebracht: 


t  Ä         \         JJ 

in  Zeit    I  als  wiokel  ,  als  Winkel 


In  dieser  Tafel  sind  die  Azimuthe  immer  kleiner  als  ISO*^ 
zu  nehmen,  indem  sie  vom  Südpunkte  entweder  über  West  oder 
Ost  gerechnet  werden.  Für  t  gelten  bei  dieser  Zählweise  fol- 
gende Beziehungen: 

t  <  &^  A,        j5,  (7,  D,  E 

12'*  _  ^  <  6'*     180  —  A,  —  B,  C,  D,  E. 

Mit  Hülfe  dieser  Tafel  lassen  sich  soft>rt  folgende  iVufgaben 
lösen : 

I.    Aus  «  und  ö  ist  h  und  a  zu  rechnen. 
Man  bestimmt  sich  t  aus 

t  =  0  —  a. 
Sodann  ist: 

tg  u  =  Ctg  (B  +  d) 
sink  =  l)sin(B  -\-  Ö) 
CO  =  A  -j-  u. 
Man  hat  ferner: 

tgji  =  —  sinn 


cos  (B  -L   d) 
tgh  :=  COS})  tg{B  -\-  ö). 
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II.  Das  umgekehrte  Problem.  Als  Argument  der  Tafel 
wird  nicht  mehr  der  Stundenwinkel,  sondern  das  in  Zeit  ver- 
wandelte Azimuth  genommen. 

Es  ist 

sin  ö  =  I)  sin  (h  —  B) 

tgu'  =  Cty(h  —  B) 

t  =  Ä  —  u' 

oi  =  6  —  Ä  +  i\! 

tgd  =  -rp  sinu'. 

(Formeln  von  Gauss,  mitgetheilt  in  Schumachers  Hülfs- 
tafeln  1845,  S.  135.) 

§•  217. 

Abgeleitete  Formeln  für  horizontale  und  äquatoriale 

Coordinaten. 

Azimuth. 

cos  N  Uj  t  sin  t 


^i/ 1*  =  -• 


sin  (cp  —  N)        sin  cp  cos  t  —  cos  q)  tg  d 

ctg  ö  scc  cp  sin  t 


1  —  ctg  ö  tg  q)  cos  t 

cos  d  sin  t 

sina  = -. — 


sin  z 


sin  CD  cos  z  —  sin  Ö        ,         ,  sin  6 

cos  a  = : -=  tg  cp  ctg  z 


cos  cp  sin  z  ^  F     ^  coscp  styi  z 


.    ,,  1  /stniS  —  cp)  cosiS  —  z)        1    •  o  o  \    k    \ 

tg  1/2  a  =   1/  ^ o      \c^        ^. — -'>  ^^'<^^^ei  2S=cp-^b-\-z 

'^  '^  ^         cos  S  sin{S  —  d)       '  ^    '         ' 


^ _  /sin  (S  —  cp)  cos  {S  —  z) 


v.a=y 


cos  cp  sin  z 

1  /cos  S  si 
cos 


1 /cos  Ssin  (S  —  d) 

s  ^  -i  a  ■=  y : • 

^         cos  cp  sm  z 

Zenithdi  stanz. 

tgj^-N) 

cosa 

cos  8  sin  t 

sinz  = : • 

sm  a 

cos  z  =  cos  (cp  c^^  d)  —  2  cos  cp  cos  ö  sin^  ^4 1 

sin'^  1/2  ,*'  =  sin-  V3  {^  '^^  ö)  -|-  cos  cp  cos  ö  sin^  V2  ^- 
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Setzt  man 

n  ==  sin  7-2  (sP  "^"^  ^ J 

,    ,        Vcos  w  bosd     w   ,  ^ 
Ui  A  =  ^ sm  1/2  ^• 

so  wird 

1», 

sin  ^Uz  ■= 


cos  k 

.    ,  /            Vcos  qp  cos  d     .    ,  .   . 
szn  ^/o  .^  = :^-^^ sin  1/2  f. 


Stundenwinkel. 

,    .  cos  h  sin  a 

tr/t  = 

sint  = 
cost  = 


m  cos  {(p  —  M) 
cos  h  sin  a 


cos  Ö 

m  cos  {(p  —  M) sin  h  —  sin  cp  sin  d 

cos  d  cos  cp  cos  d 


^    .  /  j        1  /sm  (S  —  (p)  sin  (S  —  ö)  ^  ^  .    *    1 

tg  i  ,  t  —  1/  5; ^  ^\^  ^ ,  wenn  2S=(p  +  d-j-z 

-^  '-  cos  S  cos  (S  —  ^) 

.    , ,  ,        1  /sin(S  —  (p)sin(S  —  d) 
^  coscp  cos  0 


_  A/siny,{H-K)cos'/,(H+}^    wenn  <p -ö  =  90-/f 
^  COS  (p  coso 

,,  .       1  /cos  S  cos  (S  —  s) 

cos  1  '.,  t  =   {   ^^ 5^ — - 

^         cos  (p  cos  0 

,;„. .;, ,  ==  cosiS-^)-cosz^ 
cosfp  cos  0 

Parall aktischer   Winkel. 

Ist  cosq)  cost  =  ssin  S 

sin  (p  =  s  cos  5, 
so  wird 

cos  (p  sin  t 

^'^^'  —  scos{ö  +  .S) 

cos  w  sin  f        cos  w  sin  a 

sin  p  t= ^— ^ —  =  ^— - — 

^  cosh  coso 

scos  (d  -\-  S)        cos  ö  sin  w  —  sin  8  cos  cp  cos  t 

cos  p  —  ^—j- '-  z= ^ 

'  ^  cosh  cosh 

sin  cp  —  sin  8  cos  s  .  .         .    ,    ,  . 

= — — r — : =  Sin  cp  sm  a  sni  t  -4-  cos  a  cos  t, 

coso  sin  z 
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§.  218. 

Grundformeln   für   die  Verwandlung   der  äquatorealen 
Coordinaten  in  ekliptische  und  umgekehrt. 

Bin  ß  =  —  cos  d  sin  a  sin  e  -\-  sin  d  cos  s 

cos  ß  sin  l  =  cos  d  sin  a  cos  s  4-  sin  8  sin  e 

cos  ß  cos  k  =  cosd  cos  a. 

Für  logarithmische  Rechnung: 

sin  d  =  q  sin  Q 

cos  8  sin  cc  =  qcos  Q 

sinß  =  qsin{Q  —  s) 

cos ß  sin k  z=  qcos{Q  —  s) 

cos  ß  cos  k  =  cos  8  cosa 

Aus  diesen  folgt: 

tgö 


tgQ 


Sin  a 


.    .         cos(Q  —  s)  , 
^  cos  Q        -^ 

tg  ß  =  tg{Q  —  e)  sin  k 

Hierzu  kommen  noch  folgende  Frohen  (Tietjen,  Berl.  Astr. 
Jahrh.  1879,  S.  2): 

cos{Q  —  e) cos  ß  sin  k 

cos  Q  cos  8  sin  « 

cos  ß  sin  (A  —  «)  =  2  ^  cos  a  sin  —  sin  [Q  —  it) 

.      8   -    ß  8   +  ß       .        8  ( ^  £\ 

sm  — ~-  =  q  sec  — ^— ^  sin  —  cos  [Q—  -ö"  j 

ümkehrung    der   Grundformeln. 

sin  8  =  cos  ß  sin  k  sin  s  -I-  sin  ß  cos  s 
cos  8  sin  K  =  cos  ß  sin  k  cos  s  —  sin  ß  sin  e 
cos  8  cos  oi  =  cos  ß  cos  k. 
Für  logarithmische  Rechnung: 

cos  ß  sin  k  :=^  rcos  B 
sin  ß  :=  r  sin  B 
sin  8  =  r  sin  (B  -{-  f ) 


oder: 
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COS  8  shi  a  r=  r  cos  (R  -\~  s) 
cos  ö  cos  a  ::=  cos  ß  cos  A, 

t9ß 


F85 


i</li 


sin  A 


tgd  ^=  sin  atg(R  -f-  6). 
Man  hat  ausserdem: 

,  ,    ,        sin  8  ^    „ 

Ina  ^=  cos  e  tri k tri  ß 

cosk   '^  ^ 

,    ,  ,         ,    sine   .    ^ 

tri  k  =  cos  8  tqa  A tri  o. 

^  -^  coscc   •' 

Dazu  kommen  noch  die  Differentialformeln: 

— -  z=  cos  £  -f-  sin  £  tgd  sin  a  =  ^^^  cos  S 
Gl  "^  cosd 


d  a 

dß 


sin£ 


CO  ß  cos  ö 


rCOS  CC    = 


sin  S 
cosd 


TT-  =  —  tg  0  cosa 

d  £  ^ 


dl 
dß 

d£ 


sin  £  coscA  z=i  cos  ß  sin  S 

cos  £  cosd    ,    sin  £  sind    . 

i 5 —  ^^'»^  a:=  cos  S 


wobei 


cos  ß 

=  sina^' 

sin  S  =  sin  £ 


cos 


cosa 


cos  ß 

dl 

—  =  cos  £  —  sm  £  tg  ß  sin  l 


Sin  £ 


cos  l 
cos  d 
cosd 
cos  ß 


cos  S 


stn£ 


'dl_ 

dö        cos  ß  cos  8 

dl_ 
d£ 


■=tgß  cos  l 


;  cos  l 


sin  S 
cos  ß 


dß 

—  —  —  S2n  £  cos  A  =  —  cos  8  sin  S 


d  ß  cos  £  cos  ß        sin  £  sin  ß 


d8 

d_l 

d£ 


cosd 
sin  l. 


cos  8 


i 


Laska,  niathem.  l'ornielnsammlung. 


sin  l  =  cos  S 
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7Ö6  Formeln  für  die  Polhöhe. 

§.  219. 
Formeln  für  den  Meridian. 

^  =  Ö  —  q)  Polarsterne.     Obere  Culmination 

^  =  ISO  —  {(p  ^  d)  „  Untere         „ 

^  =  cp  —  d     Südsterne. 

a  =  ^  =  0  Obere  Culmination 

a  =  t  :=  1800  =  12^    Untere  „ 

a  ^=  (i  Obere  „ 

oc  =  ö  —  12'*  Untere  „ 

d  >>  g)     Sterne  culminiren  nördlich  vom  Zenith 

d  =  cp  ,,  „  im 

d  <i  q)  „  „  südlich     vom       „ 

F  =  (p  —  ^    Obere  Culmination 

P  =   0  —  (p    Untere  „ 

§.  220. 
Formeln  für  die  Polhöhe  (im  Meridian). 

(p=  ö  -j-  ^     südlich  vom  Zenith 

w  =  Ö  —  ;s  obere    Culm.]      ..    ,,.  ,  ,,     .^, 

^  l   nördlich  vom  Zenith 

q)  =  (180  —  ö)  —  0    untere      „     J 

cp  =  Y.2  (^  —  J2i)  -\-  V2  (^  H~  ^1)  für  zwei  Sterne,  von  denen 
der  eine  südlich  und  der  andere  nördlich  vom  Zenith 
culminirt.  i 

cp  =  V,  {h  +  h,)  +  1/2  (Pi  -  P) 

h^  hl  die  Höhen  eines  Circumpolarsterns  bei  unterer  und 
oberer  Culmination,  P^  und  P  die  Poldistanzen  zu  diesen  Zeiten. 

§•  221. 
Culmination. 

Es  bezeichne  zJt  die  Differenz  zwischen  dem  Zeitpunkte  des 
Durchganges  durch  den  Meridian  und  dem  Augenblicke,  wo  ein 
Gestirn  mit  veränderlicher  Declination  culminirt,  so  ist 


Jt^  = 
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dö  sin((p  —  d) 


d  t     cos  (p  cos  d  .  13  500  sin  1'" 

-T-T-  ist  die  Declinationsänderung  in  der  Minute. 
ci  t 

Für  einen  Fixstern  ist  «  die  Sternzeit  der  Culmination  und 
des  Meridiandurchganges. 


§.  222. 

Formeln  für  I.  VerticaL 

Setzt  man 

fi- 

Vsin{(p  J^d)  =  ^ 

sö  wird: 

Vsin  ((p  —  d)  =  1/, 

tgt  = 

^ 

""                    ta--    ^"^ 

C0S(p 

sind              ^'^~sinö 

sin  i  = 

^ 

V                      .                av 

sin  cp 

cos  0                         sin  cp 

cost  = 

tgd 
tgcp 

V 

sin  d 

cosz  =  — 

smcp 

to^!,t  = 

cosw 
top  =  — ^ 

cos  w 

smp  =  — ^ 

^        cosd 

UV 

cosp  =  £-— 

§.  223. 
Formeln  für  die  grösste  Digression. 

Setzt  man 


so  wird: 


Vsin  (ö  -\-  cp)  ^=  ^ 
Ysiniö  —  qp)  =  p, 


50^ 
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,    ,  ^Q  ,  cosd 

tat  =  —. — *-^^ r.  tga  = 

sin  cp  coso  ^Q 

Stn  t  r=:    L_i_ ^  COS  (l  '^ 


COS  q)  sin  d  cos  cp 

tq  qp                         .  cos  8 

cos  t  =  -f-^  S2n  a  ^ 

tg  0  cos  (p 

Stn  cp 

sms  — 


sin  ö 
sincp 


COSZ  =       .      s, 

sin  0 


Die   grösste    Digression   wird   auch    der   stationäre    Azimuth 

genannt. 

'ersten  Vertical       1  {8  <^  (p\ 

Ja  —  ^\  \c 


Das  Gestirn  kommt  in  jZenith 

l  grösste  Digression 


wenn  \8  =  cp\  ist. 

8  >  g^l 


§.  224. 
Formeln  für  den  Auf-  und  Untergang. 

(Vergleiche  Tafeln  am  Ende.) 
A.    Fixsterne  (8  und  «  constant). 
coat,  =  —  tg(f>tgS  cos  a«  =  —  -^^- 


U,  V  t   _  1/'^''«  (^  -  ö)       to  V  a   -  lAg'A(90-y  +  ^') 
*^  /2*«  -  K  cos(,p  +  Ö)       *^  A«o  -  i   f^  ,/^,(9o  -<p  -ö) 

Der  Stundenwinkel  und  das  Azimuth  sind  wegen  Refraction 
■  noch  um 

R 


^t. 


cos  cp  COS  8  sinto^ 


z/a,)  =    .       -R     (B  genähert  =  140  See), 
Stn  a 

wo  B,  die :  Refraction  am  Horizont  bezeichnet,  zu  corrigiren. 

Der  absolute   Werth  von  t^^  wird   der  halbe    T agebogen 
genannt. 

Sei  a  die  Rectascension  des  Sternes,  so  wird 

^^  —  ^A    V    Q.  •+    1       (Aufganges 

}  die  Sternzeit  des  \  ^^ 
«  -|-  ^oj  [Unterganges. 
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Ist  —  d  >>  90  —  (jp,  SO  gehen  die  Sterue  nie  auf, 
4-  d  >  1)0  —  (jp,    .,       „         .,         „         „     unter. 

Die  Entfernung  der  Sterne  vom  Ost-  resp.  Westpunkte  im 
Augenblicke  des  Auf-  resj).  Unterganges  pflegt  man  die  Morgen- 
resp.  Abend  weite  zu  nennen. 

In  der  älteren  Zeit  unterschied  man  folgende  Aufgänge: 

A.  Den  kosmischen,  wenn  der  Stern  zugleich  mit  der 
Sonne  aufgeht.  ^ 

B.  Den  akroniktischen,  wenn  der  Stern  beim  Ein- 
tritt der  Nacht  aufgeht. 

C.  Den  heliakischen,  wenn  der  Stern  etwas  früher  auf- 
geht als  die  Sonne,  so  dass  er  eben  noch  in  der  Sonnennähe 
gesehen  werden  kann. 

D.  Den  he speri sehen,  wenn  der  Aufgang  beim  Unter- 
gang der  Sonne  statthndet. 

Für  die  Beurtheilung  resp.  Berechnung  der  historischen  Auf- 
und  Untergänge  hat  man  zu  nehmen: 

Aus  (f  und  ö  des  Sternes  den  halben  Tagebogen  r,  dann  wird 
Ol  =  (x  —  r 
6   =  «  +  r 
die  Sternzeit  des  Auf-  resp.  Unterganges. 
Mit 

fi,  cp  und  £ 

(s  Schiefe  der  Ekliptik)  berechne  man  die  Länge  und  Breite  des 
Zeniths  (6  ist  =  Rectascension ,  cp  der  Declination  des  Zeniths). 
Seien  diese 

L  und  B  für  Aufgang 

l      „     h     „    Untergang, 

und  bestimme  für  den  Sehbogen  h  (d.  h.  die  Anzahl  der  Grade, 
wie  tief  die  Sonne  unter  dem  Horizonte  stehen  muss,  damit  ein 
Stern  bestimmter  Grösse  gesehen  wird)  d.  h.  für 

h  =  11"  -f  X  .  10, 
wobei  X  die  Sternklasse  bezeichnet,  die  Correctionen 

sin  J  L  r=  sin  h  sec  B 

sin zll    =  sin h  sec h. 

Dann  wird  der  Grad  der  Ekliptik,  in  welchem  die  Sonne 
stehen  muss,  um  die  verschiedenen  Arten  der  Auf-  und  Unter- 
gänge zu  bewirken: 


7üO  Forineln  für  den  Auf-  und  Untergang. 

Beim  wahren  Aufgang. 

Ö  =^  L  -\-  ^JO^:  für   0  r  t  u  s  c  0  s  m  i  c  u  s ,   bei   (Petavius 

Uranol.  Lib.  L,  can.  XV)  tipa  övvKvoiToltj 
alrjd-LVYi  (bei  Ptolomaeus  Sonne  im  wah- 
ren östlichen  Horizont). 

Q  =  L  -\-  90*^  -{-  JL:    für   ortus   heliacus    iaa  nQoavcivolrj 

(pcavo^evYj  (Sonne  /^o  unter  dem  ost- 
•  liehen  Horizont). 

O  =  L  —  90'':  für  ortus  acronychus  iöTtBQia  övva- 

vocvokrj  akrjd'Lvri  (Sonne  im  wahren 
westlichen  Horizont). 

Q  =  L  —  90^  —  zJ L:    iöTtSQioc  tnavatoXi]  cpatvo^svr]  (Sonne  h^ 

unter  dem  westlichen  Horizont). 

Beim  wahren  Untergang  des  Sternes. 

O  ==  l  —  90^^:  Occasus  acronychus  söTtsQicc  övyxaza 

Övötg  akfjd'ivrj  (Sonne  im  wahren  west- 
lichen Horizont). 

O  =  1  —  90*^  —  zJl:       Occasus   heliacus   iöTtegta  aTtixaia 

dvöLg  (pccivo^svri  (Sonne  /t"  unter  dem 
westlichen  Horizont). 

O  =  ?  -|-  90'^:  Occasus  cosmicus  scjk  övyxava  övötg 

akrjd-Lvr)  (Sonne  im  wahren  östlichen 
Horizont). 

O  rr=  ?  -j-  90^^  -|-  z//:       iaa  TCQOÖvötg  cpaivo^svrj  (Sonne  h^  unter 

dem  östlichen  Horizont). 

Für  die  Uebertragung  der  auf  1800  bezogenen  «  und  d  eines 
Sternes  auf  eine  Zeit  t  zwischen  den  Jahren  -|-  1700  bis  —  2000 
entnehme  man  der  Tafel  VI  die  Argumente 

Ä     Ä'     d- 
für  das  betreffende  Jahr  und  rechne: 

tf/d 


tgN 


tcj(a'  +  ^)  =  tf/(^  +  Ä) 


cos  (a  -|-  Ä) 

cos  N 


cos(N+  ^) 
tg  d'  =  tg{N+  ^)  cos  («'  4-  Ä'), 

a'  und  d'  sind  die   Rectascension   und   Declination  des  be-i 
treffenden  Sternes  zur  Zeit  t. 
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Zur  Controlle  diene: 

cos  ö      cos{a  -f-  ^  ) cos  N 

'cösW  '  cos  («'  +  Ä')  ~~  cos(N  ^^y 
Für  jeden  Stern  >S,  dessen  Declination  kleiner  ist  als  die 
Aequatorhölie  des  Ortes,  giebt  es  im  Horizonte  zwei  Punkte  oo' 
von  der  Bescliaffenlieit,  dass  der  Flächeninhalt  des  Dreieckes  oso' 
constant  bleibt.  (Lex eil,  Acta  Acad.  Petrop.  1781,  p.  125.) 
Diese  constante  Fläche  F  ist  gleich 

/.  1/  TT  -  1  A^V2(9Q-y  =:T) 

§.  225. 

Die    Dämmerung. 

Sei 

r  die  Dauer  der  Dämmerung, 
90  -f-  c  ^iö  Zenithdistanz  der  Sonne  am  Anfang  oder  Ende, 
fy  der  Stundenwinkel  der  Sonne  beim  Auf-  oder  Unter- 
gang, so  ist 
—  sin  c  =  sin  cp  sin  d  -f-  cos  (p  cos  Ö  cos  (to  -{-  r). 

Setzt  man  also 

H  r=  90Ö  —  (p  +  d\ 
so  wird  ^ 

•    iw      I    /^        1  /sin  '/',  (//  +  c)  cos  i/,  (7/  —  c) 

sin  i/n  (z  4-  ^o)  =  V ^ Ä    • 

'  ^  ^      '     "^         ^  coscp  cos  d 

Die  Dauer  der  kürzesten  Dämmerung  ist  gegeben  durch 


sin  V'i  ^  = 


sin  1/2  c 


coscp 
Man  hat  für  diesen  Fall 

sin  d=  —  tg  1/2  g  .  sin  (p 

^       '  ^  cosb 

Man  pflegt  für  gewöhnlich  folgende  Dämmerungen  zu  unter- 
scheiden: 

a)  Die  bürgerliche  Dämmerung  endigt,  wenn  die  Sonne 
sich  6*^  unter  dem  Horizont  befindet.  Zu  dieser  Zeit  erscheinen 
die  Sterne  I.  Grösse.     Also  c  =  6^. 

Nachstehende  Tafel  giebt  Monat  für  Monat  die  Dauer  der 
bürgerlichen  Dämmerung  für  die  Breite  9. 
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b)   Die   astronomische  Dämmerung   endigt,  wenn  sich 
die  Sonne  18*^  unter  dem  Horizonte  befindet.     Also  c  =  18^. 


D  a  t  u  m 

fp 

350 

400 

450 

50« 

550 

60« 

650 

h  m 

h  m 

h  m 

h  m 

h  m 

h  m 

h  m 

Januar  

1 

1,32 

1,39 

1,48 

2,01 

2,19 

2,48 

3,42 

n 

. 

16 

1,30 

1,37 

1,46 

1,58 

2,14 

2,39 

3,22 

Y) 

. 

31 

1,28 

1,34 

1,43 

1,54 

2,09 

2,30 

3,03 

Februar 

15 

1,26 

1,32 

1,40 

1,50 

2,04 

2,23 

2,51 

März.  . 

2 

1,25 

1,31 

1,39 

1,49 

2,03 

2,21 

2,49 

" 

17 

1,26 

1,32 

1,40 

1,51 

2,05 

2,25 

2,58 

April 

1 

1,27 

1,34 

1,43 

1,55 

2,13 

2,41 

3,35 

» 

16 

1,31 

1,39 

1,49 

2,05 

2,30 

3,22 

— 

Mai  . 

1 

1,35 

1,45 

1,59 

2,21 

3,07 

— 

— 

57    • 

16 

1,41 

1,53 

2,11 

2,47 

— 

— 

— 

" 

31 

1,45 

2,00 

2,25 

3,45 

— 

— 

— 

Juni 

15 

1,48 

2,05 

2,35 

— 

— 

— 

— 

55 

30 

1,48 

2,04 

2,34 

— 

— 

— 

— 

Juli  . 

15 

1,45 

1,59 

2,23 

3,25 

— 

— 

— 

55 

30 

1,40 

1,51 

2,09 

2,41 

— 

— 

— 

August 

14 

1,34 

1,44 

1,57 

2,18 

2,58 

— 

— 

55 

29 

1,30 

1,38 

1,49 

2,04 

2,27 

3,12 

— 

September 

13 

1,27 

1,34 

1,43 

1,55 

2,12 

2,38 

3,26 

55 

28 

1,25 

1,32 

1,40 

1,50 

2,05 

2,25 

2,56 

October  . 

13 

1,25 

1,31 

1,39 

1,49 

2,03 

2,21 

2,48 

5J 

28 

1,26 

1,33 

1,40 

1,51 

2,05 

2,24 

2,52 

November 

12 

1,28 

1,35 

1,43 

1,54 

2,09 

2,31 

3,04 

55 

27 

1,30 

1,37 

1,46 

1,58 

2,15 

2,40 

3,24 

December 

12 

1,32 

1,39 

1,48 

2,01 

2,19 

2,48 

3,44 

55 

27 

1,32 

•  1,39 

1,49 

2,01 

2,20 

2,49 

3,47 
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§.  226. 

Berechnung  der  kleinsten  scheinbaren  Distanz  zweier 
Himmelskörper. 

Man  rechne  Stunde  für  Stunde  die  Distanzen  s  aus 


a,    —  a 


t(j  X  =  -^ ^  ycos  d  cos  Ö^ 

COS  % 

Denkt  man  sich  die  so  erhaltenen  Werthe  in  der  Form 

S=:S0    ^t^S-\-^\~^^^   /l-^S 

dargestellt,  so  wird  s  Minimum  für 

^-  z/2. 

Für  dieses  t  kann  man  aus  der  vorhergehenden  Formel  das 
zugehörige  s  berechnen. 

Berechnung  der  Distanz  überhaupt. 

Man  hat 

cos  J  =  cos  P  cos  P*  -f-  sin  P  sin  P'  cos  («  —  «') 

oder  auch  

.    z/  1  Uin'^  ni  sin-  n  -\-  sin^  q  cos^  n 

'    2         V  cos'^  m  sin^  u  -\- cos- ci  cos- n 
wobei 

2  m  =  P  J-  P' 

2(1  =  P'  —  P 

2n  =  a'   —  oi 

P  ist  die  Poldistanz,  «  die  Rectascension,  oder 

cos  z/  =  sin  h  sin  h'  -\-  cos  h  cos  h'  cos  (a'  —  a). 

§.  227. 

Bestimmung  von  Poldistanz   und  Rectascension  eines 
Gestirnes  durch  Messung  der  Abstände  von  anderen. 

Seien 

A        ^2        ^3    ...   . 

die  gemessenen  Abstände  der  Sterne, 


7ü4    Bereclmuii^  der  kleinsten  sclieinbaren  Distanz  zweier  Himmelskörper. 


P2       P. 


von  dem  Stern,  dessen 

a  und  P 
bestimmt  werden  soll. 

Setzt  man 

X  =  cosF 

y  z=z  sin  P  cos  a 

z  =  sin  P  si'ii « 
so  wird: 

cos  z/fc  =:  X'  .  COS  I\  -{-  y  .  sin  Pk  cos  uj,  -\-  ^  .  sin  Pu  sin  w^. 
Für  h  =  2,  muss  man  zur  Bestimmung  von  x^  y,  z  noch  die 
Relation 

^2    4.    yl  _|_  ^,2  =:=    1 

hinzufügen,  sonst  bei  vielen  Unbekannten  wird  die  Methode  der 

kleinsten  Quadrate  angewendet. 

Diese  Formel   leistet  wichtige  Dienste   bei   der  Bestimmung 

der  Aequatorealcoordinaten  aus   den  Beobachtungen  alter  x\stro- 

nomen,  die  zumeist  nur  Distanzmessungen  bestanden. 

Bei  drei  Distanzen  kann  man  rechnen  wie  folgt:     Sei 
Ai  =  sin  P3  sin  P^  sin  («^  —  «3) 
Ai  =^  sinPi  sinP'i  sin (ai  —  «3) 
A-^  =  sinP^  sinPi  sin{a.2  —  a^) 
Bi  ==  sin  Pi  { cos  z/3  cos  P.2  —  cos  z/g  cos  P3 ) 
Pg  =  sinP2  {cos^i  cos P.>^  —  cos zi^  cos Pi] 
P3  =  smP^  {cos  ^2  cosPi  —  coszJi  cos  P2\ 
L    =  2J  Ak  coszJk  Ä;  =  1,  2,  3 

M  =  2  JBk  ^iyf'  ccfe 
N  =  2J  Bk  cos  cCk  ' 


so  wird 


t,P=±V^l  +  E 
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§.  228. 

Berechnung   des  Ortes  eines  Gestirnes    durch 
Allignements. 

(BerJ.  Jahr1).  1821,  S.  170,  B  es  sei.) 

Fundamentalgleichungen  (Theoria  Motus  113,  Gauss): 
0  =  —  t(jd  sm(c«2  —  o«i)  -|-  ^^^1  S(n(a  —  o^2)-\-iy^i  sui{a^  —  a) 
0  =  —  t(j8  si)i(ai  —  a^)  -|-  tgd^  sin(a  —  f^i)-\-t!J^i  shi  («;.  —  «) 
oder  wenn  man 

«1  -\-  a.2  =  2  s  «._,  —  «1  =  2^ 

«3  -f-  «^  =  2  s'  «4  —  «3  =  2  cZ' 

setzt 

0  =  t(j  öl  sin  (s  —  a  -f-  f? )  —  t(jd  sin  2d  -\-t(j  dj  .s/n  («  —  8  4-  (? ) 
0  =  tg  ö^  sin  (s'  —  cc  -f-  d')  —  tg  d  sin  2  d'  -f-  tg  Ö^  sin  (a  —  s'  -f-  d'). 

Setzt  man  nun 

si)t(ö^  —  do) 

u  srn  V  sin  tv  =  — -. — j^-^ — ^^ ^-rr 

2  sin  ä  cos  Ol  cos  02 

,  si7i(ö-^  —  ÖA 

neos  ü  sin  w  =  — 


usuiv  cos  w  = 


tt  cos  ö  cos  w 


so  wird 


2  sin  d'  cos  63  cos  64 
sin  {81  -\-  Ö2) 

2  cos  d  cos  dl  cos  Ö^ 
sin(ö._,  —  Ö^) 

2  cos  d'  cos  6-^  cos  64 


ig  Ö  =  H  sin  V  cos  (a  —  s  -{-  w  ) 

=  u  cos  V  cos  (a  —  s'  -\-  iv') 
und  weiter 

t<j{^  —  \- 2  {s  —  iv  +  s'  —  w')]  =  ctg  1/2  {s  —  w  —  s'  +  tv')  tg  (45»  —  v). 

Hiermit  ist  tgcc  bestimmt,  ö  ergiebt  sich  aus  den  vorher- 
gehenden Gleichungen.  Hall  giebt  im  astron.  Journ.  Bd.  VHI, 
S.  143  für  a  einen  anderen  Ausdruck; 

.       {tg  dl  sin  cc.2  —  tg  62  sin  a^)  sin  («4  —  «3) 

{tg  dl  cos  «2  —  ty  ^2  cos  a-i)  sin  (0C4  —  «3) 

j_  (^//^4  sinao  —  tgd-i  shiccs^  sin{a.2  — •  «i) 

{tg  d^  cos  «3  —  tg  d-^  cos  «4)  sin  («2  —  «i ) 
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§.  229. 

Die    Zeit. 

Es  sind 

366  .  24  2201  Sterntage  =  365  .  24  2201  mittlere  Sonnentage, 

,   ^,       ,  365  .  24  2201       ^ 

1  Sterntag     =  ^^^     .^^^^^^^       Sonnentage 

=  0,99726957  „ 

==  1^  —  3"\55^909  Sonnenzeit 

,   ^  ,  366  .24  2201       ^^       , 

1  Sonnentag  r=  3^35  .94  2201       ^^^^'^^^^^^ 

=  1,00273791  „ 

_  1^  _|_  3^565^555  Sternzeit 
Sei , 

II  =  1,00273791 

und  P  ein  Sternzeitintervall,  I^  ein  mittlerer  Zeitintervall,  so  ist 
1^  =  ^  P'  =  P^  4-  0,00273791  I^ 

I^=  -P  =  P  —  0,00273043  P. 

Für   die  Verwandlung   der  Zeitintervalle   kann  man  sich  am 
besten  der  Tafeln  I  und  II  bedienen. 
Man,  unterscheidet 

(f      Sternzeit, 

M   Mittlere  (Sonnenzeit), 

W  Wahre  Sonnenzeit. 
Sei       ß'^  die  Sternzeit  im  mittleren  Mittag,  so  ist 


ni\ 


(i    =  (pn  j^  M 


oder 


24^* 

24^1  _]_  3m  56^555 
24^^ 


Sei  ferner 

Z  die  Zeitgleichung, 
so  ist 

Z=M-  W. 

Die  wahre  Sonnenzeit  =  Stundenwinkel  der  Sonne. 
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Wahre  Zeit  -1-  Rectascension  der  Sonne  =  Sternzeit. 
Sei    ferner  J  k   die   LängendifFerenz    in    Zeit    vom   Normal- 
meridian der  Ephemeride  -|-  westlich  —  östlich,  so  wird 

Ortszeit  =  N  Meridianzeit  —  Längen differenz 

■N  Meridianzeit  =  Ortszeit  -(-  Längendifferenz. 

Sei  ferner  z/A'  der  Betrag  von  z/A  in  Sternzeitintervall,  so  wird 
Ä  =  zil'  —  z/A==  Sternzeit  im  mittleren  Ortsmittag  weniger 
Sternzeit  im  Normalmeridian. 

Man  hat  also  nachstehende  Formeln:  Die  für  den  Ort  gel- 
tenden Grössen  seien  mit  dem  Lidex  o,  jene  für  den  Ephemeriden- 
meridian  mit  dem  Index  n  bezeichnet: 

%'  ist  die  seit  dem  mittleren  Mittag  verflossene  mittlere 
Sonnenzeitdaner  verwandelt  in  Sternzeitdauer  (Taf.  I): 

Mo  =  [Oo  -  (C  +  A)]. 

Dabei  ist  der  Klammerausdruck  {  ]  in  mittleren  Zeitintervall 
zu  verwandeln  (Taf.  II). 

Sei  «  die  Rectascension  eines  Sternes,  so  ist  der  Stunden- 
winkel 

t  =  6  —  a, 

also  ist  für  t=  o^  d.  h.  im  Meridian  obere  Culmination 

0  =  a. 
Bürgerliches  Datum  =  astron.  von  Mittag  bis  Mitternacht 

„  „       =        „       vermehrt     um  1)  von  Mitternacht 

Astronomisches   „       =  bürg,      vermindert  „     ij       bis  Mittag. 

Bessel  hat  als  Jahresanfang  jenen  Moment  gewählt,  in  wel- 
chem die  mittlere  Länge  der  Sonne  ==  280«  oder  wq  =  IS'*  40'". 
Er  zählt  in  diesem  Moment 

Januar  0,0 
und  nennt   das  in  diesem  Moment  beginnende  Jahr  das  fingirte 
Jahr  annus  fictus. 

Für  jenen  Meridian,  in  welchem  aus  0  Januar  im  mittleren 
Mittag  die  mittlere  Länge  der  Sonne  gleich  280^*  ist,  fällt  das 
fingirte  Jahr  mit  dem  bürgerlichen  zusammen.  Dieser  Meridian 
wird  der  Hauptmeridian  genannt. 

Die  Lage  des  Hauptmeridians  bezogen  auf  den  Pariser 
Meridian  ist  gegeben  durch: 
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1c  =  0,289886  +  0,00779967  {t  —   1850) 

+  0,000000034424  (t  —   1850)2  —  i/J 
oder 

h  r=  6^57*'^26*,13  +  (1^M3^8872)  (t  —   1850) 

+  0^002974  (t  —  1850)2  —  /  .  6^ 

dabei  ist  t   die  Jahreszahl  in  julianischen  Jahren, 

/  der  Rest  der  Division  der  Jahreszahl  durch  4, 
k  die  Lage  des  Hauptmeridians  bezogen  auf  Paris. 

Die   mittlere  Länge   der   Sonne  im   mittleren  Mittag 
zu  Paris  ist: 
Mp  =  18'^4r"^8*-,574  +  P,84504  {i  —  1850,0) 

+  0^00000814322  (-| 1850,0)2  —  59^,1388/. 

Will  man  diese  Länge  für  einen  Ort,  dessen  Länge  AI  von 
Paris  ist,  so  hat  man 

Mx=^Mp-Y  AI  ,  9«,85648 
wobei  z/A  in  Theilen  der  Stunde  hinzuzufügen  ist. 

In  den  Schaltjahren  gilt  dieser  Werth  für  Januar  1,0. 

Sternzeit  im  mittleren  Mittag  ist  gleich  (der  Rectas- 
cension  der  mittleren  Sonne  =  mittleren  Länge)  corrigirt 
wegen  Nutation. 

'Jahreslängen. 
Gregorianisches  Jahr:    365*^,24250. 
Julianisches  Jahr:  365^,25000. 

Tropisches  Jahr  (chronologisches,  Kalenderjahr,  astro- 
nomisches Jahr),  Länge  nach  Harkness  (mittleres  tropisches 
Jahr) : 

i  —  1850 


365^,242199870  —  0^0000062124 

365'^")^  48^^*  46^,069  —  0*,53G75 


100 
t  —  1850 


100 

mittlere  Sonnentage.  Das  tropische  Jahr  fängt  nach  Bessel  an, 
wenn  die  mittlere  Länge  der  Sonne  weniger  dem  constanten 
Theil  der  Aberration  (20",48)  den  Werth  280'>  gezählt  von  dem 
betreffenden  mittleren  Aequinoctium  annimmt.  Es  ist  dieses  die 
Zeit,  in  welcher  die  Sonne  einen  vollen  Umlauf  in  Bezug  auf 
den  Frühlingspunkt  vollendet.  Die  Länge  des  tropischen  Jahres 
ändert  sich  von  Jahr  zu  Jahr  wegen  der  Nutation  etc.  bedeutend. 
Siderisches  Jahr  (Sternjahr). 


J 
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Länge  nach  Harkness  =  365^,2563578       mittl.  Sonnentage 

r=  365^  6^  9"^  9^314      „  „ 

=  31558149^314       „ 

Anfang  der  Jahreszeit. 

Man  hat 


n 


dabei  ist 


n  —  L  ■     ., 


n  =  360«  für  den  Frühling, 

n  ■=    90<^    „  „     Sommer, 

n  =  1800    ,,  „     Herbst, 

n  =  2700    „  „     Winter. 


L  und  L'  sind  die  Sonnenlängen  der  Tafeln,  die  der  Grösse  n 
am  nächsten  kommen. 


§.  230. 

Refraction. 

Man   hat  nach  der   Tafel   für  Correction  wegen  Refraction: 
Refr.  =  mittlere  Refraction  (Taf.  XXI)  .  AB, 
wobei  Ä  und  B  den  Taf  ein  XXII  und  XXIII  zu'  entnehmen  sind. 
Einfache  Formeln  für  mittlere  Refraction. 
Refr.  =  hl", 111  ig s  (bis  45«) 

57",717^^^        ,,.     ,^,, 

"     -l+0,006364f,.('"-^^^'> 
Man  hat 

wahre  Höhe  =  beobachtete  Höhe  —  Refr., 

„       Zenithdistanz  =  „  Zenithdistanz  -|-  Refr. 

Nach   Bessel:   Tabulae  Regiomontande  wird   die  Refraction 
dargestellt  durch 

wo   aß  Ay  X   Coefficienten   sind.     Die   Factoren  ß  und  y   hängen 
vom  Thermometer  und  Barometer  ab. 

Kimmtiefe. 
Sei  X  die  Höhe,  gemessen  in  prdradien,  so  ist 


tg 


"-r^- 


800  Geocentrisclie  Breite  und  Eadius  vectöi'. 

wobei  B  die   Depression    des   Horizontes    bezeichnet.     Man    hat 
die  Secunden,  wenn  x  in  Metern  genommen  wird, 

D  =  115",6ll/7, 
oder  mit  Berücksichtigung  der  Refraction 

B  ■=  106",36 1/^. 
Auf  der   See   ist  von   der   Höhe  eines   Gestirnes  neben  der 
Refraction  auch  die  Kimmtiefe  abzuziehen. 

§.  231. 
Geocentrische  Breite  und  Radius  vector. 

(Vergleiche  Taf.  VII  und  VIII). 

Sei   q   die  Polhöhe,   g)'   die  geocentrische  Breite  und  ^   der 
Radiusvector  des  Beobachtungsvectors,  so  ist 

,  «'   —   ^'       •     o  1      .  /     /«'   —    ^^'\^     •      . 

(p>  ^(p^-^W  30",65  sin  Icp-^  1",16  sin  4  9  —  0",003  .sm  6  g?  H 

tt  und  &  sind  die  grosse  und  kleine  Axe  des  Erdsphäroides. 
Sei 

a  —  h 

a  -^  0 
so  wird 

log  Q  =  log  la  \'\^']  +  (9,6377843)  ((-^4^  -  A]  cos  2  cp 

oder 

log  Q  =  9,9992747  +  0,0007271  cos  2  cp  —  0,0000018  cos  4  g?  -) 

Streng  genommen  ist 

sowie 


'  \  /   ■     ^^C^  ^'         l  /  ^^^  ^ 

y  \  -\-  tg  cp  tg  (p'  y   cos  cp'  cos  (cp'  —  cp) 

Von  Hansen  wurde    noch    die    sogenannte   excentrische 
Polhöhe  9i  eingeführt,  für  welche 
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^9^1  =  j  Ul  ^   =  -  kl  ff- 
Man  findot 

(p^—-(p  =  —b'  45",83  sin  2  9  +  0";29  sin  4  9  —  0",0003  sin  G  9  ^ 

und 

<Pi  —  (p  =  —  n  sin  2(p  -{-  1 ;,  n^  sin  i  cp  —  1/;^  >?3  .^/^^  6  cp  -\ —  • 

§.  232. 

Parallaxe. 

Sei  2^    flie  Höhenparallaxo, 

Q    der  Radius  Vector  des  Bcobachtungsortes, 
z/  die  Entfernung  des  Gestirnes  vom  Erdmittelpunkt, 
^    die  auf  der  Erdoberfläche  beobachtete  Zenithdistanz. 
cp'  die  geocentrische  Polhöhe, 

a    Halbmesser  des  Aequators, 
so  ist 


wird  z  =  900.  so  ist 


Q        . 

sin p  z=  -^  sm.?. 


n  9 

z/ 


die  Horizontalparallaxe  und 


„         a 


die  Aequatoreal-Horizontalparallaxe. 

a,  (),  z/  müssen   in    gleichen    Einheiten    genommen    werden. 
Wird  a  —  1  für  ^   als   Einheit  und   für  z/  die  mittlere  Erdent^ 
,  fernung,  so  ist 


Sei  noch 


sin})  =  ^  mi  1"     n  =  8",80. 


D   der  geocentrische  1  ,^      ,  ^      ^    *  . 

D'  der  scheinbare       |  ^^^'«^^«^esser  des  Gestirnes, 

so  hat  man 

ß     Rectascension  des  Zeniths  (gleich  der  Sternzeit), 

L    Länge  des  Zeniths  1   ^,, 

B  Breite     „         „        j  (Nonagesimus), 

so  wird: 

Laska,  mathem.  Fornielnsammlung.  c-i 


^Q2  Parallaxe, 

a)    Für  Länge  iiiul  Breite. 

n  ^rr   cos  ß  cos  l    s/??p  COS  B  COS  L 

fyl'  ^  1.  (.s/nA  cosß  —  sin p  sin  L  cos  B) 


tq  3'  —  —  cos  l'  (sin  ß  —  sinp  sin  B) 
n 

sinJ)'  =  —  cos  l'  cos  ß'  sin  D, 

n 

oder  für 

n^  =  cos  X  cos  ß  —  sinp  cos  (p'  cos  Ä 

fn  i'  -^  i_  isin  X  cos  ß  —  sinp  [sin  (p'  sin  s  +  cos  cp'  cos  e  sin  Ä]] 
ff,  ß>  =  J-  cos  l'  \sin  ß  —  sinp  \sin  (p'  cos  s  —  cos  cp'  sin  e  sin  A]] 

sini)'  =  —  cos  V  cos  ß'  sin  D. 

n, 

Genähert  liat  man 

^'^'^  —  cos{k  -  L) 

p  cos  B      .     .-r  ,  X 

^        ^  Sin  y 

^        p  D  cos  B        , ,         r\ 
2)>  ^j)  =  ^ ^—  cos  (A  —  L). 

cosß 

Die  Grössen  B  und  L  kann  man  rechnen  aus 
cos  B  cos  L  =  coscp'  cos  0 
cos  B  sin  L  =  cos  cp'  sin  6  cos  e  -\-  sin  cp'  sin  s 

sin  B  =  —  cos  (p'  sin  0  sin  s  -f  sin  (p'  cos  f , 
oder  man  setze: 

M  sin  N  =  sin  cp' 

M  cos  N  =  cos  cp'  sin  0, 


so  wird 


t0N  =  ^, 
•^  Sin  0 

^    ^        cos  (N  —  s) 
t(f  L  =  — ^^ — Tr — -  tg  0 
''  cos  N 

t(jB  =  tg(N  —  e)sinL. 
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(i  ist  die  Sternzeit  der  Beobachtung, 
8  die  Schiefe  der  Ekliptik. 

b)    Für  Azimuth  und  Höhe. 
1 


n 


cos  a  cos  h  —  sinp  sin  (cp   —  cp') 


tga'  =  )?2  sin  a  cos  h 

tyh'  rrr  n.y  COS  ü'  [sink  —  sin p  cos(cp  —  cp')] 
sin  B'  ^=  n^  cos  «'  cos  h'  sin  7), 
oder  genähert: 

'■ol!,{<f  -  <p') 
'  ^  COS  a 


ly  -D 


p  sin  (cp  —  qp')  sin  a 

cos  h 
p  cos{(p  —  q)')  sin  (h  —  y) 

sin  y 
p  D  sin  (cp  —  (p')  cos  a 


a   —  a  —  ; 

cos  k 


W  -  li 

sin  y 


cos  h 
Betrachtet    man    die    Erde    als    Kugel    und    setzt    9?  =  9' 
a  •=  a'.  so  wird: 

h  —  h'  z=  p  cosh' 

K  ('OS  n 

c)    Rectascension  und  Declination. 

—  =  cos  a  cos  d  —  sinp  cos  (I  cos  cp' 

Ufa'  =r  >?,,  [sin  a  cosÖ  —  sinp  sind  cos  (p') 
t(/Ö'  =  %  (sind  —  sinp  sincp')  cosa' 
sin  D'  ==  H;.  cos  «'  cos  d'  sin  D, 
oder  genähert: 

tf/cp' 


t{/y 


cos{a  —  D) 


,  p  cos  cp      .    .  ... 

«  —  c:  = ^r-  sin(a  —  (i) 

coso  ^ 

^,        ,.       p  sincp'    .    ,„  . 

d'  —  d  r=^—. — ^  sni(d  —  y) 
smy 

j^,        ^       pD  cos  cp'        ,  ,.. 

D'  —  D  =  ^- --i-  cos  (cc  —  (1). 

cos  d  ^ 


51* 
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Für  den  Mond  genügen  die  genäherten  Formeln  nielit,   man 
kann  dann  rechnen  wie  folgt:     Sei 

ixr       Q  sinp  cos  qp'  cos  (a  —  0) 

cosM= ^--r — ^^ ^ 

cos  0 

sin  N  ^=  Q  sin  p  sin  cp' 
so  wird: 


cos  d  sin^  1/2  M 

, sin  1/2  ((^  —  N)  cos  1/2  {d  +  N)  cos  {a'  —  o.) 


^   .  ,  .        , ,    o  cos  Qp'  sin  p  sin  (cc  —  0) 

^     ~"  cos  d  sin'-  V2  M 

jy j^     1/2  COS  d'  cos  (cc'  —  a) 

'    ~       *        cosö  sin'^  K'oM 


§.  233. 

Mondformeln. 

Sei  a  die  geocentrische  Rectascension  des  Mondes, 
ö     „  „  Declination  des  Mondes, 

s  der  scheinbare  Halbmesser  des  Mondes, 
2)  die  Aequatorialhorizontalparallaxe  des  Mondes, 
(f    „    geographische  Breite  des  Beobachtungsortes. 

Horizontalparallaxe. 

p'  =p  (1  -  0,00674  sin^  9). 

Parallaxe  in  Rectascension  und  Declination. 

,  sinp' 

a  =  cos  w  — ^ 

cos  0 

.    j  ,      ,    cos(t  +  V2^«) 

ctg  0  =  ctg  cp' ^ — '—-^ ^ 

^  -^^  cos^l^zla 

,  sinp' 
c  =  stn  w  —T-~ , 
stnb 

so  ist: 

si7i  1" . z/cc  =  —  la  sin  t  ~\-  —  sin  2  t  -\-  —  sinSt  -\-  •  -  -l 

sin  V'.zJd  =  —  L sin (h  —  d )  +  ^  sin  2  (h  —  8) 


+  |sm3(Z^  -  ö)-+ 


t  ist  der  Stundenwinkel  des  Mondes. 


oder 
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Zenitlidistanz  und  der  parallaktische  Winkel. 
Sei  z  die  Zenithdistanz, 

ii  der  parallaktische  Winkel, 

cos  z  =  sui  cp  sin  d'  -f-  cos  cp  cos  ö'  cos  V 

t(j  X  ==  cos  t'  cUj  6' 

.    V,  sin  (x  -4~  cd) 

cos  Z  =  SülÖ' 5^ J—-tI 

cos  X 

sin  f 

SDl  ([  =  cos  W  — 

sin  z 


oder 


wobei 


.  ,    ,,        sin  (I 


t(jy  =  coscp  cos  f. 
ö'  und  t'  sind  die  wegen  Parallaxe  corrigirten  Wertlie  von 


ö  und  t 

§.  234. 
Aberration. 

a)  Tägliche  Aberration. 

«'  ~  «  =  0",322  cos  (f  cos  (6  —  a)  sec  8 

ö'  —  Ö  =z  0",322  cos  cp  sin(0  —  a)  sind 

0",322  =  Lichtzeit  X  Sonnenparallaxe  X  15  X  / 

.  _  36G  .  2422 

^  ~~  3G5  .  2444 

k'  —  k  =  —  0",343  cos{7t'  —  l)  sccß 
ß'  —  ß  =  —  0",343  sin  (7t'  —  l)  sinß 
7t'  =  2800  21'  21"  +  Gl",70  (to  —  1850) 
#0  <^lie  Zeit  in  julianischen  Jahren  seit  1850. 

b)  Jährliche   Aberration. 

«'  —  "=—  20",445  [sin  O  sinoi  -f  cos  G  cos  oc  cos  f}  sccd 

-  0",000931  sin  2  (O  — -  «)  sec^  ö 

ö'  —  ö  =  -}-  20",445  [{sin  a  sin  ö  cos  e  —  sin  d  sin  f  j  cos  O 

—  cos  cc  sin  d  sin  O]  —  0",0004G6  cos  2  ( O  —  «j  f(/  d 
^'  ~  A  =r  —  20",445  cos(0  ~  A)  sec  ß 

—  0",00101 33  sin  2  (O  —  A)  sec;^  ß 
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ß'  —  ß  =  —  20",445  sin(0  —  X)  sin  ß 

—  0",0005067  cos  2  (0   -  A)  Uj  ß, 
B^ir  die  Sonne  ist  in  unserem  Jahrhundert 

G'  —  O  =  —  20",445  —  0",343  cos (280^  —  O). 
Um  den  Ort  eines  Planeten  oder  Kometen  von  der  Aberra- 
tion zu  befreien,  ziehe  man  von  der  Beobachtungszeit  t  die  Grösse 
498^92  (),    wo    Q    die   Entfernung    des   Himmelskörpers   ist,    ab. 
Dann  ist: 

T=t—  498^92  Q 

und   der   wahre   Ort   zur   Zeit  T  identisch  mit  dem   scheinbaren 
zur  Zeit  t. 

Nach  Chan  dl  er  ist  die  Constante  der  Aberration  gleich 

20",500. 

§.  235. 
Präcession. 

Sei  fy  die  mittlere  Schiefe  der  Ekliptik  für  1850,  1 

f^  der   Winkel  zwischen  dem  Aequator  und   der   festen 
Ekliptik  für  1850  +  t, 
so  wird  :  d 

£o  =  23«27'31",47  ^ 

£    =  f^  _  0,46657  (^0  —  185^0  —  0",00000073  (to  —  1850)-^ 

--f-  0,00000641  (t  —  Uy 
e^  =  s,  —  0",46657  (/  —  1850)  —  0",00000073  (t,  —  1850)^' 

—  {0",46657  4-  0,00000146  {t  —  1850)j  (t  —  Q 

—  0",00000073  (t  —  i,y. 

Sei  ferner  a  die  Präcession  für  die  Planeten : 

a  ^  {0",13184  —  0",00018656  (^o  —  1850)}  {t  —  t,) 

—  0",00023653  (t  -  ^o), 
,  l    die  Linisolarpräcession, 

/i   die  allgemeine  Präcession, 

li  33=  j50",35710  +  0,00004943  (t,  —  1850)|  (t  —  t,) 

—  0",00U10670  (t  —  ^o)^ 

l    =  {50",23615  -f  0,00022045  {t,  —  1850) [  (t  —  t,) 

+  o",oooiio23  {t  —  t^y. 
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n  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  der  mittleren 
Ekliptik  zur  Zeit  t^  bezogen  auf  die  feste  Ekliptik  des  mittleren 
Aequinoctiums  von  to. 

TT  die  Neigung  der  wahren  Ekliptik  gegen  die  feste  zur 
Zeit  f,  also  :  « 

n  =  1730  34' 54"  +  32"  655  (^0  —  ^^^^  —  ^",'->l  (^  —  ^0) 
TT.   =--  (0",46951  —  0",00000689  (^o  —  lB50)j  {t  -  k) 

—  o",ooooo345  {t  —  t,y. 

Seien  weiter 
die  gegebenen  Coordinaten  für  die  Zeit  /q  ^^^^ 

die  gesuchten  Coordinaten  für  die  Zeit  t. 
Man  hat  zu  rechnen: 

q  =  sinit  \tyßo  —  s/u(Ao  —  n)tg^/.in\ 

T  —     ^i  COS  (Aq  —  n) 

^        1  +  qsm{x,  -  ny 

so  wird: 

A  =  /lo  +  / -f  L 

Sei  ferner: 
p  =  |23".030  +  0",000142  (to  —  1850)}  (^1  —  t,) 

4-  o",oooo3i  {t  —  t,y 

n  =  {20",046G1  —  0",00008481  (t,  —  1850)}  (^1  —  t,) 

—  0",00008194  (t  —  fo)- 
m=  |46",06315  +  0",00027723  {t,  —  1850)}  {t,  —  fo)-' 

-f  0",00027729  (t  —  f,,)- 
(j^  —  sinn  [tgÖQ  -L  cos  («o  +  i>)  ^^  V2  '«1 
,y..m(«o-^i;) 

1    -  r/i  COS  («0  +  i>j 
bo  wird: 

u  =z  uq  -\-  m  -\-  Li 

Diese  Formeln  sind  für  Polsterne  anzuwenden. 
Wegen  üebertragung  auf  historische  Epochen  vergl.  §.  224, 
über  Auf-  und  Untergang  der  Sterne. 
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Für  Pole  nicht  zu  naher  Sterne  hat  man: 

at=  aT+  {m«  {t  —  T)]  +  n'  {t  —  T)  sina^  tgd, 
öt=  ÖT+  [n"  (t  —  T)[  cos«!, 
«1  und  dl  sind  genäherte  Werthe  für  die  Epoche 

t+  T 


m  und  n  haben  die  vorher   angeführte  Bedeutung  und  sind 

t  -X-  T 
ebenfalls  für  die  Zeit  —^ —  zu  nehmen,     w",  n\  n"  können  fol- 
gender Tafel  entnommen  werden. 


T 

ms 

log  w« 

logn" 

1800 

3«,0G968 

0,126146 

1,302233 

1810 

6987 

6128 

2219 

1820 

7006 

6109 

2200 

1830 

7025 

6090 

2182 

1840 

7044 

6072 

2163 

1850 

7063 

6053 

2144 

1860 

7081 

6034 

2125 

1870 

7100 

6015 

2107 

1880 

7119 

5996 

2088 

1890 

7138 

5978 

2069 

1900 

7157 

5959 

2050 

Analoge  Formeln  erhält   man  für  l  und  ß  und   zwar  wird, 
wenn  A^  und  j3j  analog  den  Werthen  für  die  Mittelepoche  gelten : 

Af  =  Ar  +  {?  +  :r  ig ß  cos{l^  —  77)}  {t  —  T) 
ß^  =  ßrp—  7t  sin ßi  —  n)  (t  —  T). 


T 

l 

71 

n 

1800 

50",22336 

0",47982 

1720 32' 49" 

1810 

2562 

976 

38  17 

1820 

2788 

969 

43  46 

1830 

3013 

963 

49  15 

1840 

3239 

.  956 

54  43 

1850 

3465 

950 

1730  0  12 

1860 

3691 

943 

5  41 

1870 

3917 

937 

11  9 

1880 

4143 

930 

16  38 

1890 

4368 

924 

22  7 

1900 

4594 

917 

27  36 

Polbestimmung  für  beliebige  Epoche. 

In  den  Katalogen  findet  sich  gewöhnlich  die  jährliche  Pra- 
cession  nebst  der  Variatio  Saeciilaris  angegeben.  Bezeichnet 
man  die  erstere  niit^,  die  letztere  ^nit  v,  so  ist  die  Reduction 
wegen  Präcession: 

««  =  «r  +  p  (t  -  T)  +  v  i^-:^^) 

ö,  =  ör  +  pit-T)  +  v(i^y. 

Die  Variatio  Saecularis  entsteht  durch  Multiplication  nach- 
stehender Ausdrücke  mit  100: 

(P  a 

jj^  =  m'  -f-  n'  t(j8  sincc  -f-  sin  1"  {n'^siu-^  a{\i<i  +  t(f8) 

4-  m  H  tq  d  cos  a  \ 
—  =  n  cos  a  —  sui  1    ( u2  sin'^  atyö  -^  m  n  sin  « j . 

§.  236. 
Polbestimmung  für  beliebige  Epoche. 

Bezeichne  a  und  Ö  die  Declination  und  Rectascension  des 
Weltpols  zur  Zeit  t,  bezogen  auf  den  Aequator  und  das  Aequi- 
noctium  ^o,  sowie  s  und  Sq  die  diesen  Zeiten  entsprechenden 
Schiefen  der  Ekliptik,  so  ist: 

cos  d  sin  a  =  sin  s  cos  Sq  cos  l  —  cos  s  sin  ^^ 
cos  d  cos  «  =  sin  s  sin  l 

sin  d  =  sin  s  sin  Eq  cos  l  -|-  cos  e  cos  £o. 

l  bezeichnet  wie  vorher  den  Betrag  der  allgemeinen  Prä- 
cession. 

Man  kann  auch  nachstehende  Näherungsformeln  verwenden: 

tga  =  —  cos  f y  tg  1/2 1 
sin  6q  sin  l 


cos  d   r=r 


cosoc 


§.  237. 
N  11 1  a  t  i  o  n. 

Sei     Q  die  Länge  des  aufsteigenden  Mondknotens, 

O  ,,         „        der  Sonne, 

([  ,,         „        des  Mondes, 

P@  V         r        f^es  Periliels  der  Sonne, 

^C  71         77        <les  Perigäums  des  Mondes, 


810  Nutatioii. 

SO  ist  iiacl)  Harkness: 

Jl^  —  [17",2463  +  0,0001732  (^  —  1850)]  8m Q 
+  [  0",2070  +  0,0000002  {t  —  1850)]  sin  2  Q 

—  [  1",2642  +  0,0000012  (^  —  1850)]  sm  2  O 

—  [  0",2043  -h  0,0000002  (^  —  1850)]sm2([ 

+  [  0",1273  +.  0,0000001  (^  —  1850)]  sin  (O  —  P@) 
+  [  0",0686  +  0,0000001a  —  1850)]sm(([  —  P^) 

—  0",0339  sin {2(1  ~  «)  —  0",026 1  sin (3  ([  —  P^) 

—  0",0213sm(O  +  P©) 

^£  ^  _|-  r9",2205  +  0",0000090(^  —  1850)] cos  ß 

—  [0",0899  —  0",0000005  {t  —  1850)]  cos  2  Q 

-f  [0",5486  —  0",0000029(^  —  1850)]  cos  2  O 

+  [0",0886  —  0",0000005(^  —  1850)]  cos  2  ([ 

+  0",0181  cos (2  ([  —  ß). 

Die  Zahl 

9",22054  +  0",00859 

wird  die  Nutatioii  sc on staute  genannt. 
Setzt  man: 


^-S-^+lf-^  +  - 

'^^■=I!^^+S^^+- 

und  beachtet, 

dass 

da                   1      •       ^    V    • 
— —  ^=  cose  -^  siH  e  t(jd  sin  a 

d  A 

da                       ,    ^ 
- —  =  —  cos  a  in  0 

de 

dö 

— -  =  cosa  sni  s 

dl 

dö 

- —  =rT=  Stria 

de 

so    erhält   man    die    Formeln   für    z/w  und  J  ö.     Von  ihrer  An- 
führung nehmen  wir  Abstand. 


Sternreductioii.  81 1 

§.  238. 

Sternreduction. 

A.  Auf  den  Jaliresanfang.    Durch  die  Präcessionsformeln. 

B.  Ad  locum  appar entern. 

Sei  t  die  Zeit  seit  dem  Jahresanfang,   so   hat  man  als  Cor- 
rection  für  Präcession: 

dai  =  t  {m  -{-  nig  d  sin  «) 
d8i  ^=  t  n  cos  «, 
und  Correction  für  Nutation: 

il U2  ^=  cos  8  zJ  X  -\-  (sin  6  sin  «  z/  A  —  cosa  J  e)tij  8 
d8-2  ^=  si}i  E  cos a z/  A  -|-  sin a  z1  e. 
Fasst  man  beide  Formeln  zusammen,  so  folgt: 
da  =  t (m  4-  ntgd  sin a)  -{-  cos  e  J l  -{-  sin  8  sin  atgd ^ X 

—  cos  atgb  J  8 
d  8  =  f  n  cos  «  -f-  sin  8  cosa  zJ  k  -\-  sin  a  zJ  8. 

Diese  Formeln  lassen  sich  auch  schreiben  wie  folgt: 
Sei  t  m  -\-  cos  8  A  k  =:  Ä  m  -\-  E 

tn  -{-  sin 8  Jl  =  An 

B  =  —  zfs 

C  =  —  n  cos  O  cos  8 

D  =  —  n  sin  O 

a  =  m  -\-  n  tgd  sinoc 

h  z=  ncosa\ 
ferner: 

b  =  cosa,  tg  d  &'  =  —  sin  cc 

c  =  cosa  sec  d         c'  =  tg  8  cos  ö  —  sin  a  sin  ö 

d  =  sin  «  sec  8        d'  =  cos  a  sin  (5, 
m  und  m'  die  jährliche  Eigenbewegung,  t  die  Zeit  seit  Jahres- 
anfang in  Theilen  des  Jahres,  so  wird: 

CCapp  ==  a.ned  -{-  t  M    -^  Ä  Cl    ^  BJ)    -\-  C  C    ^  Dd    -^  E 

Sapp  =  Keä  +  tm'  ~\-  Äa'  4-  Bb'  +  cC  +  Dd'. 
Setzt  man  noch: 

f=m"Ä  +  E 
g  COS  G  =  n"  A  h  sin  H  =  C 

g  sin  G  =  B  hcosH  =  T) 

i  =r  Ctg  8^ 


812  Steriireduction. 

SO  wird: 

f^app  =   «me(7  +   ^  ^>^    +  /  "h  ^  ^'^^^  (  ^-^  +  <^)  ^//  <^'  +  ^^  ^^'^  (^^  +  «)  •''■^'^'  ^ 
^\ji>iJ   =   ^meä  +  ^  '>>^'  +  ^  ^^^'  (^  +  ")  +  ^^  ^'»^S  (^^+  «)  ^■'^'^  ^  +  ^  ^'Ö^'  ^• 

Diese  Grössen  können  den  Ephemeriden  entnommen  werden. 

Dazukommen  noch  die Correctionen  wegen Fixsternaberration: 
^  a  =  Jiq  sin  (Ho  -\-  a)  sec  ö 
^  d  =  ho  cos  (Hq  -\-  oc)  sin  ö  -f-  ^o  (^os  d 

log  ho  Ho                       io 

1800          9,534  351,30  —  0,022" 

1850          9,534  350,50  —  0,024" 

1900          9,534  349,70  —  0,026". 

Diese  letztere  Correction  wird  nicht  angewendet,  wenn,  die 
Beobachtung  bereits  durch  Verminderung  der  Beobachtungs- 
zeit um  die  Aberrationszeit,  sow^ohl  für  die  Fixstern-  als  auch 
für  die  Planetenaberration  corrigirt  wurde.  In  diesem  Falle 
fallen  auch  die  Grössen 

hsin{H  -\-  a)secd 
h  cos  (H  -[-  a)  sin  ö  -\-  i  cos  8 
weg  und  man  hat: 

aapp  =  a,ned  +  /  +  ^ sin{G  +  cc) ig ö    , 

^app  =  8 med  -j-  g  COS  (G  -{-  a). 

Bei  den  Polsternen  rechne  man  nach  diesen  Formeln: 

ZJ  Ö  =  Öapp  ^med^ 

sodann  wird: 

z/  CC  itfC  1" 

tg K^,. - c^.e.O  =  1  -tgö  .J8arc\" 

8app  —  8„,,a  r=  Jö  —  cfgd  tg^oi^^app  — -  oc,„e^).  z/arc  1", 
oder  bis  auf  die  Glieder  zweiter  Ordnung  genau: 

O^app    —    OCfned  =  ^  d  -\-  tg  Ö   .   z/«   .z/Ö  CirC  1" 
8app    —    8,ned  =   ^Ö   —    7-2^//^   •   ^«"^Ö^rcl". 

(Vergl.  Fabritius,  Astron.  Nachr.,  Nr.  2073.) 

Sternkataloge.  (In  der  Klammer  officielle  Bezeichnungs- 
weise in  Beispielen.) 

Argelander:  Bonner  Durchmusterung  (I) M  -\-  3,2413'»), 
Sterne  von  —  2o  bis  -{-  90o  bis  9,5.  Grösse.  Abgerundete  Posi- 
tionen  (a  auf  P,  d  auf  Zehntel   einer  Bogenminute),  fortgesetzt 


8l3 

von  Schön  fehl,  Sterne  —2'^  bis  —  23^    Nach  diesen  Katalogen 

wurden  die  sogenannten  Bonner  Sternkarten  gezeichnet. 
Diese  Durchmusterung  bildet  die  GrundLage  der: 
Kataloge  der  Astronomischen  Gesellschaft.  (Enthalten 

Revision  der  Durchmusterung.) 

ö  4-  800  bis  4-  750  Kasan  -|-  20»  bis  +  1  o^  Cap  d.  g.  Hoffnung 

-f  75"  ,,    -L70«Dorpat  4-15»  „  -f-    o^Leipzig 

+  700  „    +65oChristiama        +   5'  ,1  +    l*^Albany 
+  650  ^,   +550  Gotha  +    P  „  —   2oNikolajew 

+  550  „    +  500 Cambridge Ü.S.  —    2o  „  —    6oStrassburg 
+  500  „    +400Bonn  —    60  „  _  100 Wien,  Ottakring 

+  400  „    +35oLund  —  lOo  „  —  I40  Cambridge  U.  S. 

+  350  .,    +300  Leiden  '     —  I40  .,  —  I80  Washington 

+  300  .^    +  250 Cambridge  E.     —  I80  .,  —  230  Algier 
+  250  „    +200  Berlin 

Wichtigere  Kataloge. 
Schjellerup        (Sj  4140      )  Stjernefortengnelse  —  I50  bis  +  15'^ 
Weisse  (Wj  10^962)  Positiones  mediae   —15«  .,   +I50 

(W2ll'\371)         „  „        +150   „   +450 

Seeliger  (Mj  1213      )  I. München. Stern w.  +  I50   ,,    —  1201) 

(M232I        )IL       „  „        +250  „    -25" 

Paris  (Par.  13605)  In  allen  daselbst  sichtbaren  Declin.  2) 

Rümker  (Rü  517      )    „       „ 

Copeland  &  Borgen  Göttinger  Katal.  —  00  bis  —  P 
Johnson  &  Main  Radcliff  „     alle  das.  siclitb.  Declinat. 

Grant  (Gl  2940)  Glasgow  „     alle  das.  sichtb.  Declinat. 

§.  239. 
Zeitbestimmung'  aus  Höhen. 

Grundformel: 

i\  .^n/        sink  —  sin  CD  sind 

1)  cost  = — -t 

cos  (p  cos  d 

Differentialformeln: 

d  h 

2)  dt  =  —  g^-^^^^^        (möglicher  Fehler  in  der  Höhe). 


1)  Enthält  die  L am ont' sehen  Kataloge. 

2)  Revision  der  Lal  an  de 'sehen  Kataloge. 


814  Zeitbestimmung  aus  Hölien. 

Es  wird 

dt    ,,      ,  wenn  a  ^,,,     ,      .^rvJ  oder  cp         ^,^ J  oder  ö 

|Max.'  1=    0^'  oder  180^)  ^  |=:  90^J  [=  90'^ 

ist. 

3)  dt  =^ —, —    (möglicher   Fehler  in  der  s^eosjr.  Breite). 

cos  cp  tg  a  ^      ^  . 

Hier  wird: 

dt  =  0,    wenn  a  =  90« 

dt  Max.,        „  a  =  0'\  ISO« 

dt=dq)^      „  ctga^coscp. 

4)  (i^  = ^        (möglicher  Fehler  in  der  Declination). 

^  cosö        ^  ^ 

Hier  wird: 

dt  =  0,    wenn  ^9  =  90« 
dt  Max.,       „      p  =  00,  1800 

dt  ^  dÖ^      „      d^  p  ^  cos d. 

Man  erhält  aus  der  Formel  1)  den  Stundenwinkel.  Sodann 
ist  die  Sternzeit  der  Beobachtung 

6  =  t  +  a. 

Hat  man  die  Sonne  beobachtet,  so  giebt  t  unmittelbar  die 
wahre  Sonnenzeit. 

Beispiele  in  Alb  recht  und  Vierow's  Lehrbuch  der  Navi- 
gation, §.  135  sq.  Vergl.  Jordan,  Grundzüge  der  astronom. 
Zeit-  und  Ortsbestimmung,  §.  13,  S.  56.  Melde,  Astronomische 
Zeitbestimmung,  Cap.  X,  S.  416. 

Man  kann  auch  nach  folgenden  Formeln  rechnen: 


eA,  1 '  /  —  1  /g^'^^  '/2  (^  +  (P  —  ^)  ^in  V,  (^■'  —  (p  ^  ö) 
"  V  COS  Cp  cos  0 

oder  setzt  man: 

sin  CD  sin  8 
tg  03  =  -. , 

^  stn  z 

so  wird: 

1      cos  iz-A-Gi) 

cos  t  — -^ ■ -  • 

cos  cj    cos  cp  cos  d 

Specialfälle. 

1)   /i  =  0  cost  =  —  tgcp  tg8 

j.  -^  ni,    •  11  1   *  (gleich       bezeichnet)     .    -, 

t  ^  6^  le  nachdem  op  und  o  r'     ,  .  ,  sind, 

^      '  '^  ^  [ungleich         „  J 


Zeitbestimmung  aus  melirereii  Zenithdi stanzen.  8l5 

sin  Ji 


2 )  (f  =  0 

cosf   =  ' ^ 

cos  0 

t  ■<  &' 

3)  6  =  0 

sin  h 

cosf  =   

cos  (p 

t  ^   6" 

4)  9?  =  0 

\i 

= 

0 
{) 

cost  =  0 

t  =  6^ 

5)  9  =  0    d  =  0  cost  =  sin  h 

6)  g?  =  0    h  =  0     d  =  0     cost  =  0  t  =  Qh 

§.  240. 

Zeitbestimmung:  aus  mehreren  Zenithdistanzen. 

Man  hat  für  die  Zenithdistanz : 
ds  =  cos  cp  sin a  dt 

_, ,    ,    cos  op  sin  a  cos  a  cos  p     ^^t 

z/.r  =  cos  op  sin  a  zit  -^. t—, •  — ;^ — 

^  '  stnt  2 

Schreibt  man  diese  Formel  wie  folgt: 

,j_         ^  .     ,     cosq)  sin  a  cos  a  cos  p  (tj,  —  toY 
^,  -  zo  =  cos  cp  sni  cK(t,  —  fo)  H ^ ^;^^ ^  ^      2 

und  summirt  über  alle  n  Beobachtungen,  also 
^  {&k  —  ^o)  =  cos  cp  sincc  V  (tk  —  ^o) 

,    cos  cp  sin  a  cos  a  cosp     ^^r^  (h-  —  ^ü)"' 

und  dividirt  durch  >?,  so  ist: 

-io  =  COS  cp  Sin  a  ( fo  ) 

n  \  K'  ) 

,    cos  cp  sin  a  cos  oc  cos  p  >^  (4  —  ^o)- 

sint  ^        2n 

Man  hat  also: 

y  S)i    .      \    coscp  sin  a  cos  «  cos 2^  .,  ^,        ,  x. 

''  =  ~ir  +  2V, TiTt ^*'  -  'o^- 

Diese  Formel  giebt  die  Verbesserung  der  Zenithdistanz  für  die 
Mitte  der  Zeiten. 
Man  hat  ferner: 

_lt,  1    cos  a  cosp 

^'-^r  +  27i       sint       -^^'  ~  ^«)  • 
Diese  Formel  giebt  die  Verbesserung  der  Zeit  für  die  mittlere 
Zenithdistanz. 


816  Zeitbestiminung-  aus  con'espoiidirenden  Hölieh. 

Zeitbestimmung   aus    correspondirenden   Höhen 
desselben  Sternes. 

Seien  ti  und  u'  die  Uhrzeiten  bei  gleichen  Höhen  desselben 
Sternes,  sowie  g  der  tägliche  Gang  der  Uhr,  so  ist  für  einen 
Fixstern  die  Uhrzeit  der  Culmination: 

TT  1  /       f  I  ,      U^    —    U      \ 

U=  1/2  1^^  +  ^i  +       24      ^J 

Vergleicht  man  diese  Uhrzeit  mit  der  Culminationszeit,  so 
erhält  man  unmittelbar  die  Zeitcorrection. 

Hat  man  aber  die  Sonne  beobachtet  (den  Mond  beobachtet 
man  zu  diesem  Zwecke  nie),  so  muss  noch  die  sogen.  Mittags- 
verbesserung angebracht  werden. 

Sei  ^  die  Declinationsänderung  der  Sonne  in  48  Stunden,  in 
Bogensecünden  ferner 

r  =  V,  K  -  «)  (1  +  ^), 

so  wird  die  Mittagsverbesserung  in  Zeitsecunden : 

720    i        sm  T    ^  ^    '    t[/T^        J 
Hat  man   Nachmittags   und  dann   am   folgenden   Tage  Vor- 
mittags beobachtet,  so  ist  die  Mitter  nachts  Verbesserung: 


z/C7  = 


^     12^  —  r 


-| ^ —  tg  CD  —  - —  tcjd\ 

[  '     stn  X  -^^        tgv    '^    l 


720         r         [  '     sinr  tg 

Hat  man  nicht  correspondirende,  sondern  nur  nahe  correspon- 

dirende    Höhen    beobachtet,   dann    ist,   wenn    h   die   Vormittags 

und  h'  die  Nachmittags  beobachtete  Höhe  bezeichnet,  noch  an  u 

die  zweite  Correction 

1/        ^^'-^ 

z/M,  =  Vso   ■• 

cos  cp  sm  a 

oder 

.  , ,      (h'  —  7^)  cos  h' 

^%  =  1/30  ^ X     ■    ^> 

cos(p  cos  0  stn  t 

anzubringen.     Man  muss  trachten,  dass  h'  —  h  nicht  allzu  gross 

werde,  sonst  wird  diese  Correction  illusorisch. 

Die  Mittagsverbesserung  für  r  =  0  ist: 

.jj  ^  .  206  265  ,,  ,    ., 

^^^--15X3600^^^^-^^^> 


J 


Zeitbestimmung  ans  correspondirenden  Höhen.  817 

Diese  Grösse  muss  man  zu  der  Zeit  der  grössten  beobachteten 
Höhe  hinzufügen,  um  die  Zeit  der  Culmination  zu  erhalten. 
Setzt  man  also: 

Sin  T  t(jT  ' 

so  wird  die  Mittagsverbesserung  in  Zeitsecunden 

Analog  erhält  man  für 

t  smz  T  tfjd 

die  Mitternachtsverbesserung  in  Zeitsecunden 

Danach  sind  die  Tafeln  VII  gerechnet. 

§.  242. 

Zeitbestimmung  aus  correspondirenden  Höhen  ver- 
schiedener Sterne. 

Man   beobachtet   gleiche  Höhen   zweier    Sterne   in    Ost   und 
West.     Sind  dann: 

die  beobachteten  Uhrzeiten  .    .    .    .    T'  T" 

die  waliren  Sternzeiten fj'  ()" 

die  gemeinsame  Höhe        .    .    .    .    .     h  h, 

so  wird,   falls   man  an  einer  Sternzeituhr   beobachtet   hatte,   die 
l^hrcorrection 

z/  T  =  ()'  —  T'  =  0"  —  T". 
Setzt  man  in  den  bekannten  Gleichungen: 

sin  h  ~  sin  (p  sin  d'  +  cos  (p  cos  d'  cos  {a!  —  ß' ) 
=  sinip  sind''  4-  cos  tp  cos 8"  cos{ß"  —  a") 

8"  =  ö --  £  (f  -  a"  =  t  -  r, 

so  ergiebt  sicli: 

sin  t  sin  r  -{-tgstgd  cos  t  cos  r  —  tgstg  cp. 
Führt  man  eine  Hülfsgrösse  m  ein,  so  dass 
t(j  m  =  t(j8  tfj  d  cotg  t, 

liäska,  mathem.  Formelnsammlnng.  -.-v 


818  Zeitbestimmunu'  zweier  Sterne  in  demselben  Yertical. 

wobei 

,,'  «"  T'  T" 


2  2 

so  folgt: 

.       ,         ,  tCJ  8  tg  CD 

stn  (r  -\-  m)  =       .    -.—  •  cosm, 

und  hieraus: 

a'  4-  a"        /T  +  T 


z/T  = 


2  V        2  ' 

Die  Declinationsuiiterschiede  beider  Sterne  sollen  nicht  mehr 
als  4^  betragen,  auch  sollen  im  Moment  gleicher  Höhen  die 
Sterne  ein  Azimuth  haben,  welches   nicht  kleiner   als  ±  30^  ist. 

Methode  von  Z  i n  g  e  r.  Viertelj ahrsschrift  für  Astronomie 
1874,  S.  155. 

§.  243. 

Zeitbestimmung    zweier  Sterne   in  demselben 

Vertical. 

(Schumacher,  Hülfstafeln ,  S.  124.) 

Man  wählt  einen  südlichen  und  einen  Polstern.  Die  accen- 
tuirten  Buchstaben  gelten  für  den  Polstern. 

Seien  TT'  die  Durchgangszeiten  und  a  das  Azimuth  des 
Verticalkreises  von  Süd  über  Ost  gerechnet,  ferner  z/ T  die  ühr- 
correction  in  Bogentheilen,  so  ist : 
für  den  Südstern 

t  ==  T  -  a  +  ^  T  =  0  -  s, 
für  den  Nordstern 

t'  ==  r  —  a'  +  zj  r  =  0  +  c, 

also 

8=  'MT'  —  T)  -  1/2  («'  -  «) 
6  =  V2  (^'  +  T)-  V2(«' +  ^)  +  ^T. 
Bestimmt  man  die  Hülfswinkel  A  und  B  aus  den  Gleichungen 

sin  (ö'  +  ^) 


Tl  sin  l  = 


cos  s 


^        .        stn  (d'  —  ö) 

B  cos  l  = 4 -. 

sin  s 


so  findet  man  0  aus 

o 

sin  (l  —  0)  =  jr  t(j(p  cos  8'  cos  ö, 
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und  z/  T  aus  der  Gleichung: 

JT=0  -^\^{T'  ^  T)+^  ,  («'  -4-  a); 
ferner  wird: 

tga  =  -^-^ ^• 

srrt  (p 


§.  244. 
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Zenithdistanz  für  die  Einstelluno-. 


Südsterne:     z  ■=  (p  —  ö. 

r,   1    ,  r  obere     Culmination  z  ^=  8  —  op 

Polsterne:         ,  ,-...,     .x 

[untere  ,,  z  =  180»  —  (g?  +  d). 

i  =  Neigung  der  Drehungsaxe  gegen  den  Horizont;  positiv, 
wenn   das  Westende   der    Axe  über   dem  Horizonte 
liegt; 
A-  =  Azimuth   oder  Abweichung  der  Normalebene  auf  der 
Drehungsaxe  von  der  Ebene  des  Meridians;  positiv, 
wenn   das   Westende    der  Axe    zwischen    dem    Süd- 
und  Westpunkte  des  Horizontes  liegt. 
c  =  CoUimation   oder   Abweichung   der  Gesichtslinie  von 
der  Collimationslinie;  positiv,  wenn  der  Winkel  nach 
der  Seite  des  Objectivs  und  nach  der  Seite  des  Kreis- 
endes grösser  als  90«  ist. 
n  =r  die  DecHnation  des  Punktes,  in  welchem  die  über  das 
Kreisende   verlängerte   Drehungsaxe   die    scheinbare 
Himmelskugel  trifft. 
90  —  m  =  der  Stundenwinkel  desselben  Punktes. 
Relation  zwischen  diesen  Grössen: 
cos  n  sin  m  =  cos  qp  sin  i  -f-  sin  cp  cos  i  sin  h 
cos  n  cos  m  =  cos  k  cos  i 
sin  n  =  sin  (p  sin  i  —  sin  /.•  cos  cp  cos  i 

Eür  kleine  Fehler  a,  b,  c: 

i  =  m  cos  (p  -f  n  sin  cp  m  =  i  cos  cp  -|-  k  sin  cp 

=  7n  scc  cp  —  Ixtgcp  z=  i  sec  cp  —  ntg  cp 

=  n  cosec  cp  -^  k  ctg  cp  z=  Je  cosec  cp  -\-  n  cofg  cp 

52* 
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h  =  m  sin  cp  —  n  cos  (p  n  =  i  sin  cp  —  Ic  cos  cp 

=  m  cosec  (p  —  i  cotg  cp  =  i  cosec  cp  —  m  cotg  cp 

=  i  tg  (p  —  n  scc  cp  =  m  tg  (p  —  h  sec  cp- 

Festlegung   der  Ordnung   der  Fäden:    Schema   eines  Faden- 
netzes 

cc)  beim  geraden  Passaggeninstrumente: 
Mittelfaden 

Siidsterne    . 

Kreis  West 

Polarsterne  U.  C. 


Polsterne  0.  C. 


12      8      4 


Polsterne  U.  C. 


Südsterne 

— —  Kreis  Ost 

Polarsterne  0.  C. 


12     3     4     5 
ß)  beim  gebrochenen  Passageninstrumente: 


Polsterne  U.  C. 


Siidsterne 


Südsterne 

Kreis  West 


12      3      4      5 


Polsterne  0.  C. 


Polsterne  0.  C. 


■  Kreis  Ost 

Polsterne  U.  C, 


12      3      4      5 

Sind  i  die  Aequatorealfadendistanzen  (vom  Mittelfaden),  so 
ist  die  Reduction  auf  den  Mittelfaden  eines  Sternes  («,  d):  J 

Strenge  Formel :   si7i  J  =  sin  i  sec  ö, 

Näherungsformel:  J'  =  P  sec  ö ,  anwendbar  für  Sterne 
8  <  80«. 

Für  Declinationen  d  >  80"  ist  entweder  die  strenge  Formel 
anzuwenden,  oder,  weil 

J" 

-—  sin  J  rz=z  i  sin  1"  scc  d 

J 


J"  =r  i  sin  \"  scc  8 


sin  J 


j 
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J^  .  15 
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J^  =r  i^secö  • 


die  P'ormel 


sin  J  ' 
Psec8  .  U        li 


wobei  /»•  leicht  tabulirt  werden  kann. 
Tabelle  für  l: 

1)  es  ist  J^  gegeben,  dann  ist  i^ 


}sd 


k 


und  die  Tabelle  geht  mit  dem  Argumente  J  in  Zeitminuten 
J  Igli  lg  i^  sec  d 

1"»  0,00000  1,778 

2  0,00001  2,079 

3  0,U0001  2,255 

4  0,00002, 

2)  es  ist  P  gegeben  dann  ist  «7*  =  Psecdk 
und  die  Tabelle  geht  mit  dem  Argumente  lg  P  sec  8. 

Alb  recht's  Hülfstafel  13  enthält  die  numerischen  Werthe 
von  Igk  =  d.  (Th.  Alb  recht,  Formeln  und  Hülfstafeln  für 
geographische  Ortsbestimmungen). 

Schema  der  Reduction  von  Seitenfäden  auf  den  Mittelfaden: 


Ost 


Kreisend( 


West 


5     4 


T, 


die  Beobachtungszeiten 

an  den  einzelnen  Fäden 

(Tg  Mittelfaden), 


so  ist  die  Eeduction  auf  den  Mittelfaden  (für  Zeitsterne): 
T,  +  i,secd^ 


io  sec  d 


?4  sec ö 


wobei  ?i,  «2,  /.i,  h  die  Aequatorealfaden- 
distanzen  vom  Mittelfaden  sind. 


T5  —  4  secd^ 
Nimmt  man  das  Büttel  Tq  der  beobachteten  Grössen,  dann  ist 


Obere  Culmin. 
die  Zeit  des  Mittelfadens. 


i,  4-  ^2  —  h  - 

-  i--^ 

5 

-  h 

secd    Kr.  W. 


'-  secd     Kr.  0. 
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Wenn    ^         '^    - — =  zJ  i  gesetzt  wird,  so  ist: 

(K  W 

1\  +  zfi'secö  =  L^^^      Obere  Culmination 

_  {KW 

Tq  -\-  zii  sec d  ^^  Itt/I      Untere  Culmination 

die  Zeit  des  Mittelfadens. 

Werden  die  Beobachtungszeiten  in  mittlerer  Zeit  angeführt, 
so  sind  anstatt  der  Werthe  i,  welche  sich  auf  Sternzeit  beziehen, 
die  Beträge  0,99727  i  in  Anwendung  zu  bringen. 
I.   Die  Mayer'sche  Formel. 

Man  hat  für  Kreis  Ost: 
Obere    Culm.:  a  =  1\  —  {c  -|-  0«,0'21  cosw)sec8  +  /  ^^^  (^  —  ^) 

'  coso 

Untere  Culm.:  «  -f-  12''  =  To  +  (c  -[-  0^021  cos  cp)  secö 

'  coso  '  coso 

Für  Kreis  West: 

cos((p  —  ö') 


Obere    Culm.:  oc  =  T«;  -{-  (c  —  0*',021  cosi^p)  sec^  -f- 


cosd 


'  coso 

Untere  Culm.:  a  -\-  V2h  =  I\,,  —  (c  —  0^021  cos  g?)  seod 

'  COSO  coso 

Ermittelt  man   die    Collimation    durch    Umlegen    des    Fern- 
rohres, so  lassen  sich  die  obigen  Gleichungen  auf  die  Form 

M^liN+zJT 
bringen.     Man  hat  mehrere  solche  Gleichungen  und  rechnet  aus 
ihnen  z/ T  die  Uhrencorrection  und  den  Azimuthalfehler  h 
Vortheilhaft  ist  für  die  Zeitbestimmung,  je  einen  Süd-,  einen 
Zenith-  und  einen  Polstern  zu  beobachten. 

Der   strenge   Ausdruck    für   den   Unterschied   z/  =  «  —  T 

lautet: 

tg  i      cos  w  cos  8  cos  ^  4-  sin  cp  sin  ö 
sin  A  =  -^^  - -^ 

cos  K  COSO 

,  sin  CD  cos  ö  cos  A  —  cos  CD  sin  ö    ,      .  sec  d 

_J_  tc/Jc j^ ■ — h  stn  c  : T* 

1^  ^  cos  ö  cos  i  cos  K 
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IL   BesseTsche  Formel.     (Werke  II,  S.  33j. 
n  und  90*'  —  m  Declination   und    Stundenwinkel    der  über 
das  Westende  verlängerten  Drebungsaxe. 
Obere  Culmination : 

a=T+m+ntgä±(c  +  0»,021)c«.s  <p  secd  g^.^j'^  J"^'^'* 

Untere  Culmination: 
„  +  12*  =  T  +  ,» _  u  tgö  +  (c-  0-',021)  cos  <p  sec  d  j^^^l'^  ^^"j.^* 

Strenge  Formel: 

•    /          m.        j.             /          mx    I    ^        tgö     .      .  secd 

sin  («  —  T)  =  tg  m  cos  («  —  I )  -f-  f^  n  -^ 1-  sin  c 


cosm    '  cosm  cosn 

III.  Hansen'sche  Formel. 
Obere  Culmination: 

a:=T-^isec(p-^n{tg8  —  tg(p)±(c-{-0%^'>\f:os(p)secö\^^^  .^  ^  Z' 

(.ivreis  i_/Stj, 

Untere  Culmination : 

w  +  12^  =  T  +  i  sec  9  —  ?i  (#^  ^  +  ty  cp) 

Strenge  Formel: 

.    .  rTi\  ..secwcosfa  —  T)    ,    ,        f  ta  ö         tg  qp  cos  d] 

smia  —  T)  =  sim ^^ ^  4-  tqn  \— ^--^ \ 

cosm  cosn         '  \cosm  cosm   ] 

,      .  sec  d 

-\- sine 

cos  m  cos  n 

IV.  Formel  von   Gauss: 
Obere  Culmination: 

(«)  =  T  +  z^  T  +  m  ±  {c'  +  n)  cotg  ^  ±  {c'  —  n)tg  f 

Untere  Culmination: 


(«)  -4  12'^  =  T  4-  z/  T  +  m  +  ic"  +  n)  cotg  ^  +  ic"  -  n)  tg  f 


—^  =  C         c'  =  c  +  0^021 

G  —  n        „ 

— ^—  =  T         c"  =r-C  —  0^021. 

Obere  Culmination: 

(«)  =  r  +  ^  r  +  w  +  cc<%  l  +  r<^  |-  iü-.  w. 

(«)  =T+z/r+Hi-  C;(/|-  Tcotg  l    Kr.  0. 
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Untere  Culminatioii : 
(a)  -^n^  =  T-l-  zJT-ir  ni  -  C  cotg  ^  -  Tty  ^     Kr.  W. 

(«)  4-  12'^  =  T+  zJT-\-m-\^  Ctg^+  Tcotg  |-    Kr.  0. 

V.    Formel  von  Chan  dl  er  (Astron.  Journ.  Nr.  187). 
«  =  F  +  z^  T  +  [Jsin  (d  —  D;  4-  c}  secd, 
wobei  m  =  —  JsinD 

u  ■=  -\-  JcosD^ 
m  und  n  dieselben  Grössen  wie  oben. 

I  n  s  t  r  u  m  e  n  t  a  1  fe  h  1  e  r. 

«Neigung  (positiv,  wenn  das  Westende  zu  hoch  ist), 
h  Azimuth, 

c  Collimation   (positiv,  wenn   der  Winkel   zwischen   Fern- 
rohr und  Kreisende  grösser  als  90*^  ist), 

i  =  V4  [{tv  +  ^^')  +  CO  +  o'ji, 

dabei  ist:  ^ 

Wenn    I.     Der  Nullpunkt  der  Libelle  in  der  Mitte  liegt, 
Westende         Ostende 

1.  Lage  -^^  w  —  ^\  A      T  -1   11 

•      ^    T  \       I  ,    der  Libelle. 

2.  Lage  -\-  tv'  —  o] 

Wenn  II.     Der  Nullpunkt  am  Ende  sich  befindet, 
Westende         Ostende 

1.  Lage  '\-  w  +0 


der  Libelle. 


■^o' 


Die  Correction  wegen  Zapfenungleichheit: 
ix  —  L  sin  W 

A  o    — ^  . 

2        sin  W  +  sin  tv ' 
ii  und  i.2  die  Neigungen  in  beiden  Lagen, 
W  den  halben  Winkel  der  Lagerflächen    )    i    .  t  -i    ii 
tv  den  halben  Winkel  der  Aufsatzflächen | 
bezeichnet. 

Collimation. 
Obere  Culmination: 

c  =  1/2(^0  -  T^,)  cosö  +  1/2  (i"  —  i^)  cos(cp  —  ö), 
Untere  Culmination: 
c  =  1/2  (Tu^  -  To)  cos  Ö  4-  1/2  0'"  -  i')  cos  ((f  +  ö), 
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J(,  und  T^,   die   auf  den   Mittelfaden   reducirten   Zeiten  der 

Ost-  und  Westkreislage  des  Instrumentes, 
i^     „       i^  die  entsprechenden  Neigungen. 


oder 


§ 

245. 

PC 

>lhölienb  est  immun  g". 

.    Aus 

einer 

Hö 

d 
d 

he. 
t 

sin  D 

cosD 

=^  6  —  a 
=  sind 

=  cos  d  cos  t 

cos 

(cp. 

-I))- 

sin  h 
d 

)ifierent 

ialform 

p1- 

tcjD-- 

cosy  ■ 

=  tgö  scc  t 
—  sin  h  sin  D 
=  I)±y. 

cosec  d 

zl  w 

zJh 

CO 

s  w  ta  (i  yJ  t  -\- 

cosp 

cob  a  cos  a 

2.  Aus  Beobachtung   des   Polarsterns. 

(f  =  90«  —  z  —  p  cos  t 

-\-  V2i>^  sin^  t  dßz  sin  1" 
—  ^li  P'^  cos  t  sin^  t  sin  l"-. 
Dabei  ist  ^j  die  scheinbare  Poldistanz,   z  die  wahre  Zenith- 
distanz  und  t  der  Stundenwinkel  der  Beobachtung. 

3.  Durch  Pieduction  auf  Meridian. 

Sei  die  Höhe  h  beobachtet  und  der  Stundenwinkel  t  gegeben, 
so  ist 

cos  ((p  —  Ö)  =  sin  h  +  cos  cp  cos  d  .  (2  sin^  — ^  • 

Ist  also  cp  genähert  bekannt  und  wird  h  nahe  dem  Meridian 
gemessen,  so  kann 

cp  —  8 
gefunden  werden.     Da  Ö  bekannt  ist,  findet  man  hieraus  cp.    Da 
aber  cp  —  8  zugleich  die  Höhe  zur  Zeit  der  Meridianpassage  ist, 
so  wird,  wenn  man 

cp  —  8  =  h' 
setzt,  auch 

^  '  cos  V-2  (/*+'«) 
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Diese    Formeln    gestatten    die    strenge    Reduction    auf   den     | 
Meridian. 

Wird    diese   letztere   Formel    in   Reihe    aufgelöst,    um    an- 
gewendet, so  kommt  man  auf  die  Methode 
4.    der   Circummeridianhöh  en.     Sei 

cos  q)  cosd , 

^'  cos  h 

2  sm2 1/2^  =  *^  sin  1" 
und  hat  man  mehrere  Höhen  beobachtet,  so  wird 


n'  =  ^+  A  ^^ 

n  n 


Will  man   strengere  Reductionen   anwenden,   so   sind  nach 
stehende   Formeln    hierzu    besonders    geeignet,    wenn  mehrere 
Höhen  beobachtet  werden,  da  sich  die  Grössen  m  und  n  leicht 
tabuliren  lassen. 

Aus  gleicher  Höhe   zweier  verschiedener   Sterne 
die   Polhöhe   zu   finden. 

Seien  t  und  t'  die  Stundenwinkel  der  beiden  Sterne,  und  sei 
m  sin  M  =  sin  1/2  {f  —  t)  cos  y,  (ö'  —  d) 
mcosM=  cos  V2  {f  -  0  tg  ^j,  (6'  +  ö), . 
so  wird 

tg(p  =  m  cos  { 1/2  d'  +  t)  —  M] 
Man  hat 

zJcp  —  sin azJT  -\-  sin a'  J  T  -f-  {sin a'  —  sin a)  zfdT 

cos  (p  cos  a  —  cos  a' 

Man  mus  also  cosa  —  cosd  möglichst  gross  nehmen. 


§.  246. 
Meridianreduction  der  Zenitlidistanzen. 

Sei  (^  vom  oberen  Meridian  gezählt) 

2  sin  1/2  ^^  "^  sin  1/2 1^ 

um  X  die  Correction,   um  die   ausser   dem  Meridian   beobachtete 
Zenithdistanz  auf  die  Zenithdistanz  im  Meridian  zu  reduciren.  Also 
Zenithdistanz  im  Meridian  =  ^  —  x  obere  Culmination, 

^=  £  -\-  X  untere  Culmination. 


-I 
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1.    Sterne   südlich   vom   Zenith: 

.    , ,  cos  op  cos  ö  si)f-  V-2 1 

sm  (qp  —  0  -j-  V2  ^) 
genähert: 

cos  CD  cos  ö  r  cos  w  cos  d 

X  = 7-^ r-  •  m  —  ' 


cos((p  —  Ö)  \_sin((p 

IL    Sterne  nördlich   vom   Zenith. 
a)    Ohere   Culmination: 


r  coscp  cosd  V- 

.    .  z-A  Gtg(w  —  8)n. 


stn  \'.2  X  = 


cos  (jp  cos  8  sin'^  1/2 1 


sin  {8  —  9^  +  ^'-2'^) 
genähert: 

cos (p  cosd  r  coscp  cos öT-   ,      _ 

X  =    .    ,; r  m  —       .    ,1 ctg   ö  —  (p)  .  n. 

sin  {6  —  (p)  Ysin{d  —  (p)\     -^  ^^ 

b)    Untere  Culmination  (die  Stundenwinkel  werden  vom 
unteren  Meridian  gezählt): 

cos  qp  cos  8  sin'^  V2 1 

Sin  ^'.2X  =    .    / — — ^ -7^ 

sin  [cp  -^  0  —  ^Z,  X) 

genähert : 

coscp  cos 8  r  coscp  cos 8  1'-     ,    ,       ,     .,, 

^  =  -^-7 r-Ä\  ^'^  —      .    /  — ^^    .  ctg  (qp  4-  ö)  .  n. 

sm  (cp  -j-  0)  ism  (cp  -j-  8)\        -^  v^     1      ^ 

III.    Für   die  Sonne. 


sin{cp  —  8) 

fi  =  48  stündigen  Aenderung  der  Declination  der  Sonne.   Für 
8  ist  die  Declination  der  Sonne  im  Mittasf  zu  nehmen. 


§.  247. 
Az  im  uthb  est  immun  g, 

a)   Aus  einer  Höhe. 

Sei  h  wahre  Höhe, 
cp  die  Polhöhe, 
P  die  Poldistanz  des  Sternes, 
a  das  Azimuth  des  Sternes, 
j)  der  parallaktische  Winkel, 
dann  ist: 
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±    M  \  /stn(s  —  qp)  stn(s  —  h) 

ty  1/2  a=\/ ^ ^ ^--^ — 

y         coss  cos  (s  —  P) 

2s  =  cp  -^h  +  P. 
Man  hat 


cos  h  tgp 

b)  Aus    CO  r  res  i)on  dir  enden  Höhen    eines   Sternes. 
Seien  Ä   und  Ä'   die   Lesungen    des   Kreises  vor  und   nach 

der  Culmination  des  Sternes,  so  ist 

— '-^ —  =  Azimuth  0. 

Also  bei  der  Lesung  vor  Culmination  das  Azimuth 

360«  -  ^'~  ^ 

und  bei  jener  nach  Culmination 

Ä'  —  Ä 
2 

c)  Aus  c  0  r  r  e  s  p  0  n  d  i  r  e  n  d  e  n  Sonnenhöhen. 

Sei  ÄÄ'  die  Lesungen  für  Vor-   und  Nachmittag   wie   oben 
gerechnet, 
ö  die  Declination  der  Sonne  zu  Mittag, 

-jj  die  stündliche  Aendernng  von  d, 

so  ist  die  Correction 

,  ,         , .    dö  cos d 

Z/Ä   =    1/2    -TT    7 : 

'     dt  cos  (p  cos  h  sin a 
oder 

z/J.  =  V    -— ^-• 

d  t  cos  (f  sin  t 

Diese  Correction  ist  vom  arithmetischen  Mittel  abzuziehen, 
wenn  die  Theilung  des  Kreises  in  demselben  Sinne  läuft,  wie  die 
Azimuthe  gezählt  werden.  ♦ 

Man  hat  alsdann  für  das  Azimuth  =  0 

d)  Durch  Beobachtungen  des  Polarsternes. 
Beobachtet  man  die  Zeiten  TT,  in   w^elchen    der  Polarstern 

dasselbe   Azimuth    erreicht  und    sind    t  und  t'    die   zugehörigen 
Stundenwinkel,  sowie  h  und  h'  die  zugehörigen  Höhen,  so  ist 


t(j a  =  ctg  1/2  (f  —  t) 
also  beim  Polarstern  genähert 
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tfj  \'2  (h  +  h')  tg  \'o  Ol  —  V) 


sin  cp 


COS  (p  tg  ö 
e)   Mittelst  bekannter  Zeit  und  der  Polhöbe. 
cos  8  sin  t 


sina  = 


cosa 


cos  h 
sin  cp  cos  8  cos  t  —  cos  cp  sin  d 


cos  h 
Diiferentialtormel : 

cos  8  cos  p  .    7     .        ^       ,    sin  p     . . 

z7  a  == ^  Jt  —  t(i  h  sin  a  ^  cp  -\ 4-  ^ o. 

cosh  -^  ^    '    cos  h 

Da  in  zJt  ein  Fehler  am  ehesten  zu  befürchten  ist ,  muss 
cosp  nahe  an  0  sein.  Dieses  ist  beim  Polarstern  in  der  grössten 
Digression  der  Fall. 

Hat  man  eine  Reihe  von  Azimuthen  beobachtet  und  sind 
tjc  die  zugehörigen  Stundemvinkel,  so  ist 

d-  a 

to^-  2Jt,  4-  i-  -^  2:  (4.  -  toY 

n        ''     '    2 n   da        ^'  ^ 

~dt 


wobei 


8  a  cos  8  cos  i) 

dt  cos  h 

d^  a  cos  cp  si}i  a  ,       -,     .    ^    .     ^ 

__.  ^rr — {COS/I  S2}10   -j-   2  COS  Cp  COSd]. 

ct^  cos-h        ^  I  -r  j 

1)  A  z  i  m  u  t  h  b  e  s  t  i  m  m  u  n  g  aus  S  o  n  n  e  n  d  i  s  t  a  n  z  e  n  vom 
terrestrischen  Obj e et e  (mittelst  Sextanten). 
Sei  cp    die  Polhöhe  des  Ortes, 
t  Stundenwinkel  der  Sonne, 
8  Declination  der  Sonne, 
h  die  wahre  Höhe  derselben, 
h'  die  scheinbare  Höhe  derselben, 
H  die  Höhe  des  Objectes, 
«das  Azimuth  der  Sonne, 
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A'  der    auf    dem    Horizont    reducirte    Abstand    z/    des 
nächsten  Sonnenrandes   vom  Gegenstand   dessen  Azi- 
mutli  bestimmt  werden  soll. 
Man  hat  zu  rechnen: 

tg  X  =  co><  t  t(j  cp 

siit  cp  si)i  (x  -\-  d) 


rin  h  — 


cos  X 
sin  t  cos  d 


stn  iv 


so  wird 


cosh 
h'  =  h-^r  —  p 
r  =  Refraction  ■ 
p  =  Parallaxe. 


\  /sin  \'.  (z/  +  ^'  -  H)  sin  \/,  {zl  -  h'  +  H) 
tg  h  ^  ~   V  ^^g  1/^  (^  _!_  /^'  _j_  i/)  cos  \',  (^  —  h'  -  H) 


Man  hat  ausserdem : 

cos  ytyt 


t(jir 


si)i  {(p  —  y) 
wobei 

ig  y  =  -^ 
"^  •  COS  t 

,         COS  ö  sin  t 

cos  h  = -. 

sin  IC 

.  „ .       .,  _  sin  1/2  (z/  +  h'  —  H)  cos  1/2  i^  —  h'  +  ff)  ^ 
'  COS  /^  cos  H 

Das  Azimuth  des  Gegenstandes  ist  dann : 

a  +  z/' 

§.  248. 

Genäherte  Meridianbestimmung". 

Man  bezeichne  mit  W  die  Höhe  eines  Gnomons  (einfache 
vertical  in  die  Erde  gesteckte  Stange)  und  mit  1^  und  /^  zwei 
Schattenlängen.     Setze  dann: 

tglh-=r-        tgh,  =  -. 

«1  '2 

Sei  ferner  z/  der  Winkel  den  diese  beiden  Schatten  mit  ein- 
ander einschliessen  (aus  dem  Dreiecke  1^  l,  durch  Seitenabmessung, 
zu  berechnen). 
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Man  rechne :  (i  =  sin  z/  cos  h^ 

q'  =  cos  ho  —  cos  z/  cos  hi 

sinA  =  (sinhi  — sinli^)  -4 

sinx  ■=  (sf)fhi  —  sinh.2)  -^4p 
so  ist  das  Azimiith  der  zweiten  Länge  7.2  gleich 

(p  ist  die  Polhühe  des  Ortes. 

§.  249. 

Aus  den  Höhen  zweier  Sterne  und  der  Zwischenzeit 
die  Polhöhe  und  Uhrcorrection  zu  finden. 

Seien  w^     «., 

ö,     dl 

\     h.2 
die  gegebenen  Rectascensionen,  Declinationen  und  Höhen,  sowie 
zJ  die  Zwischenzeit,  so  hat  man  zu  rechnen: 

1.  tyF=  ^"^-^ 


cos  [(«.,  —  «1 )  —  z/] 
tgv  = 


cosFtf/öj^ 


sin{F  —  öl) 

ro^  u'  =    cosvtgh,     [  shi  h,  sin  F 

U,  (F  -  d,)  \sin  h,  sin  d,  cos  {F  -  ö,) 


t(j  a  = 

i(JA  =r 


tg  hl 


cos(v  —  iv) 
cos  G  tg  {v  —  IV) 
sin(ä  —  öl) 
und  man  erhält 

tgcp  z=  cos  k  ctg(G  —  Ö^) 
t  +  zlt=  Vi5  («  +  /Ij 

(Methode  von  Gauss). 
2.    Man  rechne 

Ö^)  cos  öl 
ö.,)  cos  Ö.2 
^^,/45o  ^  A)  =  gpg  '12  Oh  4-  Ö.2)  sin  1/0  (/?,  —  öo)  cosö^ 
*^  ^  '  '^^        cos  V.2  {]h  -^  ö]  J  ^ii^  \/2  {K  —  ^1)  cos  dV 


f^z-A^O  _|_    ^    ^  —  >^?/^  ^-2  (/^2   +  ^2)  cos  \l.2  (h,   — 
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Sei  z/  der  üebersclmss  des  Unterschiedes  der  beiden  Recta- 
scensionen  über  die  in  Grade  verwandelte  Zwischenzeit  der  beiden 
Beobachtungen. 

tg  B^  =  tijA^  äy'i^zJ 
tg  B2  =  tg  Ä2  ctg  ^  .>  ^ 
C  =  B,  +  B,  +  z/ 
I)  _  B,  -  B, 

sin  {hy  4-  d\)  sin  (li^  —  d\)  si)i  J) 
^  cos'-d^  cos  V2  (^  +  C)  cos  1/2  (C  —  X>)  * 

Sodann   berechnet   sich    l    aus  einer    der    beiden    Formeln: 

^  cos  L 


tg  {X  -  1/2  C)  =:  ±  Vty  '/2  D  ty  (1/,  D  -  E) 

und  endlich  (p  aus 

/./  a^o  _  1/  ^^  _  ^o.s-  V2  (/^i  +  ^1)  sin^U  {K  -  ^1)  sinD 

ig  (^40  /,  cp)  _  ^^^  ^^  ^_^.^^  ^^^  _  ^  ,^  ^^,  _  j^^^  ^,^^^  ^^^  ^^,  ^  ^^ 

«1  -]-  A  giebt  in  Zeit  verwandelt  den  Stand  der  Uhr. 
(Jahn:    Praktische  Astronomie  II,  §.  118.) 

§.250. 

Aus  zwei  Höhen  desselben  Sternes  Zeit  und  Polhöhe 

zu  finden. 

Seien  T  und  T  die  Zeiten  der  Beobachtung,  JT'  und  zJ T 
die  Uhrcorrectionen ,    h'  und  li  die  beobachteten  Höhen,  so  wird 
X  =  {T'  —  T)  +  (z/T'  —  z/T) 
8«^?.  C  =  cos  d  sin  \/.2 1 

cos  1/2  (/^'  +  h)  shi  i/2  (A'  —  //) 


sin  ß  ■= 


iuC 


sin  V.  üi'  +  /^)  cos  1/.,  (/i'  —  /O 

cos  y  = -^-^ i -PT^ 

'  cos  ß  cos  (J 

j.  sind 


so  wird 


cosC 


sin  cp  =  cos  ß  sin  (T)  -\-  y) 


U)ß  ,  stnß 

tu  T  ~  ^-^. r  oder  = 

-^  cos  (1)  +  7)  cos  cp 
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und  die  Stunden winkel  zu  den  Beol)achtungszeiten: 

t    ^T    —    ^1,1 

^'  =  r  +  1',  A. 
(Formeln  von  M.  Caillet  in  Manuel  du  Navigateur,  Nantes  1818.) 
Wird  die  Sonne  l)eol)achtet,  so  hat  man,  wenn 

^8  =  -  J;,(ö   -   ö') 

gesetzt  wird  und  8  die  zur  Höhe  h,  ö'  die  zur  Höhe  h'  gehörige 
!  Sonnendeclination  hezeiclmet : 

^in  ß 


zf  (p  =  —  zJö 


cos(p  sin  \  2  ^ 


^  ^^  \t(/(pcosT  _     tgd    \ 

t  :.=  r  +  y/  —  ^1,  l  +  1/,  ie'  —  e) 
f  =  r  +  //  +  1/2  A  -  1/,  (6''  —  .'), 

wobei  e'  die   Zeitgleichung   zur  Zeit  T  und   e  jene   zur  Zeit  T 

bezeichnet. 

F  e  h  1  e  r  g  1  e  i  c  h  u  n  gen: 

/i}i  ^=  —  cos  a  d  (p  —  cos  (p  sin  a  d  z 

^li'  =  —  cos a' d  cp  —  cos  cp  s'ni  a' dt 
oder 

-j  sin  et'  .7     ,  sin  a  7, 

sm{a  —  a)  '    stn{a'  —  a) 

coszt  dz  =    .       ■ zJh ^^ Jh'. 

S'inia   —  a)  süi\a   —  a) 

Hieraus  sieht  man,  dass 

sin  {a'  — •  a) 

habe   gleich  1  sein  muss,   wenn  diese  Methode  halbwei^^s  genaue 
pesultate  liefern  soll. 

^.  251. 

Bestimmung'  der  Uhrcorrection  und  der  geographischen 
Breite  aus  drei  Sternen,  die  in  gleicher  Höhe  beob- 
achtet wurden. 

Seien  gegeben: 

«1     a.,  «;.  die  Rectascensionen, 

^1     ^2  ^.\  die  Declinationen, 

Oy     ()2  0>,  die  Sternzeiten. 


.Laska,  mathein.  Fdrmeliisaiimiluii!''. 
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Seien  ferner: 

^f  die  uhrcorrection, 

g)  die  Breite, 
so  lauten  die  Fundamentalformeln: 

Ö.  =  «,,.  +  ?,  1/._1^2,  3. 

sin  h  =  sirt  cp  sin  öi-  -\-  cos  cp  cos  Öj,  cos  (h  —  z/  h)] 

1.    Aus  diesen  folgt,  wenn 

^  sin  V  =  sin  i/g  (t,  —  ti)  dg  1/2  (^2  —  ö\) 

^  cos  V  =  cos   1/2  {h   —  ti)    t(J  1/.2  iß -2   4-  ^l) 
ö   =    1/2  (^2    -f   ^1)   —   V 

gesetzt  wird 

tgq)  =  ^COS  (6  —  Zit) -L) 

Setzt  man  ferner: 

^'sinv'  =  sin-'/,  {h  —  U)dy'h  (Ö:-.  —  <^i) 

^'  COSV'  =  CTAS-  V'2  {h   —  ^Ü    ^.^y  '/2  (^:^  +  <^i^ 

Ö'    =     '1-1    {t    +    /;,)    -     fi', 

so  folgt  weiter: 

tgcp  =  ^'  cos(6'  —  zit) 
Setzt  man  demnach 

,     (ö'  -  6) 

tgt  =  fU  (45  —  Q)  dg  ^ — r^ ^ 

so  wird 

Zit  =  1/2  ((?  +  ö')  —  1^. 

(Gauss  in  Zach,  Monatl.  Correspondenz  1808.)      . 

2)    Man  rechne 

__  sin  1/2  (Ö3  —  ^-i)  ^'^^Z  ^'2  (^M  "  ^2) 

,     ,    __  sin  1/2  (öl  -  6:0  ctg  \/2  (t^  -  ^.) 
^^"^•^  "  cos  V2  (63  +  d\) 

__  sin  1 '.  (ö.,  —  öi)  dg  V2  (^2  —  ^j 
^^^'  "  cos  V2  (62  +  61) 

,  __  sin  '/,  (Ö.  —  öl)  cfr/  (Ä,  —  Ä.) 
^^^  -"  cos  1/2  (dl  +  02)  ^ 

ist: 

z/f  =  1/2(^2  +  ^i)  —  ^' 
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Setzt  man  ferner: 

C  =  Ä,  +  A,  -  Ä, 

_  cos^/,(t  -  zJt-^  C)t(f(^^'  4-  V2^l) 
^      ~  cos^/^it  —  zJt  —  C) 

^  ^in  ^/,(t-  zit-  C)  ctg  (450  +  V,  ÖQ 
^   ^  siny,it  —  zit+  C) 

so  wird: 

(p  =  1)  +  E, 
und  die  Höhe 

h  =  1)  —  E. 

(Methode  von  CagnoUi  /ach,  Monatl.  Corresp.  19). 

§.  252. 

Polhöhe  und  Zeit  aus  der  Beobachtung*  mehrerer  Sterne 

in  demselben  Vertical. 

(Wislicenus,   A.   N.    2958.) 

Seien  «i       «._,       «^       a^ 

Öl       0-2       Ö^       Ö^ 
die    Rectascensionen   resp.    die  Declination    von   vier  Fixsternen, 
die  zu  den  Zeiten 

Ti      T,      y,      24 
denselben  Vertical  passiren. 

Man  rechne   für  jeden   die  für  den  Uhrgang  corrigirte  Zeit 
II,  =  Tu-Y  zJT,  h=  1,  2,  3,  4, 

sowie  die  Grössen: 

Ai  =  (W2  —  Ui)  —  (a,  —  «i) 

Ly      =     (^4       lf;,,j       («4      «,)) 

L    =   (%    —   ^(^)    —    («,5    —    Kl) 
A4   =   (^4 ^(2)    —    (^i    «-i)- 

Sodann : 

sin  1/2  (oi  +  02  j 

cUj  .;,  (ö,  -  «,)  =  cUj  .,  A,  fii^MJi^); 

sni  V2(^?,  +  04) 
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^     ,  ^     .     sin  1/.,  (d\   —   (V>,) 
ferner:         tg  ':^  (ih  —  Ih)  =  ctg  ig  A,  ^^g  1/  /^^  _|.  5-.,^ 

t(l  ^  -ÄPi  H-  P',)  =  Gig  V->  A,.    - — -^— ^ — ^ — — Y 

r=r  c^ry  1,  .j  (Ö3  +  öl)  —— 

■'    '  ^  <^08  1/-2  (i>i    —  ih) 

^ry  ^A  (P.  -  i^O  -  cüj ./,  A,  ,,,,.^(^^^^^) 

sin  i/2  (iJ2  —  i>4) 


tg  1/2  ^.^  =    ^r;  V2  (^'2  —  Ö4) 


■=  ctg  V2  (^9  +  öj  ,,-)^'      ^'^- 

•^  '  '  cos  72(1^2—1^4) 

Sodann: 
t(j  i/o  (ä'i  —  ,e,)  =  ^ry  V2  c^i     •    / /  )    ^      ,  , ^ 

,     7     cos  V9  (??i    —   <J-i    —   }h    —  ö,  ) 

^      -      '    cos  V2(l»:i    —    Ö;.    -t^i^l    +   ^l) 

.       f„  1/    /.,  ..  -^   _  U,  I,     ,7      g^'^^  ^/2  (P4    -    Ö4    -   P2   —   (?2) 

ig  V2  f^2  +  ^4)  =  Uj  72  .i.  gos72(,,-.,--y,--.2) 

^     /-      -    ^^g  1/^  ^^^^    —    Ö4    +  P-2    +    Ö2) 

Man  hat  dann  für  die  vier  Stundenwinkel: 
ti        t.2        t-^        ^4, 
und  die  Polhöhe  q)  nachstehende  Gleichungen: 

ctg  \!,  {au  +  t,)  =  ctg  y  2  ^.  --TT^c^ö^r^XT^) 

.     /  /  .N  .    w        cos  1/.,  (90«  —  8y  —  A-J 

c^^  72  {a,  -  y  =  ctg  72  (^.  ,,3.:(,oo-(^,  +  .3,) 

^  72  (90^-  -^)==tg  72  (900  _ ,,  + ,,)  ^;;^:;;[---g 

^^v2(9oo-c^.+.o"":;-!^-~;-^>  j 

Beobachtet    man    auf   diese    Weise    das    Verschwinden    von 
nahen   Sternen    hinter    einer   entfernten    Tluirmmauer,    so  kann 
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man  ziemlich  genaue -Resultate  für  die  Polhöhe  erhalten.  Dieser 
von  Olbers  vorgeschlagenen  Methode  hatte  sich  B  es  sei  in 
seinen  Lehrjahren  oft  bedient.  Vergl.  Zeitschr.  f.  pop.  astron. 
Mittheilungen  1859,  Bd.  1,  Heft  3.  Eine  andere  Lösung  findet  man 
in  des  Verfassers  Lehrb.  d.  Astron.     Stuttgart,  J.  Maier,   1889. 

§.  253. 

Methode  durch  Interpolation. 

Hat  man  mehrere  Höhen  beobachtet: 
hl     h.,     li-^     h^  .  .  . 
und  die  Zeiten 

T[   n   T's   t;  .  .  ., 

oder  die  Kreisstände 

eil        ^<2        ^h       ^*4 

abgelesen,  so  kann  man  stets  die  grösste  Höhe  auf  folgende  Art 
finden,  vorausgesetzt,  dass  einige  Beobachtungen  vor  dem  ^laxi- 
mum,  einige  nach  dem  Maximum  und  einige  sehr  nahe  am 
Maximum  gemacht  wurden. 

Sei  hmax  die  grösste  Höhe,  so  kann  man 

setzen  und  hieraus  a  bestimmen. 
Man  hat  allgemein: 

h,  +  a(T,-  Z^axT  =  k  +  a  (Tj  -  T,„«,)2, 
oder : 


h  -  h 
T,  -  Tj 
Bildet  mau  noch 
h  —  he 


^  =a{T,+  Tj)  -  2«T„ 
«(T,  +  TJ  -  2«T„ 


T,  -  1\ 
so  wird: 

ri(T  —  T\  —  ^^^-  ~  ^^J  _  hLZzJ^. 

hierdurch  ist  a  bestimmt.  Damit  bestimmt  sich  leicht  aus  den 
vorhergehenden  Gleichungen  das  T^ax  und  endlich  hmax- 

Führt  man  statt  der  Zeiten  die  Kreislänge  ein,  so  kann  man 
die  Polhöhe  auf  diese  Weise  ohne  Zeitbestimmung  ausführen. 

Man  kann  sich  auch  nachstehender  Formel  bedienen: 

vorausgesetzt,  dass  hj^  h^  h-^  nahe  am  Meridian  beobachtet  wurden. 
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§.  254. 
Monddistanzen. 

A.    Sonne   und  Mond. 

Sei  P  die  Horizontalparallaxe  der  Sonne, 

2)     „  „  des  Mondes, 

R  der  scheinbare  Halbmesser  der  Sonne,  ] 

r     „  „  .,  des  Mondes,  1 

ha  scheinbare  Höhe  und  Azimuth  des  Mondes,  ; 

HÄ  „  „         „  „  der  Sonne,  ,    \ 

/^,  «1  Hl  Ai  die  wahren  Werthe  dieser  Elemente. 
Man  bestimme  die  Höhenparallelen  für  Mond  und  Sonne  aus 

.,  ..  Qsinpcos{h  -\-  (cp  —  (p')cosa} 

^  ^  "^         l  —  Q  iiinp  sin  {h  -\-  {(p  —  cp')  cosa] 

Bi  —  H=  PcosH. 
Dann  sind  die  wahren  Höhen : 

Hi  =  H+iHi-H) 
h,  =  h+  Qii   —  h). 

Man  liat  ferner: 

Q  sin  (q)  —  cp')  sinp 


,    ,  .  cosh 

tg  (ai  —  a) 


stn  a 


a-i  —  a  ^= ^-^ 7^ stn  a. 


Q  Sin  (w  —  op )  stn  p 

1  —  ^^ — — T^-^ cosa 

cosh 

oder  genähert  (genügend): 

Qsin(cp  —  (p')sinp 

cosh 

Hiermit  erhält  man  den  wahren  Azimuth 

a^  =  a  -\-  {(ix  —  a). 

Weiter  ist   der  scheinbare  Halbmesser  des  Mondes  und  der 

Sonne: 

fj  =r    r  -(-    r  sin  p  sin  h 

Ri  =  R-^  R  sin  P  sin  IL 

Sei  d  scheinbare  Distanz   der  Mittelpunkte   von   Sonne   und 
Mond,  so  ist  die  wahre: 

cos(L  =  cos  (Hl  —  h]) 7^^ — '—i4  (cos  [H —  h]  —  coscT) 

^  ^        cosh   cosH  ^      ^  '  ^ 

(Dunt hörne,  Nautical  Alm.  1767), 
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oder : 

riT     ,-,..,    cos  Ju  cos  Hl   ,       /Tf    I    7\  j\ 

rmd,  =  —  cos  (Ui  +  hl)  H ^ rr  {(^os  (H  +  h)  -f-  cosd\ 

(Lex  oll  1777), 
0(1  or  wenn  ^ 

.         ^  /cos  hy  ^'os  i/i     cos  \/2  (H-\-h^  cl)  cos  ^  2  {H  A- h  —  d) 

^    cos  h  cos  H  cos2 1/2  (i/i  -f- /^]) 

gesetzt  wird,  auch: 

sin  1/2  dl  =  cos  1/2  (J^i  +  h)  cos  M. 
(Bor da,  Description  et  usage  du  cercle  de  reflection  1787.) 
Sei  ferner: 

/cos  hy  cos  H] 
^     cos  h  cos  H 
so  wird: 

isin',^ä^y  =  cos^;^^  +  .TJ  cos  {^4^-.v]- 

(Mackay  1783,  vergl.  Encke,  Berliner  Jahrbuch  1872.) 
NB.     M  und  N  sollen  nicht  nahe  an  90^  sein.N 

Setzt  man 

^  ^  r/cos\cosH,  ^.^^      ^^j  +  H-I1)  sin  \i^  {d  +  h-  Ji) 
^    cos  h  cosB  -        I 

sin  V,  (Hl  -  hl) 
t(J^  = , 

so  ist,  wenn  d  <Z  90 ^ 

.   '  ,    ^         sin  1/2  (Hl  -  hl) 

sin  1/2  dl 


.      ^^         '\  / cos  hl  cos  Hl  ,  ,    ,  TT     •      1       1       7.  1       /rj    I      7  7\ 

niN=  1/ j YT  cos  1/2  (H  -^  h  -^  d)  cos  1  .,  (H+  h  —  d), 


oder  sin  1/9  d 


sin  ^ 


^    ^        cos  a 


Ist  dagegen  d  >>  90^  so  setze  man 


/' 

C 


'\    /  COShl     cos  Hl  ,/       .T7         I  7  ,  7  ,  /TT        I  7  7\ 

.  =  l^  j rr  cos  1  '9  (i/  4-  /i  -h  c^)  cos  1 '2  (H  -^  h  —  d) 

^     cos  h  cosH  -  V       I         '      ' 

sin  ^1 2  (Hl  -j-  /^i) 


^^f^i  —  7 ' 

so  wird: 

,.     eosy,d,  =  ^!!^M^i+J^ 
sin^i 

oder  cos  1/9  cZ,  =  — ^ — 

(Lex eil:    Observationes  circa  meth.  inven.  long.  1780.) 


840  Monddistanzen. 

An    die   so    berechnete    Distanz  d^    ist  noch   die    Correction 
wegen  Azimuthaiparallaxe  des  Mondes  hinzuzufügen : 

z/r^i=  +     .        >;ru{cp  —  cp')sin p  cos  H sin  a  sin  {cii  —  A^  —  ^ a) 


rii  und  A^  sind  die  scheinbaren  Azimuthe  des  Mondes  und 
der  Sonne.     Es  wird: 

^   TTT     ,v  1  ,,r     -T        f([  links     5|c  rechts     zl d^  A- 

(T   Westlich   vom  Meridian  p        ^  ,  ^^  ^  .  -T 

|([  rechts  3^  links       z/aj  — 

,  (([links     ^rechts     z]  d, - 

^  ^^''^^''^       "  "  !([  rechts  ^  links       ZI d,  4-  | 

Dann   berechnet  man    die   mittlere  Zeit   1\  jenes  Meridians,'  ' 
für  welchen  die  Ephemeride  gilt,  welche  der  auf  den  Mittelpunkt 
der  Erde  reducirten  Distanz  d^  entspricht. 

In  den  Ephemeriden  werden  die  Distanzen  von  drei  zu  drei 
Stunden  gegeben.  Die  Zeit  zur  Distanz  d^  wird  durch  Inter- 
polation gewonnen.  Sei  ferner  T  die  Ortszeit,  so  ist  die  Länge  l 
bezogen  auf  den  Meridian  der  Ephemeriden  = 

1=  T,  —  T. 

B.    Statt   der    strengen    Formeln    kann    man    sich 
der  genäherten  bedienen. 

Man  rechne  mit  der  genäherten  Distanz  d) 

s  =.  1/2  {Jh-\-H,-\-  d,) 


sin  V.2  (j 


oder 


'\/coss  sin{s  —  Hl) 
^        cos  h^  sin  d^^ 

.    ,  ,   ^,        1  /cos  s  sin  (s  —  h,) 

stn  ^^2  ^  =  V JT^ — r-^ 

^         ^       cos  Hl  S9n  c7i 

cosH    .     .  .  ^ 

stnq  =  —. — 7-  sni  (a,  —  A.) 
smd  ^ 

•    ^>        ^^^s/i    .    ,  .  . 

sin  ü  =r  — — -  sin  («1  —  Ai ), 
^        sind  ^ 

so  wird: 

dl  ^=  d  —  (hl  +  h)  cos<i  —  {Hl  —  H)  cosq. 
(Methode  von  Lacaille  17.59.) 
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Setzt  man: 

^   ^jj  _  ^^|^,^i  immer  + 

cos  hl  cos  Ni  1 

cosh  cos  H         C 
cos  d  -^ 

=:  COSi) 
z=COSl)\ 


c 
cos^ 


so  wird: 

'    sin  1  2  {ä  +  B) 
(Bremiker,  Astroii.  Naclir.  oO.) 

§.  255. 

Sonnenflecken. 

Seien  z/w,  z/d,  z/A,  z//3  die  Differenzen  zwischen  den  geo- 
centrischen  Coordinaten  des  Fleckens  und  des  Sonnenmittel- 
punktes. 

O  die  Länge  der  Sonne, 

L  =  180^'  -|-  O   die  heliocentrische  Länge  der  p]rde, 
e  die  Schiefe  der  Ekliptik, 
j)  der  Winkel  zwischen  dem  Breitenkreise  und  Declinations- 

kreise  der  Sonne, 
h  b,  d   die   heliocentrische   Länge,   Breite    und    Declination 

des  Fleckens, 
r  die  Entfernung  des  Fleckens  vom  Sonnenmittelpunkte. 
9    n  ?7  ;?  „  „     Erdmittelpunkte, 

B  der  Radiusvector  der  Erde, 
B  die  Declination  des  Sonnenmittelpunktes, 
i  die  Neigung  des  Sonnenä(iuators  gegen  die  Ekliptik, 
^   die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  des  Sonnenäquators 

auf  der  Ekliptik. 
Man  liat: 

^  ^  =  zJ  Ö  sin2>  -\-  ^  a  cosp  cos  B 
^  ß  =  ^  d  cosp  —  z/a  srnp  cos  B 
igp  —  cos  O  tg  e 

s-mb  =  —  8?^/  /3 
r  ' 


^ff^'^Bf^A^ 
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sin(l  —  l)  =         -r  sin(L  —  l) 

svn  (L  —  A)  = 7-  sin  (L  —  l). 

Will   man   die   Elemente   der   Rotation  bestimmen,   so  bilde 
man  aus  n  beobachteten  Positionen: 
Xi,  =  Tu  COS  hu  cos  l]c 

yj^  =  rjccosbjc  sinlu         7.:  =  1,  2,  P>  .  .  .  n 
^k  =  fusiuhu. 
Hierauf    bestimme    man    nach   der    Methode    der   kleinsten 
Quadrate  die  Grössen  A,  B,  C  aus 

pju  =  ÄXn  +  Byu  +  C, 
so  wird: 


tgi=yÄ'  +  B'^ 


Hierauf  rechne  man; 

.    ,         C         . 

Stil  a  =  —  cos  i 

r 


MiXn   -    X,Y   -V   iyn  —  Ihr    4-    {^n    -    ^l)' 

■  '^  2r  cos  et 

so  wird  die  Rotationszeit: 

V 

wo])ei  tn  =  h  die  Zwischenzeit  zwischen   der  ersten  und  äusser- 
sten  (n)  Beobachtung  bezeichnet. 

Bequemer  für  die  Rechnung  sind  die  nachstehenden  Formeln. 
Man  suche  a  a^  a^  aus  den  Gleichungen: 

sin  yU  (Jh  —  ^    ±    I2  —  l 

"j '''  («^  + «) = CO.  4  U + 4  '*^  ^~ 

Uj  V,  («.  +  «0  =  ,„,,/,;(»;,^;,,)  ««^  -T— ' 

sowie  m  m^  m-i  aus: 

,       ,  s'm  1 A,  (/>,  —  l)     ,    (h  —  a 
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"j '  ^  ('"^'  ^ '")  =  ro.  '/l  (h,  +  b)  '''■'  ^-r~ 

und  mit 

n-=  '/,(^  +  li)  -  \'2(:m  -i-  mO 
flie  Grössen  Jf  und  N  aus 

.    ,^        cos  1/2  (l  —  n  -{-  a)    ^     dO  —  b 

ctg  M  —  rY-n T  ciff  ^ 

^  cos  1/2  Q  —  n  —  a)     ^         2 

_  gm  1/2  (/  -  >^  -  a)         90  -  6 

'^  ^^  ~  sin  1/2  (Z  -  n  +  «)     ^        2       ' 

so  wird: 

i  =  M  -  N. 

Bestimmt  man  noch  /;  aus 

fc,  sin . ',  .  =  .»M/,  (7,-^,)  .OS  (/-?,) 

i  stn  \'.>  {a  +  a.,)  cos  u       ' 

^    wobei 

ist.  so  wird: 

T  =r  3600  .  ^^  ~  K 

v 

Nach  Spörer  ist,  l)ezogen  auf  das  Aequinoctium  von  1866,5: 

i  z=    60  58' 
a  =  740  36' 

Die    Rotationsgeschwindigkeit    der    Sonnenflecken    ist    eine 
Function   ihrer   heliographischen   Breite.      Sei   dieselbe  b.   so   ist 
nach  Spörer  die  Winkelgeschwindigkeit  an  einem  Tage  gleich 
1011'  —  20'd'  sin  (b  +  410). 

Die  Sonnenflecken  bilden  sich  fast  nur  in  einer  Zone,  die 
begrenzt  ist  durch  die  Breiten  4-  10^  bis  +  .35o  nördlich  und 
—    100  bis  —  350  südlich  vom  Aequator. 
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Venus-  und  Merkurdurclicränofe. 


§.  256. 
Venus-  und  Merkurdurchgäng'e. 

Mittlere  Zeit  der  Venusconjunctionen  für  Paris: 


Jahr  Datum 

1874  8.  Decemb.  16'^  17' 

1882  6.         „  4    25 

2004  7.  Juni  21      0 


Jahr  Datum 

2360  12.  Decemb.  13'v59'' 

2368  10.          „  2    10 

2490  12.  Juni  3    58 


2012 


i; 


2498 


20    21 


2117     10.  Decemb.    15 


2603    15.  Decemb.      12    54 


3 

18 

2611 

13.    „ 

1 

11 

0 

30 

2733 

15.  Juni 

7 

24 

16 

54 

2741 

12.  „ 

23 

44 

2125       8. 
2247     11.  Juni 
2255       8.     „ 
Seien 

a     d     die  Aequatorcoordinaten  des"  Planeten, 
a@  Ö@  jene  der  Sonne, 

z/  wahre  Distanz  der  Mittelpunkte  beider, 
li  Q  scheinbare  Halbmesser   der  Sonne   und    des  Planeten, 
MNn  und  ^  Hülfsgrössen,  so  hat  man: 

zl  siv  M  =  (a  —  «@)  cos  ^  2  (^  H"  ^@) 

Z/  cos  If  =r=   ö    —    ö@ 

11  Hin  N  ■=  j-  («  —  «©)  cos  1  2  {^  +  ö@) 
n  cos  N  =  -r:  (Ö  —  Ö@), 

-^"  (w  —  «7.o)  i^t  die  Differenz  der  stündlichen  Bewegungen. 

zJsin  (M  —  N) 


d 
dt 


SDI  ip   ■= 


R±Q 


T  = COS  (M  —  N) ^  —  ^  cos  i^ 

n  ^  n 

t'  =  _  —  cos  (M  —  N)  +  ^-  ^  cos  jp 


+  äusserer  Contact 

—  innerer         ,. 
-1-  äusserer  Contact 

—  innerer  „ 

So  findet  vom  Mittelpunkte  aus  gesehen  der  Eintritt  zur  Zeit 

und  der  Austritt  zur  Zeit 
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statt,  wobei  t  die  Zeit  der  Coiijunction  bezeichnet,   und  zwar  an 
den  Stellen,  die  gegeben  sind  durch  die  Winkel 
>S  =r  iV  —  ^  +  180'^  für  Eintritt, 
S  =  N-^  i^  „     Austritt. 

S  ist  der  Winkel,  den  der  grösste  Kreis  zwischen  den  beiden 
Mittelpunkten  (Sonne-Planet)  einschliesst  mit  demjenigen   Decli- 
nationskreis ,  den   die  Sonne   im  Moment  der  Berührung  passirt. 
Für  einen   bestimmten  Ort  von   der  Länge  l  und 
Breite  qp. 
Seien 

7t@  und   7t  die  Horizontalparallaxen  für  Sonne  und  Planet, 
^  Sternzeit  zur  Zeit  T  oder  T', 
fsijli  Hülfsvariable. 

fsins  =  7t  cos  (R  +  p)  —  7t@ 
fcoss  =  —  7t  si)i{R  +  q) 
sin  ((j  —  a@)  cos  h  =  sin  s  sin  S 
cos  (fj  —  a@)  cos  h  =  cos  s  cos  d@  —  sin  s  sin  d@  cos  S 
sin  h  r=  cos  s  sin  d@  -\-  sin  s  cos  ö@  cos  S 
cost,  =  sincp  si)t  h  -\-  cos  cp  cosli  cos{(j  —  ^  —  A) 
(zweimal  zu  rechnen  für  ^  zu  T  und  ^'  zu  T'). 
Man  hat  für  den  Eintritt: 

n  cos  ip ' 
und  für  den  Austritt: 

11  cos  t^ 
Man  vergleiche  Dul)ois:   Les  Passages  de  Venus,  Paris  1873. 


§.  257. 

Berechnung  der  Saturnring-erscheinungen. 

Sei     Q,  die   mittlere  Länge   des   aufsteigenden  Knotens  des 
Ringes,  bezogen  auf  die  Ekliptik 
ß  =  1660  53'  8,9"  +  46,462"  (t  —  1800), 
N  dieselbe  Grösse  in  Bezug  auf  den  Aequator, 
i  die  Neigung  der  Ringebene,  bezogen  auf  die  Ekliptik, 
I    .,  „  ,,  .,  ,,  ,,     d.  Aeijuator 

i  =  28-  10'  44,7"  —  0,350"  (t  —  1800), 


846  Haturnring-. 

£  die  Ekliptikscliiefe, 
«,  d  die  geocentrisclieii     Saturiicoordinateu, 
A,  ß  die  heliocentrischen  „ 

a  die  grosse  Axe  des  Planeten  für  die  mittlere  Distanz, 
r  die  mittlere  Saturndistanz  von  der  Sonne, 

logar  ==  2,57416, 
a'  die  scheinbare  Grösse  der  grossen  Axe  des  äusser- 

sten  Pdnges, 
h'  die    scheinbare  Grösse   der  kleinen  Axe  des  äusser- 

sten  Ringes, 
p  der  Winkel  der  kleinen  Axe  der  Kingellipse  mit  dem 

Declinatioiiskreise  (östlich  -f ,  westlich  — ), 
IV  Erhöhungswinkel  der  Erde  über  der  llingebene  vom 
Saturn  aus  gesehen  (nördlich  -|-,  südlich  — ), 
(>,  q)  Hülfswinkel, 

tg  (p  =  t(j  i  cos  ß 

^  COS  N 

t(j  Q  ==  tglsin  (a  —  N)     ' 

ctg  (a  —  N)     .     .^ 

tgp  = '^)       — -f  sin  Q 

'^■^  cos(Q  —  d) 

t(j]  ■—  tg(Q  —  Ö)  eosp 

ar 

ly  r=  a'  sin  I 

sin  ß 

sin  w  ■= ^ — : — —. 7— 

^        cosß  S'm{k  —  U) 

.    ,, sin  ß  sin  (i  —  cp) 

'  sin  qp 

§.  258.  r 

Vorausberechnung  der  Sternbedeckung-en. 

(Methode  von  Bessel.) 

Seien       ..,  die  Keotascension|   ^^^^  ^^^   bedeckenden  Sternes. 
d\v  die  Declmation     J 


a  die  Rectascension 
ß  die  Declination 


des  Mondes, 
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/i  «I   die  stündlichen  Veränderungen  der  llectascension 
z/  b\  und  Declination  für  den  Mond, 

n  die  Aequatoreali)arallaxe  des  Mondes, 
T  die  der  Bedeckung  nächste  Stunde  (mittl.  Ortszeit), 
^  die  zu  T  gehörige  in  Bogen  verwandelte  Sternzeit, 
g?  die  Polhöhe  des  Ortes, 
e  die  Excentricität  des  Erdmeridians. 


Man  rechne  die  Grössen : 

^  _             cox  cp 

Vi  —  e'-  siu-  cp 

j,  _    (1  —  e-')si)icp 
Vi  —  e-  sin^  (p 

i>  -        ;'              P'  = 

zl  a  cos  d 

71 

6  -  d... 

z/d 

7t 

a  =  A  sin  (fi  —  «./) 

h  ^=  A  cos  (ji  —  06^..) 

c  =  B  cos  Ö.. 

u  =  a 

V  =^  c  —  h  sin  6,. 

v'  =  A  a  sin  ö^, 
log?.  =  9,41916 
m  sin  M  =  p  —  n 

m  cosM^=  q  —  V         J/,  N  immer  -f- 
n  sin  N  =  p'  —  u' 
u  cos  N  =  q'  —  v' 

cos  i'  =  ^  sin  (M  —  N) 

h 

loy  k  =z  9,43609 

1^'  <  1800. 


Dann  ist 


I  n  '        n     j 

die  Zeit  des  Ein-  und  Austrittes. 


848  Sternbedeckuiigen. 

Wenn 

cosil^  >  1, 

dann  findet  keine  Bedeckung  statt. 

Endlich  ist  der  Ort  des  Ein-  und  Austrittes  durch  den 
Winkel  Q  gegeben.  Dieser  giebt  die  Richtung:  Mondmittelpunkt 
Stern  und  Nordpol  von  Norden  gegen  Westen  gezählt. 

Es  ist: 

Die  ganze  Rechnung  ist  zu  wiederholen,  um  strenge  Resultate 
zu  erhalten.  Bei  der  Wiederholung  werden  die  Grössen  w,  ö,  T,  ^ 
für  die  Zeit  der  Mitte  der  gefundenen  Zeit  des  Ein-  und  Aus- 
trittes gerechnet. 

Im  Berliner  Jahrbuch  findet  man  für  gewöhnlich  die  helleren 
Sternbedeckungen  schon   angegeben   und   auch  die   Hülfsgrössen 

P  Q  p'  i   '^\ 
sowie 

h  log  sin  6^     log  cos  ö^. 

^lan  hat  dann  zu  rechnen  wie  folgt: 

a  ==  AsinQi  -f-  X) 

h  =  A  cos  (h  +  A) 

c  =  Bcosd^] 
l  ist  die  Länge  von  Berlin  (-f-  östlich,  —  westlich) 

II  =  a 

V  =  c  —  h  sin  dj, 

u'  =  Ih 

V  ^=  la  sin  d 
%A  =  9,41916. 
Die  übrige  Rechnung  wird  wie  oben  geführt,  und  sind 

P  (1  p'  a' 
dem  Berliner  Jahrbuch  zu  entnehmen.     In  die  Zeit  des  Ein-  und 
Austrittes  ist  noch  die  Längendifferenz  anzubringen,  um  den  Ein- 
und  Austritt  in  Ortszeit  zu  haben. 

Ist  der  bedeckte  Stern  ein  Planet,  so  hat  man  statt  der 
Grösse  h  bei  der  Berechnung  des  Winkels  i^  zu  setzen: 


6    (Eintritt  am    I.     Austritt  am  IL)  ,,      , 
—  J  ,-,  T     Rand, 

'IV    I         „  r,     iL  „  „        l.J 


wobei  ö  der  Halbmesser  des  Planeten, 
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CO   die  Horizoiitalä(|uatorealparallaxe   des   Mondes   weniger 
jener  des  Planeten, 
und  statt  der  Grösse  A^ 

l  —  0,0000727  ii 
ist,  wobei  ^   die    stündliche  Aenderung    der   Rectascension   des 
Planeten  in  Secunden  ausgedrückt  bezeichnet. 


^  §.  259. 

Berechnung  der  Längendifferenz  aus  Sternbedeckungen. 

Es  wird  vorausgesetzt,  dass  man  schon  einen  rohen  Werth 
der  Längendifferenz  kennt. 

Die  Sternbeobachtungen  werden  mit  Hülfe  dieser  Differenz 
auf  Berlin  reducirt  und  die  Mitte  der  Zeiten  T  bestimmt.  Es 
werden  aus  dem   Berliner  Jahrbuch  die 

"€     ^€     ^C 
Rectascensionen,  Declinationen  und  Parallaxen  für  die  Zeiten 
T  T±V'     T±  2^*  ... 

entnommen.     Dabei  ist  T  auf  Stunde  abzurunden.   Nun  bestimme 
man  für  die  drei  Zeiten 

I     ^  T  T±  V^ 

1  die  Grössen 

cosd...     .    . 
p  =  —. sin  (a^  —  «...) 

ß  z=  sin  ö^  cos  ö^ 
ß'  z=  cos  6^  sin  d^  cos  («^  —  «..) 
ß  —  ß' 

SlUTt^ 

«^  und  8^  sind  die  Rectascension  und  Declination  des  bedeckten 
Sternes.     Man  bilde  für  p  und  q  das  Schema: 


{T  -  1)" 

y-  1 

J" 

9 

(T  +  1)" 

i/  +  l 

dann  wird 

für 

^9-1 
^9+1 


^■'il      zJ(j  =  1/2  i^g-,  +  ^^+i), 


Läska,  niathem.  Formelnsammhmg.  r.A 
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dg 


(T  -  \f 
T 


dt 


=  -^^  —  'l2^-g 


d_g  ^ 
dt 


^9 


"i-^y  +  'i^^'y- 


Sei  nun: 

t^  die  mittlere  Ortszeit  der  Beobachtung!  ^      .         -, 

Ai  die  Längendifferenz  (genähert)  | 

^2  A.2  dieselben  Grössen  am  Orte  II, 
ferner 


A, 


so  bestimme  man  die  zur  Zeit 

r  r=t,-  (T) 

gehörigen  Werthe  von 

dp  ,      ö?  q 

-ji-     und     -j- 
dt  dt 

durch  Interpolation. 
Nun  rechne  man: 

^  =^  Q  cos  (p'  sin  (0  —  a,.) 

ri  z=  Q  \sin(p'  cosd^.  —  cos  cp'  sin  d^  cos  {(I  —  wj}- 
Dabei  ist  cp'  die  geocentrische  Breite, 

Q  der  Radiusvector  des  Beobachtungsortes. 

m  sin  M  =  po  —  | 

m  cos  M  ^=  qo  —  ri 

dt 


n  cos  N  = 


dq 
It 


sin  il;  =z  -r-  sin  {M  —  N). 

Für  Eintritte  i^  im  I.  oder  IV.  Quadranten,  für  Austritte  im 
II.  oder  III.  sind  zu  nehmen: 


T"  = 


tog  ±-  =  0,5646335 

m  cos  (M  —  N  — -  t) 


cos^l^ 
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lo(/  -  =  1,7781512 


h 


206265  .  li  sinn^ 


A  =  —. — -  cos  (N  4-  1^)  cos  d^ 

B  =  -. —  sin  (N  4-  t)' 

Sind  dann  zf  a  und  z/ö   die   Correctionen    der   Mondcoordi- 
naten,  so  hat  man  für  die  wahre  LängendifFerenz : 

d^^t,  —  (T)  +  T"  —  Ä  .  zfa  +  B  .  zfd. 
Ebensolche    Gleichung    findet    man    für    den    anderen   Ort. 
und  zwar: 

do  =  t,  —  (T)  +  T;  —  A  .  ^a-{-  B  .  z/d. 
So  hat  man  nun  für  Austritt  und  Eintritt  an  beiden  Orten 
vier  Gleichungen  für  die  drei  Grössen: 

d.2  —  f?i  .  z/  w  .  z/  d. 


§.  260. 

Mondesfinsternisse. 

Bedingung. 

ß^<::ö  +  71+P  -  d 

ß^  <  52'     Finsterniss  sicher, 

52'  <  ß^  <  63'  „  möglich, 

ß€  ^  63'  „  unmöglich, 

dabei  ist: 

7t  Aequatoreal- Horizontalparallaxe  des  Mondes, 
p  n  „  der  Sonne, 

ö  scheinbare  halbe  Durchmesser  des  Mondes, 
d  „  ^  „         der  Sonne, 

ß^  die  Mondbreite  im  Augenblick  der  Conjunction. 

Anfang,  Mitte  und  Ende  der  Finsterniss. 
Seien     a@  d@  die  äquatorealen  Coordinaten  der  Sonne, 
^C  ^€     r  n  77  ^^^  Mondes, 

54* 


852  Mondesfinsternisse. 

P'  =  [9,99929]  % 
-i  =  ^  (^  +  i^  -  ^0 

Man  rechne: 

CC  =  CC£  —   («(o)  +   12'*) 

«1  =:  -j-  =  stündliche  Bewegung  von  C4 

•^  =   ^C   +   ^    +   ^(2) 
IJ   r=i  a  cos  Ö^ 

dx 

y^  =r.  a^  cos  d^ 

(Ä  -^  d  {..  \  Berührunff  des  Halbschattens, 
—      taussere) 

1.4'+ d  1'.''''^''^  1  „  „     Vollschattens, 


(äussere) 


t(j  S  =  -^ 

•^  X 


cotg  i 


X 


w-   y  -  ^ 


sin  S         cos  S 

n=  Wcos{-  {S  +  i)] 
n 

COStV  =:=  -TT 

z/' 

c  =  ^^^^  .  3600" 
iJy  cos  w 

t^  T=  csin  { —  {S  4-  0  —  '^^^l 

t.2  =  csin  { —  {S  -f-  i)  +  t^Y 

Dann  ist: 

Zeit  für  den  Anfang     T  -[-  ti 

,,       „    das  Ende         T  -\-  ^2 

.      „    die  Mitte         T-\^^  +  ^'^ 


2     ■ 

und  im  Falle  einer  partiellen  Mondfinsterniss,  Grösse  der  Finster- 
niss  im  Monddurchmesser: 


Mondesfinsternisse. 

z/'  —  n 


2d 
Man  findet  endlich,  wenn  die  Winkel  im  umkehrenden  Fern- 
rohre von  Nord  über  Ost  gezählt  werden: 

Eintritt     S^  =  (—  i)  —  iv 
Austritt    S-i  =  ( —  0  -^  IV. 
Dabei  ist  T  die  Zeit  der  Conjunction. 
Man  hat  hierbei  angenommen,  dass  im  Maximum 
d  =  16'  45"       d  =  16'  18"       7t  =  61'  24"      p  =  9", 
und  im  Minimum 

d  =  14'  41"       cl  =  15'  45"       71  =  53'  38"      p  =  8,6" 
wird. 

§•  261. 
S  0  n  n  e  n  f  in  s  t  e  r  n  i  s  s. 

Bedingung: 

k^  <i  d  -\-  ö  -\^  7t  —  p^ 
es  ist  überhaupt: 

yljg  <^  P  24'     Finsterniss  sicher, 
10  24'  <  A^  <  10  34'  „  möglich, 

A^  >>  10  34'  „  unmöglich, 

dabei  ist: 

7t  Horizontal-Aequatorealparallaxe  des  Mondes, 
p  ..  „  der  Sonne, 

d  wahrer  Halbmesser  des  Mondes, 
^        „  „  der  Sonne. 

Man  kann  auch  sagen:    Beträgt  beim  Neumond  der  Abstand 
der  Sonne  vom  nächsten  Mondknoten 

weniger  als     90  33',  so  findet  eine  totale, 

„         „     110  54'^  so  kann  eine  totale  stattfinden, 
„         „     150  23',  so  muss  eine  partiale  stattfinden, 
„         „     180  21',  so  kann     „  „  „ 

Es  ist: 
die  grösste   Länge  des  Mondschattens  =  51000  geogr.  Meilen, 
„     kleinste      „  „  „  =  49350       „  „ 

der  grösste  Durchmesser  des  Kernschattens  =  35  geogr.  Meilen. 


I 


'54  .  Sonnenfinsterniss. 

Man  bestimme   die  relative  Bahnneigung  i  aus 

A 


t(/t 


a^  cos  d 


@ 


'  ~~    dt  dt  "^  —    dt  dV' 

Die    DifFerentialquotienten    drücken    die    stündliche    Bewe- 
gung aus: 

n  =  d  cosi 

d  =  Differenz  der  Declinationen  im  Momente  der  Opposition 

nsini  ^„  ^^^^^, 
c  =      ^       (3,55630) 

t  z=  ctgi. 

So  wird  die  Zeit  der  Mitte  der  Finsterniss: 

Tm  =  Zeit  der  Conjunction  —  t. 

Sei  noch: 

n 

cos  IV  =  —7 

T  =  ctgiv. 

zi  wahre  Distanz  der  beiden  Centra  Sonne,  Mond.    Dann  ist 
für  den  Anfang  der  Finsterniss: 

und  für  das  Ende: 

^;.  +  r. 

Für  A  hat  man  zu  nehmen: 

P'  -f-  <^  +  ^  für  eine  partielle, 
P'  -[-  d  —  d    „       „      totale, 
F\  —  ^  -\-  d    ,,       „      ringförmige, 
P'    „       „      centrale, 
wobei 

P'  =  [9,99929]  (TT  —  ])). 

Die  Zahl  in  der  Klammer  ist  ein  Log. 

Länge   und  Breite    (p   der  Orte,   wo   Anfang  gesehen 
wird. 

a  =  ( —  1^*)  • —  lü 

sin  (p  =  cos  a  cos  ö@ 

^   ,                tga 
tgh  = ^-^ 

Oestliche  Länge  =  h  —  l\n  +  t. 
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Länge   und  Breite  cp'   der   Orte,  wo   Ende  gesehen 
wird. 

h  =  ( —  i)  -\-  IV 
sin  (p'  =  co>>b  cosd@ 
tgh 


\ 


i<jh'  =  - 


Uidc 


Oestliche  Länge  =  h'  —  T„^  —  r. 


§.  262. 
Berechnung  der  Sonnenfinsternisse  nach  BesseL 

(Vergl.   Bes sei's    Abhandlungen,   herausgegeben  von  Engelmann,  Leipzig, 

1876,    3,  369,   oder  auch  Loomis:     An  introduction   to   prac.  astronomy. 

New  York  1888,  p.  277.) 

1)  Man  interpolirt  die  Declination  und  Rectascension  des 
Mondes  und  der  Sonne,  sowie  die  Parallaxe  des  Mondes  und  des 
Radiusvectors  der  Erde  etwa  für  zwei  bis  drei  Stunden  vor  und 
nach  der  Conjunction. 

Es  sei  sodann: 

T  die  ungefähre  Zeit  der  Conjunction, 

«1    ,.     T.     ,  .       [des  Mondes, 

,i  die  Kectascension  >  ,      ^ 
a]  (der  öonne, 

dl    ,.     T^    T     ^.  (des  Mondes, 

...    die  Declmation       K      ^ 

0  ]  (der  bonne, 

71     die  Aequatoreal-Horizontalparallaxe  des  Mondes, 
r     der  Radiusvector  der  Erde, 
so  sind  folgende  Grössen  zu  rechnen: 

.sm8,84"  ,  1 


r  sin  71  siUTc 

.  ,  e  cosd  .  sec  d'  .(a  —  «') 

j±  —  a  =  —  — j j- — 

1  —  e  coso  .  sec  o' 

•  B-S' =  <'-'') 

1  —  e 

1  —  e  cosd  sec d' 

^  ~       cos  D  sec  d' 
X  =  h  cos  d  sin  (a  —  Ä) 

y  =  lh  [sin  {8  —  D)  cos^  \'.2  («  —  Ä)  +  siu  (ö  +  D)  sin^  1/2  («  —  -^4)] 
z  =  h  [cos  (ö  —  D)  cos-^  1 '2  (a  —  A)  —  cos  (6  +  D)  sin^- 1/^  («  —  Ä)] 


^5R  Sonnenfinstorniss. 

7.6688050 


mi  f  = 


für  die  äussere 


tur  die  innere 


rg 

i  =  tgf 

k  =  0,2725     htfh  —  [9,4353665| 

Sei  ferner: 

ft  die  Sternzeit  der  Gonjunction  des  Beobachtungsortes, 
.**'»»»  «  „     Meridian  der  Epheme- 

ride (Berlin), 
A  die  Länge  des  Beobachtungsortes  (östliche  -(-,  westliche  — ), 
fp'  die  geocentriselio  r>n  ite        1  ^.     ,       t^    ,     , 
9   der  Kadiusvoctor   dcv   EixleJ  ^"^  ^^^  Beobachtungsort, 

so  sind  folgoiuio  (i rossen  zu  rechnen: 
^  =z  Q  cos  tp'  cos  (ft  —  Ä) 
V  =  9  [^wi  9*  cos  B  ^  costp'  ^in  D  cos  {(i  —  Ä)] 
t  =  Q  [sin  (p'  sin  I)  -{-  cos  <p'  cos  JD  cos  (fi  ~  A)] 
(?|  =  Qcos <p'  cos(ft.  —  A)d{fi  —  ^4) 
dfi  =  isiul)d((i  -^  A)-  tdD 
Die  Variation  von  A  und  D  sind  die  ersten  Differenzen  der 
durch  stündliche  Berechnung  gefundonon  .1  und  D  Worthe. 

Die  Variation  von  ^i  ist  aus  dorn  Berliner  Jahrbuehe  zu 
berechnen  (=  Diff.  der  zwei  auf  einander  folgenden  Tage,  dividirt 
durch  24) : 

m  sin  M=  a.'  —  | 

mcosM^=  y  —  fj 
n  sin  N  =  dx  —  d^ 

n  cos X^=  dy  —  dri 

(m  und  n  sind  immer  positiv  zu  nehmen), 

wobei  (?ar  und  dy  die  stündlichen  Variationen  von  x  und  y  siml. 

d.  h.  die   ersten  Differenzen   der   durch  stündliche  Interpolation 

gefundenen  .r  und  //  Werthe. 

l-it=L 

sin  i*  z=  -—  sin  (M  —  iV), 

wobei  i*  nur  im   ersten   oder  letzten   Quadranten   liegen   kann; 
dann  ist  für  den  Anfang  der  Finsterniss: 
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ti  = COS  (M  —  N) cos  ih, 

und  für  das  Ende: 

fo  =  —  —  cos  (M  —  JSf)  -\ cos  if, 

lind  die  ungefähre  Zeit  des  Anfanges 

T+X  +  t,, 
und  des  Endes 

T+k  +  t,. 

Mit  diesen  Werthen  rechnet  man  nun,  für  die  genäherte  Zeit 
des  Anfangs: 

und  des  Endes: 

T,  =  #,  +  A  +  1\ 
die  genaueren,  indem  man  die  Formeln  wiederholt.  Man  findet  so : 

t'i  und  to, 
und  ti  wird  endlich  die  Zeit  des  Anfangs  resp.  Endes: 

-^Anfang   '-=    -?1    +    ^1 
-^Ende       =    J-2   ~\~  ^2i 

ferner  der  Winkel  des  Berührungspunktes  für  den  Anfang  Q  vom 
Nordpunkte  aus  gerechnet: 

Qi  =  180^'  4-  iV  _  t^, 

und  derjenige  für  das  Ende: 

§.  263. 
PhasedesMondes. 

Sei  L@  die  Sonnenlänge, 

L^  die  Mondlänge 
für   eine  Epoche  t,  welche  unmittelbar  vorangeht  in  den  Tafeln 
jener  Zeit,  für  welche  die  Differenz 

.  L^  —  L@  =      0«     für  Neumond, 

90»^      „    Erstes  Viertel, 
180'^       „    Vollmond, 
2700       „    Letztes  Viertel. 
Seien  ferner: 

^'  die  tägliche  Bewegung  der  Sonne, 
^     „         „  „  des  Mondes, 


858  Mondphasen. 

SO  wird: 

t  -^  n  -^  Lr 


'® 


ii-^' 


wobei  für  n  der  Reihe  nach  0^  90^  180'\  270»  zu  setzen  ist.    Auf 
diese  Weise  bekommt  man  die  genaue  Zeit  r  der  Mondphase. 

Will  man  für  eine  beliebige  Zeit  die  Grösse  g  und  den 
Positionswinkel  u  der  Phase  des  Mondes  haben,  so  seien 
a@  P@     die  Rectascension  und  Poldistanz  der  Sonne, 
«C  ^C      V  i-i  ??  ?5  ^^^  Mondes, 

auf  das  Erdcentrum  bezogen, 

a®  P@     dieselben  Grössen  für  die  Sonne,  bezogen  auf  den 

Mondmittelpunkt, 
cc^  P^     dieselben  Grössen  für  den  Mond,  bezogen  auf  den 

Beobachtungsort. 
Um  diese  letzteren  zu  finden,  wende  man  die  gewöhnliche 
Parallaxenreduction  an.  Die  ersteren  erhält  man  ebenso,  nur 
wird  statt  der  Erdradien  q  die  Entfernung  der  Erde  vom  Monde 
genommen  und  es  werden  die  strengen  Formeln  für  die  Par- 
allaxe angewendet. 
Man  hat: 

cos  g  =:  cos  P®  cos  P^  -f-  s^*^  P®  ^^*^  ^c  ^^^  (^®  "~  ^c) 
sing  sin u  =  cos  P@  sin P^  —  sin P'(S)  cos P^ cos  (a@  —  oc'^). 


§.  264. 

Berechnung  der  Libration  in  Länge  und  Breite. 

Sei     l   die  mittlere  Länge  des  Mondes, 

Q,    „  „  „         „     aufsteigenden  Mondknotens, 

I    „  „         Neigung    des    Mondäquators    gegen    die^ 

Ekliptik  =  10  32'9",0, 
?S  =  1800  +  ß.  . 

Man  rechne: 

tgB'  =  tglsin{k  —  i3) 
n  =  sinlcosß  —  ^) 
E  =  tg''^l.,Jsin2{l—  ö'), 
so  ist  die  Libration  in  Länge 
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und  die  Libration  in  Breite: 

ß  und  A  bezeichnen  die  Mondbreite  und  die  Mondlänge. 
Die  Grössen  ß  und  A  können  aus  «  und  ö  berechnet  werden, 
wie  folgt: 

sin  y  =  sin  e  cos  a 

tgri  =  tg  b  sin  a 

tg%  r=z  sin  s  cos  cc  tg  {ö  —  rj) 

'     ^  COS£ 

SO  wird: 

sin  ß  ^=  cosy  sin  (d  —  rj). 
Man  hat: 

Maximum  der  geocentrischen  Libration  in  Länge  7'>53'51",0 

T,           r                „                      „  „    Breite  6o50'45",0 

„           „    parallaktischen         ,,  lo    r35",0 

„           „    geocentrischen          ,,  10o25'22",0 

„            „    totalen                       „  110  25'30",0 


§.  265. 

Bestimmung  der  Position  des  Mondpoles  und  Mond- 
äquators. 

Sei    £  die  Ekliptikschiefe, 

Q>    „    mittlere  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  -f-  ISO^', 
I    ,,    Neigung  des  Mondäquators  P32'9". 

Man  rechne: 

.     .         cos  \/.,  (s  —  I)  ^    , ,  ^ 

^0  -4  =  TT-7 — ] — r:  ig  V2  ß 

cos  \fo  (£  +  /)  ^  ^  ^ 


so  ist: 


.    jj        sm  1/9  U  —  1)  ^   , ,  ^ 
s\n^!^{B  -^  I)  ^  '^     ' 


Sin  1/2  ?  =  ^"^--ü s«'^  V2  ^. 


sin  1/2  (f  —  I] 
sinB 

i  ist  die  Neigung  des  Mondäquators,  bezogen  auf  den  Erd- 
äquator : 

zl    =  A-^  B 
ß'  r=  A  -  B. 
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z/  =  dem  Bogen  vom  aufsteigenden  Knoten  "des  Mondäqua- 
tors, bezogen  auf  den  Erdäquator  bis  zum  aufsteigenden  Knoten 
des  Mondäquators,  bezogen  auf  die  Ekliptik. 

<ß'  =  Rectascension  des  aufsteigenden  Knotens  des  Mondes, 
bezogen  auf  den  Erdäquator. 

Die  Grössen  z/,  ^'  und  i  findet  man  im  Nauticalalmanach 
von  zehn  zu  zehn  Tagen  angeführt. 

Sei  ferner  |  der  Winkel  zwischen  dem  Declinationskreise 
und  der  Mondaxe  im  scheinbaren  Mondmittelpunkte,  so  ist 

cos  (a'  -  ß') 


sin  J  =  —  sin  i 


=  —  sim 


cos  ß' 
cos  (?o  +  //  +  B) 


cosö' 
dabei  ist: 

a'  die  geocentrische  Rectascension  des  Mondes, 

ö'    „  „  Declination        „  „ 

ß'    „  „  Mondbreite, 

7o     75    mittlere  Mondlänge, 

/'     „     die  Mondlibration  in  der  Länge. 


§.  266. 
Relative  Bahnen. 

a)    Bahnen   der  Planetenmonde  in  Bezug   auf  die  Sonne. 

(Weyer:  Astrou.  Nachr.  S.  3007.) 

Seien  x  und  y  die  heliocentrischen  Coordinaten,  von  einer 
Opposition  als  Anfangsrichtung  ausgehend, 

t  die  Zeit  in  mittleren  Sonnentagen  seit  der  Oppo- 
sition, 

a  und  a'  die  Bahnradien  des  Planeten  und  seines 
Mondes, 

|Lt  die  mittlere  tägliche  siderische  Bewegung  des  Pla- 
neten um  die  Sonne, 

^'  die  mittlere  tägliche  siderische  Bewegung  des  Mon- 
des um  den  Planeten, 

Q  der  Krümmungsradius  der  Satellitenbahn  um  die 
Sonne, 
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^  =  R 
a 

Hl 


so  ist 


X  =  a  cos  ^t-\-  a'  cos  u'  t 
y  =  asin^t  -\-  a'  sin^'t 
^_      \R-' -^  J\P -\-1BWIcos{ii't  — iit)Yf-^ 
a'  ^  m  -{-  J/3  4-  HM{M  +  1)  cos  {^'t  —  ^t) ' 
Für  den  Erdmond  ist: 

R6  +  !/:.>  RM(3I+  1) 
M  <  E. 
Demnach  hat  die  Mondbahn   um   die  Sonne   ausnahmsweise 
weder  Doppelpunkt  noch  Inflexion ,  noch  Spitze ,  ^sie   kehrt  viel- 
mehr ständig  ihre  concave  Seite  der  Sonne  zu. 

b)    Scheinbare   Planetenbahnen. 

Seien  w  und  N  die  mittleren  Bewegungen  |   für  einen 

V    „     V    „     Geschwindigkeiten  [    Planeten 

r    „    R    ,,     Entfernungen  von  der  Sonne  J  u.  die  Erde 
so  wird 

ndt  =  -dt  Ndt  =^dt 

r  B 

Man  hat  für  die  relative  Längendifferenz: 

dL,  _  rv-^  BV-^iRv-V-  Vr)  cos  (Q  —  ?)  • 
dt    ~  rl 

wobei 

Yi  COS  Li  =  r  cosl  -{-  B  cos  O. 
In  der  Opposition  ist: 

■    O—  7=  180«, 
also  ■ 

dLi        (r  -  B)  (V  -  V) 

nt  =  - — -Vi =  "'^^^^^' 

d.  h.  der  Planet  ist  retrograd.     Ist 

•   cos(o-i)  =  -':p^, 

■  Bv  ^   Vr 

so  wird   der  Planet  stationär.     Q  ist  die    heliocentrische  Länge 
der  Sonne.  ,   , 


Das  Ae(iiiatoreal. 


g.  267. 
Aufstellungsfehler  beim  Aequatorial. 

(Vgl.  Chauvenet:   Spherical  Astronomie  II,  Cap.  IX.) 


Stern 


Kreis 


praecedens 


sequens 


Pos.  Kreis 

ja 

h 


Schema: 

Stern- 
zeit 
Mittel 

Öl 

dl 

O'i 


Stunden-     Declinations- 


kreis 
Mittel 

^1 

U 


e'2 


6' 


t' 


kreis 
Mittel 

d.2 
d[ 
d'. 


d 


Statt  bei  den  Beobachtungen  in  der  Nähe  des  Meridians  so- 
fort die  Kreislage  zu  notiren,  verzeichnet  man  zunächst:  Fern- 
rohr Ost  oder  West  und  benutzt  folgende  Bezeichnung: 

Obere  Culm.  Fernrohr  | 


0  =  Kreis  praec.    =  Fernrohr  links    | 


W  = 


sequens - 


rechts 


Südstern, 


rechts 
links 


Polstern 


Untere  Culm.  Fernrohr 
0  =  Kreis  sequens  =  Fernrohr  rechts 
W==     „     praec.     =         „        links. 

1.  Man  hat  nun  zunächst  an  die  abgelesenen  Stundenwinkel  f 
und  die  Declination  d  die  Refraction  anzubringen  und  zwar  mit 
folgenden  Zeichen: 

Refr.  Corr.  an  t   (t')  —  4-  //  tg  z  sin  q  scc  ö 
,,       „    d  (d')  =  —  l'tg.^cos(i, 
wobei  /.:'  die  Refraction  ist  und 

tg  N  =  dg  cp  cosv 
tg  t  sin  N 


Man  bilde: 


tg  2  sin  q  =     .    .^    ,     ^t  , 
tg  £  cos  q  =  ctg  (d  -^  N). 


to  =  V4  {0  +  0'   -  {«  +  «'i     . 

t,  =  V'i  (t  +  n 

D  =  1/2  (d+d'l 
nachdem  diese  Grössen  wegen -Refraction  corrigirt  erscheinen. 
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Dann  lauten  die  Formeln  zur  Fehlerberechnung: 

I  cos To  +  t?  sin r.^  ^  BqC  =  D  —  6 

z/  f  —  I  sin  totgd  -}-  7]  cos  r^  tgö  -\-  B' e  =  r^  —  fo, 
wobei 

Bo  =  sin  cp  cos  8  —  cos  cp  sin  d  cos  r„ 
B'o  =  cos  (p  sec  8  sin  Tq 
und  I  und  rj   die  Fehlercoordinaten  sind;  e  ist   die  Biegung  des 
Fernrohres  im   Horizont;    z/f  Indexcorrection   für   den  Stunden- 
kreis. 

P  ist  der  wahre,  P'  der  Instrumentalpol. 

Fio".  30. 


W 


y%- 


p'.-- 


Im  Meridian   gestalten  sich  die  Gleichungen  wesentlich  ein- 
facher : 

I.    To  =  0^'  (obere  C ulmin ation). 

^  +  e  sin  {(p  —  8)  ^  D  —  8 
zft  -J^  vtg8  =  z,  —  to. 

IL    T„  ==  12'^  (untere  Culmination). 
—  I  +  ^  sin  {(p  +  8)  =  1)  —  8 
zJt  ~  ritg8  —  Tq  ~  P. 

Der  CoUimationsfehler  findet  sich  aus  der  Vergleichung  bei- 
der Kreislagen.     Es  ist: 

I.    Ausserhalb  des  Meridians. 
c  sec  8  —  i  tg8  +  £  (sin  cp  tg 8  +  cos  cp  cos  t^)  =  \/^  [f  —  180 

-  r'  _  (f  -  r)]. 
Nß.     Ist  t'  nicht  um  ISO«  abgelesenes  t,  dann  ist  recht  180 
wegzulassen. 

IL    Im  Meridian. 

c  sec8  —  i  tg8  +  £  cos  ((p  —  8)  sec8=  1/2  P'  —  180  —  r'  —  (f  —  rj]. 
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Dabei  ist: 

c  der  CoUimationsfe.liler, 
i  die  Abweichung  des  Winkels  zwischen  Pol-  und 

Declinationsaxe  von  90*^, 
£  die  Maximalbiegung  der  Declinationsaxe. 


§.  268. 

Kreismikrometer, 

Es  seien  mit 

die  Rectascension  und  Declination  des  zu  bestimmenden  Objectes, 
ferner  mit 

K  „ 

dieselben  Grössen  eines  bekannten  Sternes  bezeichnet.  Man 
beobachtet  die  Ein-  und  Austritte  beider  Objecte  am  Mikro- 
meter.    Die  zugehörigen  Zeiten  seien  für 

^  t,  t2  h  h 

^  ti  ^2  H  ^4 

Sodann  bilde  man  folgendes  Schema: 


^ 

* 

h      h 

v,       t; 

h      h 

t:      ts 

T^  =  — Y~   ^'  "^  — ^r~   ""'  ~  ~~2~    ""' '—    Y~  , 

^^z=zt^    t^        ^-2    =   ts    h        ^1   =   t[    t'i       '0-2   =   ^3   ^1 

Sodann  ist: 

«^  —  «^  = 2 2 

Zur  Berechnung   des  Declinationsunterschiedes  hat  man  zu- 
nächst zu  bilden  genähert: 


6  Sternzeit  c 

V,  (D  +  d» 

t  =  0  —  a 
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Ferner  zu  berechnen  die  Grösse  /  aus  den  Gleichungen: 
cos  n  =  cos  (p  sin  t 
sin  n  sin  N  =  cos  cp  cost 
sin  n  cos  N  =  sin  (p 
h 


f=  1 


Dabei  ist  k  die  Refractionsconstante. 

Hierdurch  befreit  man  zugleich  die  Declinationsdifferenz  von 
der  Refraction. 

Sodann  rechne  man  die  Grösse  /',  welche  die  Declinations- 
differenz wegen  Eigenbewegung  des  (^  corrigirt: 

^   ~  15  X  86  636' 

Dabei  ist  z/«  die  tägliche  Bewegung  des  Gestirnes  in 
Rectascension. 

Die  fernere  Rechnung  stellt  sich  wie  folgt :  ■  Seien 
Ti  und  r.2 
die  beiden  Radien  des  Ringes,  so  wird 

^^  =  Y  ^^'  +  ^'^^-f'  '^'  '^'-^  ^^  +  ^^^ 
^*  =  Y  W  +  ^dfcos  1/2  (D  +  d^) 
cos  cp^  =         ?_  cos  (p^. 


cos  t^  —  -^ ^  cos  t,. 


ri  —  r, 


^^  =  — 2 —  ^^*^  ^^  ^^*^  ^^ 
^^  =    ^  ~r    "  sin  (p^.  sin  t^.- 

j  z/  sind  die  Distanzen  der  beiden  Gestirne  vom  Mittelpunkte 
"des  Mikrometers.  Sodann  hat  man  folgende  Fälle  zu  unter- 
scheiden : 

T  .         •     1       f  oberen    |  ,,  , 

1.     (^  +  *  in  der  {      ^  \  Hälfte  des  Mikrometers: 

I  unteren  J 

(^  oben       3|c  unten    8^  —  8^  —  —  (z/^  —  z/J 

^  unten     3|c  oben      d^  _  ^^^  =  _u  (^^  __  z/^). 

1       Ijäska,  mathem.  Formelnsammlung.  cr 
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IL    ^  und  ^  zu  verschiedenen  Seiten  des  Mittelpunktes  des 
Mikrometers : 

^  oben       3^  unten     d^  —  ^.,  =  —  (z/^  -\-  z/^J 
^  unten     if  oben      d^  —  d\.,  =  +  (z/^  -|-  z/^)- 
p]s   erübrigt  nur  noch  die  Correction  der  Declinations-  und 
Rectascensionsdifferenz  wegen  Refraction,  und  die  Correction  der 
Rectascensionsdifferenz  wegen  Eigenbewegung. 

§.  2G9. 
Bestimmung  des  Ringmikrometerradius. 

Man  beobachtet  zwei  Sterne. 
Sei  ^1  der  Eintritt  am  Aeusseren 
U^     „     Austritt    „    Inneren 
^3     „     Eintritt    „  „ 

t^     „     Austritt    „     Aeusseren 
für  einen  Stern  und  fU^/s^i  dieselben  Grössen  für  den  anderen 
,  Stern. 

Ihre  bekannten  Declinationen  und  Rectascensionen  seien 

06  ^ 

Sei  ferner: 


.  des  Mikrometerringes 


so  wird: 


.Wa 

= 

15 

2 

ta 

cosd 

= 

ra 

sin 

ri 

^'a 

— 

15 
2 

Ta 

cos  d\ 

= 

fa 

sin 

71 

tg  Äa 

= 

^a 

+ 

."a 

8' 

— 

8 

tgBa 

= 

— 

\ 


so  ist: 


Correction  der  Ringniikrometerbeobachtiing.  867 

d'  —  d 


2  cos  Aa  COS  Ba 

^'a   +  f^g 

2  sin  Äa  COS  Ba 

^'a  —  ^a 

2  COS  Aa  sin  Ba 
sin  (Aa  +  Ba) 


sin  (Aa  —  Ba) 

Dahei  ist  r„  der  Radius  des  äusseren  Ringes.  Ersetzt  man 
den  Index  a  durch  /,  so  erhält  man  die  analogen  Formeln  für 
den  Radius  des  inneren  Ringes. 

Will  man  die  Refraction  berücksichtigen,  so  rechne  man: 
tg  N  =  ctg  (p  COS  Tq 

^0    =F     '/2  (^1    +   ^4), 

so  ist  an  Ö'  —  d  die  Correction  anzubringen: 
_  6T'  sin  (8'  —  d) 

sm^{y,(d  +  S')  +  N]' 

Man  wird  am  besten  die  Beobachtung  nahe  am  Zenith  aus- 
führen, wo  der  Einfluss  der  Refraction  ein  minimaler  ist.  Man 
wähle  die  Sterne  so,  dass  der  eine  möglichst  hoch  oben,  der 
andere  möglichst  tief  unten  den  Ring  passirt,!  so  dass  ö'  —  d 
möglichst  gross  wird. 


§.  270. 

Verbesserung  der  Kreis-  und  Fadenmikrometer  wegen 

Refraction. 

Man  berechne  mit  der  Polhöhe  (p  und  dem  Stundenwinkel  t 
die  Grössen  N  und  n  aus  den  Gleichungen: 

cos  n  =  COS  (p  sin  t 
sin  n  sin  N  =  cos  (p  cos  t 
cos  n  cos  y  ==  sin  (p 


und  sodann: 


.  _    ,  6000  k 


ün-^  (N  -f  d) 
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2    ctg  n  cos  (N  -[-  d) 


B  = 
B'  = 


1 5  cos  d 

]    ctg  n  cos  {N  -[-  1  d) 
15  ~         cos^d 


f=^-~  sin^  (N  +  d)  \^^^'^^^9^^  +  sind  sin  (2  N  +  c?)}, 

wo  d  das  Mittel  aus  den  beiden  Declinationen  der  Grestirne  be- 
zeichnet und  die  Grösse  Iz  aus  Bessel's  astron.  Unter.  I  zu 
entnehmen  ist.  h  ist  die  Constante  der  mittleren  Refraction  für 
Milirometerbeobachtungen. 

Sodann  lautet  die  Correction  wegen  Refraction: 

A.    Beim  Fadenmikrometer. 
Corr.  in  AB  =  Ä  X  B'  (in  Zeitsecunden) 

ö  ist  die  Declination  des  bekannten,  d'  jene  des  zu  bestimmen- 
den Gestirnes. 

B.    Beim  Kreismikrometer. 

Hier  rechnet    man    zunächst    die    Distanzen  z/  und  z/'    der 
Sehnen  der  beiden  Gestirne  vom  Mittelpunkte,  nach  den  Formeln: 

^2  =:  ^2  _  r^  tf  Vcosdcos{d  —  A)Y 

^'2  ==:  ^2  _  r^  t'fVc0Sd'C0S(d'  —  ^')T' 

statt 


kann  man  hinreichend  genau 


Vcos  d  cos  (d  —  z/) 
d  4-  D 


cos  — 2— 

nehmen,  wo  Z>  gleich  ist  der  Declination  des  Mittelpunktes  des 
Mikrometers. 
Dann  ist: 

Corr.  in  w  =  -^ — r —  ^  X  ^  (in  Zeitsecunden) 

^'  ^ 

„       „   d  =  H j^^  A  (in  Bogensecunden), 

z/'  —  z/  ist  in  Bogenminuten  auszudrücken. 
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Correction  wegen   Eigenbewegung. 

Seien   z/a  und  z/d    die  täglichen   Bewegungen  in   Bogen- 
minuten  ausgedrückt,  so  ist: 

Corr.  in  «  =  +  -^^ r-«;  *  tttt  0^^  Zeitsecunden). 

Die  Declination  wird  vom  p]influsse  der  Eigenbewegung  be- 
freit, wenn  man  die  Sehne  mit 


/'  =  1  -  T^ 


60  .  z/ß 


15  .  86  636 

multiplicirt.     Man  wird  daher  z/  nach  der  Formel 

15 


rechnen.     Für  /'  dient  folgende  Tafel : 

J  «  tägliche  Bewegung  in  «  in  Graden  und  Minuten,  /'  in  Einheiten 
der  5.  Decimale. 


Ja 


00 


10 


30 


40 


r,o 


60 


70 


0' 
10' 
20' 
30' 
40' 
50' 
60' 


0     i     121 


20 
40 
60 


141 
161 
181 


80     !     201 
100     i     221 


121 


241 


241 

362 

484 

606 

728   i 

262 

383 

504 

626 

748   i 

282 

403 

525 

646 

769   i 

302 

423 

545 

667 

789 

322 

444 

565  ' 

687 

810 

342 

464 

586 

708 

830 

362 

484 

606 

728 

850 

850 
871 
891 
912 
932 
953 
973 


Eine  Kreismikrometerbeobächtung  wird  also  umfassen: 

1)  3^  Red.  auf  Jahresanfang, 

2)  Red.  ad.  app.     Reductio  ad  appareus, 

3)  ^  —  3#c         die   berechnete  Differenz   zwischen  dem 
un])ekannten  Object  und  dem  bekannten  Sterne, 

4)  Red.  wegen  Refraction, 

5)  Red.  wegen   Eigenbewegung.     Dazu    kommt    noch    die 
Angabe  der  Zeit  für  die  Mitte  der  Beobachtung. 

In  der  neuesten  Zeit  kommt  das  Balken mikrometer  fasst 
allgemein  in  Gebrauch.     Die  Correctionen  für  dasselbe  sind: 

I.     Refraction: 


i  Corr.  (6' 

Corr.  («'  —  OL). 


^^  ~  mr^iN-^ö)  r^^     €0^6  "'  ""  '^^^'''j 
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a)  im  wahren  Parallel: 

~  ^^^^   ~^>   sm(N±d)' 

b)  im  scheinbaren  Parallel: 

'  ^  ^  sm'-  (N  +  d) 

II.     E  i  g  e  n  b  e  w  e  g  u  n  g. 

Corr.  (w'  —  a)  =  —  [4^ .  ISSi]  d' se&' Ö' zi  6\ 
d'  der  Abstand   der  vom  Wandelstern  beschriebenen   Sehne  vom 
Mittelpunkte   des  Kreuzes,  z/d'   die   48 stündige   Aenderung   der 
Declination  in  Bogenminuten. 

Corr.  {d'  —  d)  wird  berücksichtigt  durch  Verminderung  des 
fünfstelligen  Logarithmus   des  Reductionsfactors   der  Declination 

15        ., 
—  coso\ 

und   die   48  stündige  Bewegung   in  Ilectascension   ausgedrückt  in 
Bogenminuten. 

IIL     Krümmung  des  Par alleis  (für  Polsterne) 

Corr.  (d'  —  dj  ==  -  ^—  (d'Hijb'  -  dH(j^). 

IV.  Abweichung  des  Kreuzes  vom  rechten  Winkel 
und  fehlerhafte  Orientirung.  Sei  der  Winkel  des  nach  Nord- 
osten gerichteten   Schenkels    45^'  -j-  «,    jener   nach   Nordwesten 

45^  -f-  /3,  so  wird: 

Corr.  («'  —  «)  =  — — —  secÖ,,  hjia  —  ß) 
Corr.  (8'  —  d)  =  -  {Ö'  -  d)  Uj  («  +  ß). 

§.  271. 

Geocentrische  und  heliocentrische  Coordinaten. 

Sei   mit  N  ein  beliebiger  Anfangswerth  bezeichnet,  so  gilt: 

r  cos  h  cos  (l  —  N)  -^  R  cos  B  cos  (L  —  N)  z=  q  cos  ß  cos  (l  —  N) 

r  cos  h  sin  (l  —  N)  -\-  B  cos  B  sin  (L  —  N)  ^=  q  cos  ß  sin  (A  —  N) 

r  sin  h  -^  B  sin  B  =  q  sin  ß. 

Sei  I.  N  =  L,  so  wird : 

Q  cos  (l  —  L)  cos  ß  —  r  cos  (1  —  L)  cos  h  -f-  B  cos  B 

Q  sin  (A  —  L)  cos  ß  r=  r  sin  (I  —  L)  cos  h 

Q  sin  ß  —  B  sin  B  =  r  sin  h. 
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Setzt  man  also 

B  cosB  X    .  . 


r  cos  (l  —  L)  cos  h 
so  wird  im  Falle,  class  -\-tij'-m  ist: 

ty  {l  —  L)  ^=  ig  Q  —  L)  cos'^  m 
BcosB 


Q  COS  ß 


sinhyi  cos  (l  —  L) 
Q  sin  ß  =  r  sin  h  4-  B  sin  B, 

lind  im  Falle,  dass  — fg^m  ist: 

,    .,         j.         .    .j        ^.    2cosm 

tg  ß  —  L)  ^=  tg(l  —  L)  ^r— 

-^  ^  ^        ^  ^  ^  cosi  m 

B  cos  B  cos  2  m 

Q  cos  ß  =  -T— f- 

sin^  m  cos  (A  —  L) 

Q  sin  /3  =  r  sin  b  -[-  B  sin  B. 

Sei  IL  N  =  7,  so  wird : 

Q  COS  (k  —  7)  cos ß  =  r  cosh  -{-  B  cos B  cos  (L  —  7) 
Q  sin  (A  —  l)cos  ß  ^=  -f-  B  cos  B  sin  (L  —  7) 

Q  sin  ß  =  r  sinh  -\-  B  sin  B. 
Sei  III.  iV=  A,  so  wird: 

r  cos  (l  —  l)  cos  h  =  Q  cos  ß  —  B  cosB  cos  (L  —  A) 
r  sin  (l  —  A)  cos  b  =  —  B  cos  B  sin  (L  —  A) 

r  sin  b  :=  Q  sin  ß  —  B  sin  B. 
IV.    Setzt  man  N  =  I/2  (?  +  L),  so  wird: 

t{f  {^  -  V2  (?  +  L)\  =  tyßö^^  +  i)tg\,  (7  -  L) 
_  {r'  4-  B')  sin  ^A  (7  —  L) 
^  ~     sin  [A  —  V2  (?  +  L)\ 
(r'  —  B')  cos  1/2  Q  —  L) 


dabei  ist: 


cos  [}.  -  y,  (1  ■+-  L)]   ' 


r'  =  r  cos  b 
R'  =  BcosB 


D  i  f  f  e  r  e  n  t  i  a  1  f  0  r  m  e  1  n. 
^^  _  rcosQ-l)  ^^        sin(l-l)  ^^, 
^  Q 

^  Q  =  —  r  sin  (1  —  A)  z/  7  -|-  cos  (7  —  A )  z/  r 
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yi R  —  /•  sin ß  cos ß  sin  (l  —  ^)    .1    ,    r  cos"^ ß   ^. 

Zi  p  —  — —   zy  //   — f-  — —  z/  (} 

Q  '      Q  COS^  b 

ro<>^  3 
+  — —  [tg^  —  COS  Q  —  l)  tgß]  z/r 

^  COS  (A  —  Q,)  COS  ß  =^  r  cos  u  -{-  B  cos  (L  —  Q>y 

Q  sin  (k  —  ß)  cos  ß  =  r  sin  11  cosi  -\-  R  sin  (L  —  Q^} 

Q  sin  ß  =  r  sin  u  sin  i. 
Aus  dem  letzteren  ergiebt  sich,  wenn 
.  tg  ß  cos{L  —  <ß) 


und 

gesetzt  wird: 

^^^^"       sin(L-  A) 

tgB  ^=  cos  i  tg  u 

.^,r  —  ^^(^  -  ^)sinÄ 
•^^-       sin(Ä  +  i) 

^ R  sin  (L  —  X)  cos  B 

cos  u  sin  (B  —  X  -\-  ^) 

§.  272. 
Formeln  für  heliocentrische  Coordinaten. 

Man  hat  für  die  Ekliptik: 

X  =  r  cosh  cos  li 

y  =  r  cosb  sin  l^ 

z  =  r  sin  &, 
dabei  ist  h  die  Breite,   l^  die  auf  die  Ekliptik  reducirte  Länge,, 
r  der  Radiusvector.    Man  hat,  wenn  l   die  Länge  in   der  Bahu 
bezeichnet, 

X  =  r  {cos  (l  —  (ß)  cos  <Q)  —  sin  (l  —  ß)  sin  ß  cos  i\ 
g  =  r  [cos  (l  —  ^)  sin  ß  -|-  sin  (l  —  ß.)  cos  S^  cos  i] 
^  =  r  {sini  sin  (l  —  ^)]. 
Ferner  wird: 

X  =  r  {cosb  -f-  2 sin'^  —  sin ß)  sin  (l  —  <^)j 

g  =  r  {sinb  —  2sin^  -^  cos  ß  sin  (l  —  ^)j 

^  =:  r  {sini  sin  (l  —  ß)}. 
Diese  Formel  ist  besonders  für  kleine  Neigungen  verwendbar. 
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In  diesen  Formeln  ist 

u  =  V  -\-  iv  =  1  —  Q) 

7t  =  IV  -\~  ß. 

i;  die  wahre  Anomalie.     Die  positive  X-Axe  fällt  mit  dem  Früh- 
lingspunkte (r)  zusammen. 

Man  hat  ferner:    für  eklipticale  Coordinaten: 
X  =  r  {cos  u  cos  ^  —  sin  u  sin  ß  cos  i} 
y  =1  r  [cos  u  sin  ß  -f-  sin  u  cos  Q.  cos  i] 
2   =  r  sin  u  sin  /, 

und  für  äquatoreale  Coordinaten: 
x'  =  r  [cosu  cos  <ß  —  sinu  sin  ß  cosi} 

y'  —  r  {cos  u  sin  ^  cose4-  sin  u  cos  Q>  cos  i  cos  s  —  sin  u  sin  i  sin  £} 
^'  =r  r  {cos  u  sin  Q>  sin  a  +  sin  u  cos  <ß  cos  i  sin  e  -f  sin  u  sin  i  cos  f} 
Setzt  man: 

sin  a  sin  A  =  cosQ) 
sin  a  cos  Ä  =  —  cos  i  sin  ß 
sin  h  sin  B  =  sin  ß  cos  s 
sin  h  cos  B  =  cos  ^  cos  i  cos  s  —  sin  i  sin  s 
sin  c  sin  C  =  sin  Q)  sin  e 
sin  c  cosC  =  cos  <ß  cos  i  sin  s  -f-  sin  i  cos  £, 
so  folgt: 

x'  =  r  sin  a  sin  (A  -\-  u) 
y'  =z  r  sin  h  sin  {B  -^  u) 
z'  =  r  sine  sin(C  +  u). 
Die  Berechnung  von  b,  B,  c,  C  kann  man  sich  erleichtern 
durch  Einführung  der  Grössen: 

n  sin  N  =  sin  i 

n  cos  N  =  cos  ß  cos  i, 
so  wird: 

sin  b  cosB  =  n  cos  (N  ~\-  e) 
sin  c  cosC  =  n  sin  (N  +  f). 
Als  Prüfungsgleichung  benutze  man: 

.   ^ sin b  sin c  sin  (C  —  B) 

sin  a  cos  A 

Sind  die  Elemente  ß^  und  i^  auf  den  Aequator  bezogen,  so 
wird  die  Berechnung  einfacher;  man  hat: 
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sin  a  sin  Ä  ==  cos  ß^ 
sin  a  cos  Ä  =  —  sin  Q)i  cos  ii 
sin  h  sin  B  =  sin  ß^ 
sin  b  cos  B  =  cos^^  cos  i^ 
sin  C  =  sin  ii 
C  =  0. 
Verlangt  man  die  Eklipticalconstanten,  so  hat  man  mit 
Eklipticalelem  eilten: 

sin  üi  sin  Äi  =  cos  ^ 
sin  tti  cos  Ai  =  —  sin  <ß  cos  i 
sin  hl  sin  B^  =  sin  Q> 
sin  hl  cos  Bi  =  cos  S2)  cos  i 
sin  Gl  =  sin  i 
Gl  =  0. 
Und  es  wird: 

X  =  r  sin  »i  sin  {Ai  -\-  u) 

y  =  r  sin  hi  sin  (Bi  -\-  u) 

s  =z  r  sinCi  sin  (6\  -f-  nj.  ■    y 

Sind  die  Elemente  auf  den  Aequator  bezogen,  so  folgt,  wenn 

ni  sin  Ni  =  sin  ii 

ni  cos  Ni  =  cos  ß)i  cos  ?i 

sin  tti  sin  Ai  ^=  cos  ^i 

sin  üi  cos  ^1  =  —  cos  ii  sin  ^i 

sin  hl  sin  Bi  =  sin  ^icose 

sin  hl  cos  Bi  =  ni  cos  (Ni  —  «) 

sin  Ci  sin  Gi  =  sin  <ßi  sin  e 

sinCi  cos  Gl  =  7ii  sin  (N^  —  s).  i 

Man  kann   noch  andere  Transformationen  vornehmen.     Be-   " 

achten  wir,  dass 

r  sin  V  =  a  sin  E  cos  cp 

r  cosv  =  a  cos E  —  a  sin qp, 


wobei 


a   die  halbe  grosse  Axe, 

E    „    excentrische  Anomalie, 

sin  q>  z=  e  =  der  Excentricität  ist,   so  können  wir  statt 

X  =  r  sin  a  sin  (A  4-  u) 
z=  r  sin  a  sin  (A  -\-  iv  -|-  v) 
=  r  sin  V .  sin  a  cos  (A  -j-  iv) 
-\-  r  cos  V .  sin  a  sin  (A  -f-  tv). 
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Setzt  mau   für  r  sin  v  und  r  cos  v  die  Wertbe    ein ,   so  folgt, 
wenn  gesetzt  wird: 

l  sin  L  z=  a  sin  a  sin  Ä 

l  cos  L  =  a  sin  a  cos  A  cos  9 

A  =  —  l  sin  cp  sin  L 

m  sin  M=  a  sin  h  sin  B 

m  cos  M^=  a  sin  h  cos  B  cos  cp 

fi  ==  —  m  sin  (p  sin  M 

n  sin  N  =  a  sin  c  sin  C 

n  cos  N  =  a  sin  c  cos  C  cos  (p 

V  =  —  n  sin  (p  sin  iV, 
so  folgt: 

X  =  1  sin  {E  +  L\  +  l 
y  =  m  sin  {E  -\- 31]  +  f^ 
^  =  nsin  {E  -j-  N]  +  ^• 
Man  findet  für  die  äquatorealen  Coordinaten: 

dÄ  =  -^^  .  ^ ^  +  1/2  t(i i  sin 2Ä  .  di 

\        =  Vo  sin i  tq i  sin  2Ä.dQ)  —  tu i  cos^  A.di 
sina         •^  v  ^ 

-, -^      sina  cos  6   .    ,  .       x>n70   1  sina  sine    ,    ,.       i^x    -    t^    1  • 

d  Br= ^- — sw  (Ä  —  B)d6^-] ^-7 —  sin  (Ä  —  C)  suiB.di 

sinb  ^  sin  0  ^ 

,    sine     .    ,-r»         ^,   -, 
sm  (B  -—  C)  de 


sinh 


dsinh      sina  cos  s       ,.      -r>   ^r-.      sm  a  sin  c    .    ,  .       ^        ^    ,. 

— ^^-  = ^ — cos(A  —  B)döi r— ; — sin(A —  C)cos  B .dt 

sin  0  sin  h  sin  h 

—  ^Jll£cos(B-  C)de 
sinh        ^ 

.  .^      sina  sin  s   .    ..      ^7^      sina  sinh    .    ,.       tj.    -    ry  j - 

d  C  = ; sin (A—  C)d  9, -. sin  (A  —  B)  si nC.di 

smc  ^  ^  sin  c 

-\ — : —  Sin  (B  —  C)ds 

'   smc        ^  ^ 

d sin c      sin a  sin  £       .  .      ^,  -, o   .  sin asinh   .    .  .       -„.        ^    7  . 

-^ = : COS (A—  C)dU-\ : sin (A  —  B) cos  C.di 

sine  sine  ^         '       sine 

'   sine  ^ 

Vergl.  Berl.  Jahrb.  1818,  S.  268. 
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Man    hat    für   das   aquatoreale    System   und   die    Aequator« 
Constanten : 

J  a  cosa  ^=  —  z/  ß  sin  h  cos  (B  —  A)  -\-  ^i  sin  Q>  sin  i  cos  A 
/l  h  cos  b  =       z/  ß  sin  a  cos  (A  —  B)  —  zli  cos  Q)  sin  i  cos  B 

zic  =  J  i 
zJ A  sin a  =  —  z/ ß  sin h  sin  {B  —  A)  -\-  zli  sin  Q)  sin i  sin  A 
JB  sin  h  r=z       z/  ß  sin  a  sin  {A  —  B)  -\-  /J  i  cos  Q^  sin  i  cos  B 
zJC=0. 
Man  hat  ferner: 

sin  (A  —  B)  sin  a  sin  b  =  cosc 
sin  (B  —  C)  sin  b  sin  c  =  cosa 
sin  (C  —  A)  sin a  sin  c  =^  cosb 
ctg  (A  —  B)  cty(C  —  A)  =  cos"" a 
ctg  (B  —  C)  ctg  {A  —  B)  =z  cosH 
ctg  (C  —  A)  ctg  {B  —  C)  =  cos^  c 
cos  (A  —  -ß)  =  —  ctga  ctgb  ==  sin  (C  —  A)  sin  (C  —  B)  siw^o 
cos (B  —  C)  =  —  ctgb  ctg c  =:  sin  (A  —  B)  sin  (A  —  C)  sin'^ a 
cos  (C  —  A)  =  —  ctga  ctgc  =  sin(B  —  C)  sin  (B  —  A)  sin^b. 
Vergl.  Berlin.  Jahrb.  1813,  S.  104. 

§.  273. 

Transformation  der  Bahnlage. 

Seien  i     9,     iv 

aquatoreale, 

il      ^i    IVi 

ekliptikale  Elemente,  s  die  Schiefe  der  Ekliptik  und  ö  die  im 
Dreieck,  Aequator,  Ekliptik  und  Bahn  dem  Winkel  £  gegenüber- 
liegende Seite,  so  hat  man  folgende  Beziehungen: 

cos  1/2  il  sin  1/2  (ßi  -f-  0)  =  cos  V2  (<^*  —  ^)  si^^  V2  ^ 
cos  1/2^1  cos  V2  (^1  +  ^)  =  cos  V2  {i  +  £)  cos  V2  ^ 
sin  1/2  h  s^^  V2  (^1  —  ^)  =  -^'^'^^  ^^2  (^  —  ^)  '^^"'^  ^^2  ^ 
sin  V2  h  cos  h'^  (9^i  —  0)  ==  sin  V2  (i  +  f)  cos  1/2  ^^• 
Ferner  wird : 

Ttj   =r   IVi   -{-    0,1. 
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Man  kann  aber  auch  rechnen  wie  folgt:    Man  hat  nach  den 
gewöhnlichen  Formeln: 

sin  ij  cos  0,1  =  sin  8  cos  i  -\-  cos  8  sin  i  cos  Sh 
sinii  sin  ßi  =  sini  sin  Sl 

cos  ii  =  cos  8  cos  i  —  sin  8  sin  i  cos  ^ 
sin  ^l  cos  ö  =  cos  8  sin  i  -\-  sin  s  cos  i  cos  O 
sin  ^l  sin  ö  =  sin  8  sin  ß . 
Setzt  man  in  diesen  Formeln: 

sin  a  sin  A  =  sin  i  cos  ß 

sin  a  cos  A  =  cos  i  ^ 

sin  h  sin  B  =  sin  i 

sin  h  cos  B  =  cos  i  cos  hl , 
so  wird: 

sin  ii  sin  Ü,  j  =  sin  i  sin  ^ 

sinij^  cos  ßi  =  sin  a  sin  (A  +  «) 
sin  ?i  sin  ö  =  sin  8  sin  O 
sin  i^  cos  6  =  sin  h  sin  (B  -|-  8) 
cos  ii  =  sin  a  cos  {A  -(-  f) 
■W^  =  IV  -(-  ö 
^1  =  n\  +  ^,1. 
Für    die    umgekehrte    Aufgabe    bestehen    analoge   Formeln. 
Man  hat: 

sin  Va '/  sin  1/2  (ß  -\-  6)  =  sin  i/g  (?i  -|-  f)  sin  1/2  ^1 
sin  1/2  *  cos  V2  (^  +  <^)  =  s^'^  V2  (h  —  f)  cos  1/2  ^1 
cos  V2  i  s^n  V'2  (ß  —  6)  =  cos  V'2  Oi  +  ^)  ^^'^  V2  ^1 
cos  V2  **  cos  V2  (^  —  ^)  =  ^ös  V2  (h  —  «)  <^ÖS  V2  ^1 

?(;  =  tt'i  —  6 

TT  =r  IV     -{-    f^ 


oder: 


sm  «j  sin  Ai  =  sin  i^  cos  Q:  i 
sin  tti  cos  Ai  =  cos  ?i 
sin  hl  sin  Bi  =  sm  ii 
sin  h  cos  B^  =  cos  i^  cos  ^^  1 
sin  i  sin  ß  =  sin  i^  sin  ß  1 
sin  i  cos  Q,   =  sin  a^  sin  {A^  —  e) 
sin  i  sin  6     =  sin  8  sin  ß  1 
sin  i  cos  6     =  sin  bi  sin  {Bi  —  s) 
cos  i  =  sin  üi  cos  {A^  —  e) 
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§.  274. 

Reduction  auf  die  Ekliptik. 

» 

Sei       l  die  Längei   .      ,      ^  ,         7    •     j      -ni  v  i.-i 
,  p,     .^      in  der  Bahn,     /j  m  der  J^kliptik, 

*     „    Neigung  I  ^^^^  |.^^  ^^^  Ekliptik. 

bl    „     Lange  des  KnotensJ  ^  ^ 

fi    „    die  Projection  von  r  auf  die  Ekliptik, 
so  hat  man: 

iy  Ql  —  ß)  =  cositg  (l  —  ß) 
s^f^  &  =  sw  itg  {l  • —  <Q, ) 
tgb  =  tg  i  sin  (li  —  Q,) 
r^  =  r  cos  h. 
Für  kleine  Neigung  hat  man  ferner: 
7         7  ,  „  ^   sin  2  (l  —  ft)    ,    ,      i  sin  4-  (l  —  9,) 

Diese  Reihe  stellt  die  Reduction   auf  die  Ekliptik  dar. 
Man  hat  folgende  Differentialgleichungen: 
dli  cosi 


dl 

cos'^  b 

dl, 

di 

=  —  tgb  cos  Qi  —  Q,)  =  —  ^l^tgi  s 

8/1 

2  sin'^  -TT  —  sin^  b 
cost                    2 

aa 

cos  2  b                  cos'^  b 

cb 

dl 

db 

=  —  ^  =  sin  i  cos  (?i  —  a) 

db 

"dJ 

cos  i 
= V-  sin(l  —  a)  =  sin{li  —  Q,) 

db 

dO. 

=  —  sin  i  cos  (l,  —  ß) 

dr, 

dr 

=  cosb 

dr, 
dl 

dr,                  .    .db 
=  —  TTTT  =  —  rstnb  — T 

dO,                          cl 

dr, 

di 

.    ,   db 

=  —  r  sm  b  —^ 

öl 

dr, 

d  Q. 

.    j   db 

Gegenseitige  Lage  der  Bahnen. 
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g.  275. 

Formeln  für  die  gegenseitige  Lage  zweier  Bahnen. 

Seien:     Q,    ßi  die  Kiiotenlängen, 

i     ii      ,,     Neigungen. 
Sei  g  der  Schnittpunkt  beider  Bahnen,  und 

V  a  +  ß  G^  =  r,     V  ßi  +  ai  G^  =  r, 
y  die  gegenseitige  Neigung, 
V   der  Frühlingspunkt. 
Fior.  31. 


Man  hat: 
sin  ^  siny'i  [(rj  —  ß)   +  (r  —  ß)]  =  sin 


— — -  sin  — !- — - 


sin  ^  cos  V2  [(ri  -  ßi)  +  (r  —  ft)]  =  cos  ^    ^  ^'  sin  ^—^ 
COS  ^  sin  V.2  [(ri  _  ^0  -  (r  -  ft)]  =  sin  ÜZli^i  cos  Mf^ 


y 


^  —  Qi         i  —  h 
cos 


cos  ^  cos  1/2  [(ri  —  aO  —  (^  —  ß)]  =  CÖ5  ^        ...       .^ 

oder : 

cosp  =  cos^  cos^'i  -f-  sini  sinii  cos(Q>  —  ßi) 
s/n  ( a  —  ^1)  cof^  (ri  —  Q>i)=  —  cotg i  sin ^  +  cos  icos{Q,  —  Q, j) 
sm(Q,  —  9,1) cotg {z —  ß)  =  -(-  sini  cotgi^  —  cosi  cos(Q,  —  ^1) 

sin{t  —  Q,) sin(Ti  —  q^)  __  sin{Q,  —  ßj) 

sinii  sitii  ~~  siny 

Ist  die   gegenseitige  Neigung  klein,  so   kann   ruan    genähert 
setzen : 
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Ti  —  Ti  =  jr^,  tgi  tyi^  sin{a.^  —  ß). 

Man  hat  auch: 
siny  cos(t  —  ^)  ==  sin  i  sin  i^^  —  sinii  cos  i  cos  (^  —  Sli). 

§.  276. 

Reduction  auf  ein  anderes  Aequinoctium. 

Sei  t()  das  gegebene,  t^  das  gesuchte  mittlere  Aequinoctium 
der  Elemente  (in  tropischen  Jahren  ausgedrückt),  so  hat  man: 

a)  bei  eklip tischen  Elementen: 

r  =  fo  —  1850 
'^  =  ^1  --  /o 
7t  =  173«  0'  12"  +  32",869r  +  0,000087  r^ 

+  {—  8",683  —  0",000026r}'^  +  0",000011'^2 
^  ==  {0",47950  —  0",0000065t)  d- 
l  =  {50",23465  +  0",0002258r(  ^  +  0",00011290'^2 
d  =  —  tg  1/2  ?'o  tg  1/2  ^ 
y  =r  cotg  V2  ^■o  tg  1/2  ft 

Trzr  >;  ^ — -^  sinl(Sl^  —  n)     7o  =  1,  2,  3  .  .  . 

;r,  =  3r„  +  Z  +  2  r 

<^  A  (».  -  ni)  -  ^os>!,(T+C) '^  "  ^- 

b)  Bei  äquatorealen  Elementen. 

p  z=  {23",030  +  0",000142  x}  ?f  +  0",000031  %'' 
n=  [-\-  20",0515  —  0",0000867t}  '9-  —  0",00004334^2 
m  =  {46",05931  —  0",00028391  rj  ^  +  0",00014195'^2     . 
^  —  tg  V2  «0  ig  V2  n^ 

7  =  äg  V2  ^'ö  ig  V2  w 

T  =  -ArjT  COS  (9.  +p) ^,  Sin  2  (ß  +  p) 

urc  1  ^        '    ^  ^        arc  2 '  ^        '    ^^ 


arc  3 
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O^i  =  ^0  +  ni  +  T  +  C 
^1  =  ^0  +  ^*  +  2  T 
.    ,    /*        •^  -^i^il^  -^P+  '2C-r+  C)]  ^ 


§.  277. 

Berechnung  einer  Ephemeride. 

Man  berechne  sich  nach  §.  272  aus  den  Elementen  zunächst 
die  Constanten 

a      b       c 

Ä     B      C, 
und  zwar  für  das  betreffende  Aequinoctium.     Sind  die  Elemente 
nicht  auf  das  Aequinoctium  der  Ephemeride  bezogen,  so  müssen 
sie  nach  §.  276  auf  dasselbe  gebracht  werden. 

Sodann  berechne  man  sich  in  (gewöhnlich;  viertägigen  Inter- 
vallen die  mittlere  Anomalie. 

5ei   T  die  Epoche   der  Elemente    und   M  die  daselbst  an- 
gegebene mittlere  Anomalie,  so  wird  für  die  Zeit  t 

Mt  =  MT  +  (t  -  T)ii, 
wobei  II  die  mittlere  tägliche  Bewegung  bezeichnet. 

Dieselbe  kann  auch  aus  der  grossen  Axe  a  berechnet  werden: 

l  Vi  +  m  fw*  =  Masse 

^  ~"         '^^         [log  l  =  8,235  581  441  —  10. 
Zu  dieser  wird  sodann  die  excentrische  Anomalie  gerechnet: 
E  ~  e"sinE:=  M 


ferner : 


e      sm  (p 

arc  \"  ~  urcV" 


r  sin  V  =  a  cos  tp  sin  E 
r  cos  V  =  a  (cos  E  —  e). 
Dieses  giebt         r  und  v.     Mit  v  rechne  man: 

U  =  V  -j-   IV, 
Läska,  mathem.  Formelnsammluiig.  -/> 
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wobei 


Dann  ist: 


Man  hat  aber: 


X  =  r  sin  a  sin  (Ä  -\-  u) 
y  =  r  sin  b  sin  (B  -\-_  u) 
z  =  r  sin  c  sin(C  -\-  u) 


Q  COS  Ö  COS  GC  ^r=z  X  -{-    X 

Q  COS  d  sin  a  =  y  -\-  Y 
Q  sin  8  =  ^  -^  Z. 
Die  Sonnencoordinaten  XY  Z  sind  für  die  betreffenden  Tage 
aus  dem  Berliner  Jalirbuche  zu  entnehmen. 

Hierauf  werden   aus   den   viertägigen    Intervallen   die   Coor- 
dinaten  a  und  d  durch  Interpolation  gewonnen. 
Bei  der  Parabel  wird  man,  da 

r  ^=  q  sec-  Y2  "^i 


die  F 

orm 

wählen 

: 

X  = 

q  sin  a  . 

sin 

{A  + 

lÜ 

4-'^) 

sec-^ 

1/.2  V 

y  = 

q  sin  h  . 

sin 

(^  + 

w 

+  ^J 

sec- 

V,t' 

z  = 

q  sin  c  . 

sin 

{C  + 

IV 

+  v) 

sec'^  1/2  V 

I 

^'erner  wird 

Mt  = 

t  —  T 

= 

V2   f 

V 

"2 

+  V 

i^y 

2r 

wobei  T  die  Zeit  des  Durchganges  durch  das  Perihel  bezeichnet. 
Eine   Tafel,    die   unmittelbar  v   durch  M  giebt,    findet   man   in 
Oppolzer's  Lehrbuch   zur  Bahnbestimmung.     Für  die  Berech- 
nung  der  Bahnen   mit  Excentricitäten  nahe  =  1  muss   auf  dasj 
erwähnte  Werk  verwiesen  werden.  ■ 

Die  Ephemeriden  geben  dem  allgemeinen  Gebrauch  ent- 
sprechend stets  die  auf  das  wahre  Aequinoctium  bezogenen 
Orte.  Da  man  zufolge  der  obigen  Rechnung  die  auf  das  mitt- 
lere Aequinoctium  reducirten  Orte  erhält  (X^  Y^  Z  sind  auf 
das  mittlere  Aequinoctium  bezogen),  so  muss  man  an  die  be- 
rechneten Rectascensionen  und  Declinationen  noch  die  Correction 
wegen  Präcession  und  Kutation 

J a  =  f  -{-  g  sin  {G  -|-  a)tg6 

zi  d  =  g  COS  {g  -\-  a) 
anbringen.      Die  Fixstern-   und   Planetenaberration   wird    durch 
die  Aenderung  der  Beobachtungszeit  schon  berücksichtigt. 
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§.  278. 

Verg-leichung  einer  Ephemeride  mit  den  Beobachtungen. 

Die    Beobachtungen   werden    gewöhnlich   in    den   astronomi- 
schen Nachrichten  wie  folgt  publicirt: 

Beobachtung  des am  Aequatoreal  .  .  .    der  Sternwarte   zu  ...   • 

Beobachter : 


Nr. 

Mittlere'   ,     j   ^„  Zahld.\er-                  _        !               ,^     J   , 
Datum   ^  ,       .■.J(t\J&\    ,.,                (capi).    ifpcc    dapp.    Ifpd    ^ 
Ortszeit  :          ;           gleichungen          ^i       j  i             i'i       j  i        ^ 

1 

2:34 

5 

■ 

6 

1 
7       18           9 

10 

11 

.       I         .        .       .•         '      Red.      !         ,        .       ,.  Red. 

:k     i    «-Aequmoctium   '       ,  t)- Aequinoctium  ,  Autorität 

'      1  ^  ad  app.  lad  app.  \ 


11 


12 


13 


14 


15 


16 


Die 


Bemerkungen   zu   der   Beobachtung. 

1.  Coli,  giebt  die  laufende  Nummer  der  Beobachtung, 

2.  „      das  Datum, 

3.  „      die  mittlere  Ortszeit, 

4.  und  5.  Coli,  die  Differenz  (<^  —  i^)  des  beobachteten 

Objectes  gegen  den  Vergleichsstern, 

6.  Coli,  die  Zahl  der  Vergleichungen, 

7.  .,      die  scheinbare  Rectascension  |   beide  bezogen  auf 
9.      ,,        ,,  „  Declination     J    den  Jahresanfang, 

8.  und  10.  Coli,  die  Factoren   (vergl.  §.  232,  Ueber  Par- 
allaxe ) : 

n  h  cos  cp'     sin  {(i  —  a) 


Ifpa 


Ifp  d  ^=  jth  sin  cp 


15  cosd 

,    sin  (y  —  d) 


'  obei : 


SD)  y 


tg? 


tgcp' 


Die 


cos  {0  —  « ) 

11.  Coli,  giebt  die  Nummer  des  Yergleichssternes, 

12.  und  14  Coli,   giebt  die  Coordinaten   des  Yergleichs- 
sternes, 

56* 


884  '  Vergleicliung  der  Epliemeride. 

Die  13.  und  15  Coli,  giebt  die  Reductio  ad  apparens  (vergl. 
§•  232). 

Die  Ephemeriden  geben  dem  allgemeinen  Gebrauch  ent- 
sprechend stets  die  auf  das  wahre  Aequinoctium  bezogenen  Orte. 

Die  Ephemeriden  finden  sich  gewöhnlich  von  Tag  zu  Tag 
berechnet. 

Soll  die  Beobachtung  mit  der  Ephemeride  verglichen  werden, 
so  interpolirt  man  zunächst  aus  der  Ephemeride  oc  und  ö  für  die 
Beobachtungszeit. 

Die  Ephemeride  giebt  geocentrische  Orte.  Die  Beobachtung 
ist  daher  vor   der  Vergleichung   um  die  Parallaxe  zu  corrigiren. 

Man  hat  also  zu  rechnen: 

1)  Beobachtungszeit 

2)  —  Aberrationszeit  (498*,65  9;     %*498«,65 

r=  2,6978  Q    die   geocentrische   Distanz)  

3)  4"  Längendifferenz  gegen  den  Meridian,  giebt 

die  Beobachtungszeit  im  Meridian 

Diese  giebt  in  Decimaltheile  des  Tages  um- 
gesetzt             

Für  diese  Zeit  interpolirt  man  a  und  d  aus  der  Ephemeride. 
Dieses  giebt  das 

acai,  d.  h.  gerechnete  Rectascension, 
dcah  ^'  h.  gerechnete  Declination. 
Nun   reducirt   man    die    beobachteten    Rectascensionen   und 
Declinationen  dadurch  auf  den  Erdmittelpunkt,  dass  man  additiv 
die  Correctionen 

1/  p  oc  Ip  p8 

~Q  Q 

an  sie  anbringt,  wo  q  die  geocentrische  Distanz  des  beobachteten 
Objectes  ist.     Dadurch  erhält  man: 

aohs,  d.  h.  beobachtete  Rectascension, 

dobs,   „    „  j,  Declination. 

Alsdann  giebt: 

—  a.al  4-    ^ohs  =  ^CC 

—  Seal  +   ^ohs  =  ^^, 

d.  B.    „Beobachtung  weniger  Rechnung"  [den  Fehler   der 
Ephemeride  an. 
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§.  279. 


Setzt  man: 


Elliptisclie  Bewegung- 


X  =  r  cos  h  cos  1 
?/  =  r  cos  h  sin  1 


=  0 


^  =  r  sin  b, 
so  folgt: 

TtV' dt) +  '■''' ^''""^{di)  =^ 

oder : 

^  (r  cos  h)  —  r  cos  b  (  ^  j    -| ^-^ — ^  (r  cos  b)  =  0 

-j^  (rstnb)  +         ^7        (rsi^Z^j  =  0. 
Setzt  man: 

~i-\-~j-\-—  'k=:  e*'/'+iv^  +  '^-/ 

wobei  ijh  Quaternioneinheiten  sind,  so  folgt,  da 

i i  =z  jj  z=  hh  =  —  1 

ij  =  —ji 

ik  =  —  ki 

j^  =  —  ^j 


V      dt)~  dt\      dt)  dtV     dt)         ' 


886  Elliptische  Bewegung. 

dr^        U\dt)   ^\dt)     ■\dtj  j^  r2  -^ 

A 

dt 
und  es  wird: 

0  =  cos  cp  cos  tp  cosx  —  sin  cp  sin  ij^  sin  % 
X  =^  r  {sin  cp  cos  ^  cos  %  +  cos  cp  sin  i^  sinx] 
ij  =rr  r  {sin  1^  cos  cp  cos  %  -\-  cos  ^  sin  cp  sin  %] 
z  r=  f  {sin  %  cos  cp  cos  i^  -\-  cos  X  sin  cp  sin  i/^} 

sin  jb  sin  y  2  m 

oder:  '        ^        ^  — 


cos 

9 

sin 

2(3P 

sin  cp 

sin 

l  _ 

2 

m 

cos 

•^ 

sin 

2i/^ 

sin  cp 

sin 

^  _ 

2 

w^ 

cos  X  ^^^  2  % 

wobei  ni  =  sir^  qp  s^#^  ^  sin  x 

X  ^=  r  (cos  li  cos  ß  —  sin  ti  sin  Q^  cos  i) 
y  ^=  r  (cos  u  sin  9,  -\-  sin  u  cos  ß  cos  i) 

z  =  r  sin  u  sin  i 

U  =  V  -^  w 

W  =  7t  ß 

X sin  9,  sin i  —  y  cos  9  sin i  -\-  zcosi  =  0 


(7c)  =  hVl+  m 
dy  dx        /7  N 1  /~       . 

dz  dy        /7  M  /—  •    r>     •     • 

M  -—  —  0  -r^  z=  (k)  Vp  sin  9  stn  t 
^    dt  dt 

X  -T7  —  ^  ~Tf  ^=  —  (^^)  Vp^os  9  sin  i 
dt  et  t 

«■'=i'^-»a'+i'ii-'§fr+i4:''^ 

-('■+.-+")|(S)'-(S'+(S)l 

{    dx    .       dy    .        dz]' 
a    ~~  V'^2  +  y2  _|_  si        \\dt)   "^  \dt)   '^  \dt)  ) 
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US  der  letzten  Fo 
Bahn : 


Aus  der  letzten  Formel  folgt  für  die  Geschwindigkeit  in  der 


^    r         a 
und  es  ist  die  Bahn 

eine  Ellipse,  wenn  g  <^hVl  -\-  tu   y  — 

„     Parabel,       .,     <j  =  Je  Vi  -\~  m  \   — 

„     Hyperbel,    „     y  :>  kVl  ^  mV  —■ 
Man  hat: 


a  =  P^/  +  '"p         loy  ^  =  2,562598427, 

wobei  a  die  halbe  grosse  Axe,  T  die  Umlaufszeit  bezeichnen,  und 

^^'^'^  _  a"!'  _  _    Tc 

T  Vi  4-  m        T,  ]/\  4-  m,  ~  '  '  '  ~~  Jli' 

Es  ist: 

Ic  =  0,017202099 
logJc  =  8,235581441  —  10 
logh"  r=  3,550006575 
Man  hat: 

e  =  sin  (p 

p  r=  a  (1  —  e-) 

sowie  für  die  Excentricität  e  die  Formeln: 
cos  (p  =  Vi  —  e2 


1  —  e  =  2  cos2  ^450  4-  -^^ 
1  +  e  =  2sm2  ("450  —  ^ 

vr+7+  vr=T=  'icos  ^ 


1/1  +  e  —  i/r=^=  2  s/>^  ^. 

Sei  fi  die  mittlere  Bewegung,  so  wird: 


888  Relationen  zwischen  Zeit  und  Ort. 

^i  =  "4-  Vi  +  ^^^ 

und 

dabei  ist  Jf^  die  mittlere  Anomalie  zur  Zeit  #o- 
Man  hat  weiter: 

U  r=  V  -\-  w 

IV   =   7t ß 

L  =  7t  +  31, 
dabei  ist 

t'  die  wahre  Anomalie  vom  Perihel  zu  zählen, 
71  die  Perihellänge, 

(Q)  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens, 
L  die  Länge  in  der  Bahn, 
u  der  Abstand  des  Körpers   vom  aufsteigenden  Knoten  oder 

Argument  der  Breite, 
IV  Abstand  des  Perihels  vom  Knoten. 


§.  280. 
Relationen  zwischen  der  Zeit  und  dem  Orte. 


fr^dv=    f  jT-T^ ;  =  fcViHl+m)    [dt 

J  J    (1  +  ecosv)^  ^  ^    ~     V 


1  —  e 

£ 


1  +  e 

T  =  fg  1/2  V, 
SO  folgt  durch  Integration: 
L    ^  <  1     Ellipse: 


i)%  1  4-  £r2  '  y: 

IL    e  >  1     Hyperbel: 


Consfcwte. 


IvVl  +  mt  (1  +  e^)  (1  —  e)  _  _      2er 

py-^  "        1  +  £r2 


faj?fe. 
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III.    e  =rr  1     Parabel: 


uyl 


m 


Setzt  man  in  der  Ellipse: 
sowie 

SO  wird: 

E  —  e  sinE  =  M^  +  ^i  (t  —  t,). 

Die  Berechnung  von   E  aus   M  durch  Versuche   mit  Hülfe 
der  Taf.  XXXII. 

Bei  der  Parabel  wird: 

t  die  Zeit  vom  Perihel  aus  gewählt,    v  wird  am  besten  wie  folgt 
berechnet.     Man  setze: 

logc=  1,7388423  =  Jog'^- 
i9ß  =  jq'^^ 


so  wird: 

tg  1/2  V  =  2  ctg  2  y. 
Bei  der  Hyperbel  kann  man  setzen 

tgi:^F=rV~=^ 
dadurch  wird: 


A;  Vi  4-  mt  _ 


—  a% 
Man  hat  dann: 

e 


tgF-logtg(^^h^^-\-^y 


r  =  a 


[cosF 


in      ^  1   /^    +^     ,         F 


Führt  man  hyperbolische  Functionen  ein,  so  lassen  sich  be- 
queme Formeln  darstellen.     Es  wird: 


890  Ortsrelationen. 

r -^^  a\ecoshyp  E —  1) 

V-r  sin  7-2  ^  =  V«  (^'  +  1)  S'^'^^'  ^yp  \^2  E 
■    l/r  cos  1/2  V  =  Va  (e  -{-  1)  cos  Jiyp  1/2  E     ■ 

-,        j-,  e  +  cosv 

cos  hup  E  z=z  -— -J — 

^^  l  -\-  e  cos  V 

Wird  e  nahezu  1   (was   allein   im  Sonnensystem   vorkommt), 
so   werden   diese   Hyperbellbrmeln  keine   genaue  Wertlie  liefern. 


§.  281. 
Relationen  zwischen  mehreren  Orten  in  der  Bahn. 

Euler's   Gleichung. 

6  7c  {t,  -  h)  =  (n  +  ^2  +  sf/"  T  (n  +  r,  -  s)^/^ 

+  wenn  die  heliocentrische         ..  ist  als  180'', 

'  \  grosser  J 

s2  =  rf  -^  rl  —  2  r^  r^  cos  (v^  —  Vi). 

Setzt  man 

s 


■ —  sin  y, 

ri  +  ^2 


so  wird 


%%  rj%  =  ^""^ '!'^  +  •''■"  V» vY  +  (ßos  V2 y  - s«» '/. y)'- 


Beim  oberen  Zeichen  —  ist  weiter: 
U 


in  +  r^T' 

Beim  unteren  Zeichen  4-* 


sin  V2  7  —  ^/:i  sin^  V2  7- 


(n  +  ^2P 

Sei  nun: 

ßht 


-=  cos^i^y  —  v.cos-^y^r- 


2^/2  (n  +  nf-^ 

so  dass 


sin  ö, 


sin  1/2  7  =  1/2  sin  1/3  0    resp.     cos  V2  y  =V2  sin  1/3  0. 
Im  ersteren  Falle  wird: 

2kt  nsin\/^0  ./ tt-t:  2U  , 
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wobei 

Die  Berechnung    der   Sehne   s    nach  Encke's  Umformung 
stellt  sich  also  wie  folgt: 

Man  berechnet  das  Argument  rj  aus 

^  =7 \ w^  Jog2k  =  8,5366114, 

sodann  wird: 

^  2kt  . 

wobei  /  mit  dem  Argument  rj  aus  der  Taf.  X  zu  entnehmen  ist. 
Die   Lanibert'sche    Gleichung. 

k(t,  —  t,)  =  ^{m'/^:fn'V.] 

_L  1  1  1  fü^  —  "'^'1 

">     5  '  2  '2"^  l~  +  "TT/ 

"^  7  '2.4'2^  lir  +  ~^J 

"^  9  '2.4.6'2-  ]   a    +  "^1  +  ■  '  * 
Das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  die  heliocentrische  Bewegung 

kleiner  ist  als  I8O0.     Für  Ellipse  ist  -  positiv,  für  Parabel  Null, 

für  die  Hyperbel  negativ.     Dabei  ist 

n  =  ri  -f  r.2  —  s.  ■ 


Sei  noch: 


sin  V 


"  =  ±''2  V 


'    I    +    >-2   + 


so  wird: 

^(^•2  —  ^1)  =  <^'^  Kft  —  .s/;ift)  —  (V  —  s/jii^)}. 


892  Sectorverliältniss. 

§.  282. 
Das  Verhältniss:    Sector  zum  Dreieck. 

_   Sector   _  {t.2  —t^)lVl-\-  m^p 
Dreieck  r^  r^  cos  (V2  —  Vi) 

Setzt  man: 

z  =  (f.2  —  ti)}^]/!  +  m, 
so  folgt:  _ 

^        2  ri  ^2  cos  f  sin  f 
Setzt  man: 

g  =  V2  {E,  -  E,), 
wo  E  die  excentrische  Anomalie  bezeichnet,  so  wird: 

ri^  =  - 


2  Ti  r^  cos'^f  [rj  -{-  r^  —  2cosg  cosf  Vr^  r^ 

Setzt  man: 

t2 


so  wird: 


und 


m 

{^cosfyr.r.y 

7 

_      ri  -^  ^2 

1 

4  cos  f  y^i  ^2 

2'     • 

n? 

m 

1] 

""?  +  sm'^V2^ 

yf_ 

2  ^  —  s^M  2 11 

r  __  i_ 


§.283. 
Entwickelung  der  Coordinaten  nach  der  Zeit. 

Sei  w  ■=  Tc  —  Q) 


H  —  {\  —  e)  sm  lü  -\ — j-  y  r— — 


IT  1  /l  4-  e  ■M'^     smtü 

cos  i(; 


2    (1  —  ef 


3/3-1/14-6     cosw        ,    M\^,^._jinw_ 

-ß-  K  r=:^  (T^:^^  +  ^  (1  +  ^^)  (1  _  ey^ 

3f  •>  1  /l  4-  e  1  4  9  c 

'  ^       '  '     -—  cos  «(^  —  •  •  • 


"^120    »^  1  —  c  (1 
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K=a-e)cos  w  -  M.  ]/\±l  sin  w  +  ^     '""' 

1         1  —  e  '       2     (1  —  e) 

,    M"  1  /l  -j-  e     siiiw       ,    J/*     ,     , 


cos  IV 


ey> 


so  wird: 


it/M/l  +  e  1  4-  9e     . 


tenier: 


^  =  asirii  .  H 

X  =  acoscp  .  K  —  a sin  cp  cos i  .  H 

y  =  a  shi  (jp  .  K  ^  a  coscp  cos  i  .  H. 

A.  N.  2251.     De  Casparis.     Dabei  ist: 

a  halbe  grosse  Axe, 

i  Neigung, 

sin  (p  =  e. 

Allgemeine  Formeln.     Setzt  man: 


a?.=fxsin  (iv  +  /^  f ) 
ß..^f,cos{iv-\-l^y 


so  wird,  so  lange  1:  — j  ungerade  ist: 

)L^{h-  j)  f,  fj  Sin  ( fc  -  i)  I  =  0      k>j- 
ist  Ic  —  j  gerade,  so  wird : 
2J2:ZZ2J2Jf,fjfif,^J^f^pn(p  -l)(q-  D  cos  (p  -  q)^ 

cos ß  —  j)  j  .  cos  (l  —  m)  ^  =  0, 
und  zugleich: 

Für  hinreichend  kleine  Zeiten  hat  man: 
und  lüeraus,  wenn 


894  Formeln  für  den  Eadius  vector 


''-*        V»-A=o  1-2.3 +  V    r'     A-«  1.2.3.4 


gesetzt  wird,  wobei  der  Kürze  wegen: 

dr       ,       d  s 


gesetzt  wurde, 


a  sin  % 


-  (1  _  e)  s/n  (;r  —  ^^ j  +  -j-  1/  .  ^  ^  cos  (:^  —  ß) 

1  i  6 

3i2  si)?.  (jr  —  ^)  _  m  1 /l  +  e  cos(;r  —  ^) 
2"      (1  —  e)'  6     ^  \  —  e      (1  —  e):"- 

De  Casparis,  Monthly  Not.  Vol.  XXXIX,  p.  386. 


§.  284. 
Formeln  für  den  Radius  vector. 

^  a{\-e^-) J>_ __iL_  (1  _  eeosE) 

\  j^  Qcosv        \  -\~  ecosv        1  —  e-' 

_     ^'     {cos  E  —  e)-=  -4^  sin  E  cos  cp 

cosv  ^  S'fMV 

=  ^^(^-  ')  -codi^v  --  ^^(1  +  '^  M^^^ 
__  a(l  —  e2)(l  +^^2  1/^^) 
—  1  +  e  +  (1  —  ß)  /^2  V2  ^ 

2^  . 


"""  (1  +  e)  cos'^  1/2  ^  +  (1  —  e)  S'?w2 1/2  ^* 

=,  JiL  cos  { Vo  J^  4-  ^^2  ^  +  45«}  6'os  { 1/2  E  —  \',  9  —  45« 
cosv         ^ 


► 


Formeln  für  die  excentrische  Anomalie.  895 

sin^E  sin^  1/2  (p  sm^  E  cos''-  ^  i^  (p 

^^  sin-^  1/2  (v  —  E)  ~  "  sin-^  1/2  {v  +  E) 

1 — \ =  F> VT-> —  ^^^^  clie  Parabel. 

l  -\-  cosv        2  cos^  1/2 1? 


§.  285. 
Formeln  für  die  Encke'sche  Anomalie. 


s??^  M/  ==  — — ■. =-  analog  srnv  =  —z ^^r- 

\  -\-  ecosE  ^  \  —  e  cos  E 

n^o  lÄT         ^^^ E  -^  e  cosE  —  e 

cos  W  =  - — ; „        cos  V 


l  +  ecos  E  "  1  -\-ecosE 

W  ist  der  Winkel,  den  der  Radius  vector  vom  zweiten  Brenn- 
punkte aus  mit  der  Perilielrichtung  einschliesst.  W  wird  wie  v 
vom  Perihel  im  Sinne  der  Bewegung  von  0  bis  360^  gezählt. 


§.  28d. 
Formeln  für  die   excentrische  Anomalie. 


E-c"sinE  =  3I      0"="^-        ,.  ^  ^^  Vi  +  ^ 


M 

sin  r        ^^  —  aV. 


cos 


l  -+-  e  cos  V         e  \  aj 


.    T^        r  sin  V 
sin  E  = 


a  cos  cp 

cos  1/9  E  =z 


1/2  E  =  cos  %  V  V  -TT^  =  cos  1 '2  V  y  T~-^-'-  -- 

a(l  —  e)  ^     V    i  ^  ecosv 

sin  1/2  E  =  sin  1/2  v  V      /,        =  sin  \/,  v  ]/ —^ 


«(1  +  «^j  »^   1  4-  eros?; 


f^i/.^  =  tg  1/,^  Vj^  -  ^  V^^^  ^(45  -  f ) 
s/^i  1/^  (^  _  ^  ^  ]/£  s/,^^  5^^^  ]/^  ^  ^  y^  sin  E  sin  \^  tp 
sin  1/2  (^  +  J5)  =  y  1  sr>i  v  cos  \'^  (p  =  \'  j  sin  E  cos  \/^  (p. 


896  Formeln  für  die  wahre  Anomalie. 

§.  287. 
Formeln  für  die  wahre  Anomalie. 

sin  E 


stn 


V  =  —  coscp  sin  ^  =  y  1  —  e2  _— 1- 


a 


cos  V 


cosE 


cos  E  —  e         p 


(cos  E  sin  Cp)  =   :; ^ 

^  ^^1  —  e  cos  E 


r  "•  ' '        1  —  c  cos  ü,  re 


(^  +  45«)  cos  (^  -  45«) 


r 


:iny..  ^  V^VTT-esin  V.E=  V^^^^^^^ 


r 

Vi  -|-  e  sin-^ 


]/ 1  —  e  cos  E 


CO.  V.  .  =  V^  VT^e  cos  V.  E  =  VEHl^l+I 


i: 


]/l  —  ecos  — 
l/l  —ecosE 


tg  1/2  ^  =  ^^  V'2  ^  ^^  (450  +  1/2  (5P)  =  V^r^T^  ^^  V.  ^'- 

§.  288. 
Reihenentwickelungen  für  B,  M,  r,  ^^ 

Nachstehend  ist  ft  statt  ^^  eingeführt. 

V  =  ^  -\-  2  6  sin  ^  +  ^/4  e^  sin  2  ft 

+  ^^  (13  s^w  3  ifi  —  3  sm  fi) 

+  ^T^  (103  sw 4:^  —  U  sin  2 ^li) 

_j ^:! (1097  sin  5  fc  —  645  sw  3  |Lt  +  ^0  .sw/ia) 

ji    .0.0 

"  =  f*  +  (2«  -  T  «^  +  I  «^  +  S  '')  ''"'' 
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,    /103     ^         451       \     .    , 

.    /1097    .         5967      \     .    . 

1    1223    ^.    .    ^       ,    47  273    „        ^ 
+  "960  ^  ^^^'^  ß^  +  ^]2956  '"  ^^^'  ^^  +  •  •  • 

gm^      __  M       1       _  Jf^     1  4-  3e         .l/"»  1  4-  24  e  +  45  e^ 
l/l  —  e2  ~    1    1  —  e  6     '  (1  —  ey  ^  T2Ö         (1  —  e)^ 

__    M'       1  +  97e  -4  947  g2  -[_  1775  gs 

5040  '  (1  —  p)n  +  •  •  • 

De  Casparis,  Moiithly  Not.,  Vol.  39,  p.  386. 

1  e' 


v  =  E+2\yl  , ,  f '  COS.-  F 

\i^   ^    (l  4-1/1 


1  e2  ™ 

cösv  =  _  e  -^  2  — ^ 2  J^i^osiM 

o  I  / 1  ^  ^  .  dJi    sin  i  M 

sin  V  —  o  1  / 1         ..o   v  ^       * 


2i/i-^r^2:^ 


ß-2 

E  ■=  ^  -\-  c  sin  u  -^  -^  sin  2  ^ 

+  -^  (3sm3fi  —  sin^) 

ßi 
+  1    ^   o  (2  sm  4  ^  —  sin  2  tt) 

+  27"^  (5'  sm  5  ,a  —  3^  s^■?^  3  ft  -|-  2  sm  /ti) 

+  24   3   5  (^*  ^^'^^  ^  i^  —  26  s?';?  4  ^  -f-  5  8«>z  ^)  -J 

sin  2E  =z  sin  2  ^ 

+  ß  (sm  3  fi  —  sin  u) 
-\-  e^-  (sin  4  a  —  sin  2  ^) 

ßi 
+  öi-^  (4  sm  ^  —  21  sin  3  ft  -|-  25  sin  5  /i)  -| • 

Läska,  mathem.  Formelnsammluug.  f-j 
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sin  3  E  '=  sin  3  ^ 

_|_  ^  (3  siK  4  ft  —  3  sin  2  ^) 

_|_  __  (15  sin  5  fi  —  18  s^n  3  ft  +  3  stn  ft) 

_j_  ^(9s^-^?6ft  —  12s???4fi  +  3sm2^) +•• 

sin  II     ,    ß-      cos^fi     , 

f^£  =  fr/ft  +  <^  ^^57^  +  2 -^?]r  +  ■  ■  ■ 

,     e«  cos- II 

^  "=  r=l  ""  6(1  -  ey  "+"  120  *  (T-  ey 

M'    e  4-  54e2  +  225  e- 
~~  5040  (1  —  ejio  ~^ 

Sei 

^ _      1      uiev __  \^)     _,        v^y 

^^'  "  1.2.3..J  1V2  /         1  .  {i  +  1)  "^  1 .2.(i+  Ij  (/  -h  2) 
so  wird: 

E  —  M=y,^  JiSini3L 

Man  hat: 

—  =  1  —  e  cos  II 
a 

_^(,os2^-l) 

—  -|^  (3^08  3fi  —  Scosfi) 

—  -—  (cos  4  fi  —  cos  2  f^) 
3 


2'.  3 


(5''  cos  5  ft  —  5  .  3-'-  cos  3  fit  +  10  cos  ^i) 

^  (33cos6u  —  2''cos4^  -f  5  cos  2  ^fi)  + 

2*  .  s^)  ^ 
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a  ^2 


(  3.5.  7        A 

/3     „  45      -    ,      567       \ 

U'  128^^+5120  ^T'^'^^^ 


/125     .         4375     \ 
V384^^-  92T6^V^^'"^ 
27 

16807    .       ^ 
46080''^'''^ 


>n-i  .  !^  _  1)1  [n^-'cosnii  -  y  (n  -  2)"-2c•os0^  -  2)a 


H ^^^ — Y~^  (n  —  4)«-2  f08(>^  —  4)  ft 


a  ~~  ^        ^^"T-  2   (l_e)i      24  (l_e):>"^72Ö  (1  — e)» 

ps        ,  +  97,,  _^  947,3  o-  1755  e^  a.N.2251 


40320  (1  —  e)i 

1     .        .  25      .       . 

—  -  e-^  cos  4  fi  —  —  e-  cos-^j^  - 

/„      ,     9     ,        15    .\ 
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—  —  e*  cos  2  u. 


1  45 


+  —  e^cos4:^ 

o 

1    15    . 


a* 


15 

5  e  -f-  -^6^  —  (4  e  -]-  e2^  cos  fi  -f~  ^  ^^^^"^  2  ft  — 


-|-  i  e^  sin'^  ft  (1  —  ecos  ^y~'^ 


1.2.3.....-2  •  ^~-d]i^^=^  ^'  -  '  '''  ^> 


7?  ==  (1  _  ep         2~  (T  —  e)ß  "^  2r     (1  —  e)^ 

Jf 6  3e  +  252  e2  -|-  1575 
"720  (1  —  ey^ 

A.N.  2256.    De  Casparis. 
Setzt  man: 


/ieV        (  filV 

r  -1      W  __    1  _    ^'4-2    V2V_ 

^'"  ^    1.2.3...^  [  ^•(^+  1)      1 

^,-(^  +  l)(,  +  2)     1.2 
so  wird : 

a  2         -f^-* 

Man  hat  auch: 

-=1  +  2    J'if^osiM 


=    1    +    -  62   -   4  ^   J,  — . 


^2 
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\  i-=  —  CO 


3  t  =1  -I-  oo  •    -n  /r 

,         >i— ^        -r  COS  131 

rcosv  =:  a  { e  -^     >     Ji_^ :- 


1= — CO 

i  =  -\-tx> 

rstnv 


\l——Cß 

■■+< 


COSV  1       -v^      .  -r  ,  ,, 

■  —7    >,    ^Ji-i  costM 


r2 


-^  = 2^    i  Ji-i  stn  i  M. 


§.  289. 
Mittelpunktsgleichung. 
Die  Mittelpunktsgleichüng  ist  der  Wertli 

wobei  ^  die  wahre  und  M  die  mittlere  Anomalie  bezeichnen. 

C=2esmv  +  (|-  .'^  +  |  +  ^)  sm2v 

,    /e^    ,    es        15      \     .    ,       ,    /    5        ,    ,         3        A     .     , 

+  \J  +  -s~T6  '')  ''''^'  +  \J7Ü  '  +W72  V  ''''^"^ 

H — 7-r-  sni  5  f  4-  7- — 7-7  sin  6  y  +  •  •  • 
4U  lo  .  12 

Man  hat  im  Falle  des  Maximums: 

C,„ax  =  2  arc  stn    ^  ~~ -^  esinE 

(        ycoscp       J 

g   __    ^wax    11   ^''max   587   C'^unv  40583  C'^ max 

2  3.16-2  21«  .  15  2^3.  5  .7  .9 

Euler,  :\Iem.  Berl.  1746.    La  Caille,  Legons  d'astr.,  §.  315. 
Hennert,  B.  A.  J.  1804. 

r  o      1     11    .    I     589     ,    ,     17219     ,    , 

Mittlere  Anomalie, 
M=v  +  -2±  ^^  ___JL__.  (1  +  ,  Vr^70  sin  i  V. 
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§.  290. 

Bahnbestimmung. 

Seien 
X  Y  Z  die  geocentrischen     Coordinaten  der  Sonne, 
I     »^   ^     ,,  .,  „  des  Himmelskörpers, 

X    y    z    ^     heliocentrischen  „  „  „ 

so  besteht  die  Beziehung: 

g  =  aj  -|-  X  =z  Qcosa  cosö 
ri  =  y  -\-  Y  =z  Q  sin  a  cos  8 
t,  z=  z  -{-  Z  =  Qsin  8. 

Man  hat  auch,  wenn 

l    b    r 

die    heliocentrische   Länge,    Breite,   Radiusvector  des    Himmels- 
körpers, 

L    R    B 

die  geocentrische  Länge  und  Radiusvector  der  Sonne  (die  Breite 
B  kann  meistens  gleich  0  angenommen  werden), 

l       ß       Q 

die  geocentrische  Länge,  Breite,  Entfernung  des  Himmelskörpers 
bezeichnen: 

Q  COS l  cos ß  =  r cos l  cosb  -\-  R cos L  cosB 
Q sin X  cos ß  =  r sin l  cosb  -\-  R sin L  cosB 
Q  sin  ß  =  r  sin  b  -|-  -^  sin  B. 

Seien  nun: 

^1     Vi     H  ; 

x-i     2/2     ^2 

^3     2/3     ^3 
drei  Orte  im  Räume,  so  werden  dieselben  in  einer  Ebene  liegen, 
wenn  die  Determinante 

/y  /y>  /y» 

<X/j  1//2  «A/ß 

2/1        ^2        ^3        =   0. 

Z 1       Z>2       Z-^ 

Diese  Determinante  lässt  sich   ersetzen  durch  nachstehende 
Gleichungen.     Sei : 
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!/2  H  —  y-A  ^2  =  \h  >V.J  <^os  a  X.2  03  —  x.^  z^  =  [r^  n]  cos  ß 

Vi  ^:!  —  ih  ^i  =  [^i  n]  cos  a  x^  >•;.  —  ^3  ^i  =  [^1  ^3]  (^os  ß 

Vi  ^2  —  yi  '^i  =  [^1  ^2]  cö-5  ^        ^'1  <^-'  —  ^2  «^^i  =  l:''i  ^'2]  cos  ß 

^2  2/3    —   •%  2/2   =   [*'2  ^3]  cos  y 
•^li/3    —  ^3  2/1   =  Kn]C0Sy 

^1  ^2  —  ^2  2/1  =  [^1  ^2]  cos  y 


SU    wiru ; 

M^^^  +  [nr3]^^-^-^ 

f H   *1      I      r '1    '^:i   ■^2' 

Das  Symbol 

[r,„  in] 

bezeichnet    die    doppelte,    von    den    Radiusvectoren  r,«,  r„  um- 
schlossene Fläche. 

Diese  Formeln  lassen   sich  nachstehend   transformiren.     Sei 

^  =  —  sin  ßi  cos  ß2  cos  ß^  sin  (Ao  —  A.j) 
-I-   cos  /3i  sin  ß^  cos  /3..  sin  (L  —  l^) 


COS  ßi  sin  ß2  cos  ß.>  sin  (A..  —  Aj) 
cos  /3i  cos  ß2  sin  ß^  sin  (A2  —  A^) 
Ri  {sin  ß-y  cos  ß-i  sin  (A3  —  L^)  —  sin  ß-^  cos  ßz  sin  (L 

—  Ri  sin  (A3  —  A2)  cos  ß2  cos  ß^  B^  arc  1" 
JB^  =  —  B2  [sin  ß2  cos  ß.^  sin  (A3  —  Lo)  —  sin  ft  cos  ß2  sin  (Ag  —  L2)] 

+  -R2  sin  (A3  —  A2)  cos  ß2  cos  ßi  B2  arc  1" 
Ci  =  -\-  R^  [sin  ßz  cos  ß.^  sin  (A3  —  L3)  —  sin  ß^  cos  ß2  sin  (A2  —  L3)} 

—  R^  sin  (A3  —  A2)  cos  ß2  cos  /3.,  jB.  arc  l" 

Ä2  =  -f-  ^1  [si'n  ßi  cos  ß.>  sin  (A3  —  L^)  —  cos  ßi  sin  ß.>  sin  (Aj  —  Lj)} 

—  Risinß^  —  Ai)  cosßi  cos  ß.,  Bi  arcV 

B2  =  —  R2  {sin  ßi  cos  ß.^  sin  (A3.  —  L2)  —  cos  ß^  sin  ft  sin  (Ai  —  Lg)} 

+  R2  sin  (A3  —  Ai)  cos  ßi  cos  ft  Bo  arc  1" 
O2  =  +  -R3  (sm  /5i  cos  ß.^  sin  (A3  — 1/3)  —  cos  ßi  sin  ß-^  sin  (Aj  —  X3) } 

—  R>sin(li  —  Xi)cosßi  cos  ß.^  B^  arcl" 

A-i  z=:  -\-  R^  {sin  /3i  cos  ß2  sin  (A2  —  L^)  —  cos  ßi  sin  ß2  sin  (A^  —  />j)} 

—  jßi  sin  (A2  ---  Ai)  cos  ßi  cos  ß2  B^  arc  l" 
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B.  =  —  II2  [sin  ß^  cos  ^2  s^'>^  (^2  —  L2)  —  cos  ßi  sin  ß^,  sin  (l^  —  L.^)\ 

-\-  Bo  sin  {I2  —  ^1)  cos  ßj^  cos  ß^  B^  arc  l" 
d  =  -4--  i^;5  [sin  ßi  cos  ß^  sin  (/I2  —  A)  —  cos  ßi  sin  ß^  sin  (A^  —  LoJJ 

—  R->  sin  (L2  — ^  /li)  cos  ßi  cosß^  B^  arc  1", 
so  wird: 


[ri  rs 


Kq, 


^'•^'■^Kl,  +  B,  +  ^IiIiln,^ 


[r^r^ 


K^,  -^  P^  Ä,  +  B., 


^^3 


r^2  ^-.1 


Ä,  -^^  B 


r,  f.. 


1/1  ^3 
Seien  nun 

H     h     ^3 
die  Beobachtungszeiten,  und  sei 

T,=t,~   f, 

X,  =  u  —  h 

.^ende  Formeln: 


6- 


SO  üfelten  folgende  Formeln: 


7.+ 


i^f      I    tli5^    '>'3  —  '^1 


^2  ^^3]  ^  ^.f^  _^  1    ^1 


Ferner  ist: 


a  (r,  +  r,y 


11) 


^I  ==  ?l  +  i^l  —  2  Q^,  Bj,  cos  ßu  cos  (h  —  Bu)  ] 

-—  2  97,  J4  si>i  /3fc  Bi,  arc  l" \  III j 
Z:  =  1,  2,  3  I 

Die  Gleichungen  I),  II),  III)  l)estimmen  das  Bahnproblem. 

I.   Lösung   von  Gauss. 
Gauss  setzt  zunächst  in  II): 

Ti  -f-  r-^  ==  .2r.2, 
und  ferner: 

V  —  ^h.    '    -^2     I     ^'2   ^ 

7  1  ^2    '^1      /     9  -A        I         '-^2     "^3      /     O  -A 

^  =  6  [K  ü  ^'-^  -  ^'^  +  r  ^  (^^'  -  ^^^')|' 


so  dass 


^2  =  ^^  +  - 
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Bezeichnet  man  ferner  in  dem  zur  Zeit  der  mittleren  Beob- 
achtung zwischen  den  Orten  der  Sonne,  der  Erde  und  des  Him- 
melskörpers bestehenden  Dreiecke  den  Winkel  am  Himmels- 
körper mit  Z2,  jenen  an  der  Erde  mit  i^^,  so  folgt: 

B.2  sin  (1^2  -f-  s^) 

'  ~  sinz.2 

Bo  sin  1^9 
sinz^ 
Führt  man   diese  Gleichungen   in   die   vorstehenden   ein,  so 
ergiebt  sich,  wenn  , 

^  sin  w  =  B2  sin  i^-.,  ,  ^ 

Sl  cos  IV  =  Ry  cos  i'2  —  ^^ 

Sl  E.^  sin  ^.f 
gesetzt  Avird: 

Msin^  z  =  sin  (z  -f-  iü). 

Wird  z   durch  Versuche  aus  dieser  Gleichung  bestimmt,  so 

erhält  man  leicht  ^2  UPd  r.,. 

n.  Lösung.    Man  kann  also  verfahren  wie  folgt.   Setzt  man: 
ii^  =  —  2Bo  cos ß2  cos (I2  —  L,)  —  2  i?2  sin ß.j B^ sin  1", 

so  folgt  mit  Auslassung  des  Index  2): 

r2  :=  ^2  _|_  ^^^  _|_  Jl2^ 

Ferner  hatten  wir: 

7       1^ 

also  wird: 

..  =  [^^  +  «/,  +  R.  +  ill  4.  J_  (2fc  +  „0, 

setzt  man : 

h2  -U  nih  -\-  B'-  =  W 

B==l(2h  +  m), 
so  lolgt: 

r^  =  Ar^  +  B. 
Werden  zw^i  neue  Variable 

(>•)  und  / 


so  eingeführt,  dass 


('•)/ 
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B 

SO  geht  die  Gleichung  6)  über  in: 

(ry  ±  (ry  =  q, 
die  sich  leicht  tabuliren  lässt. 

Der  Gebrauch  der  Tafel  ist  einfach.    Man  berechnet  zunächst 

die  Grössen 

'W  und  B 

ein-  für  allemal.      Sodann  mit   einem   geeigneten  Werthe  von  r 
die  Grössen 

A  /,  a- 

Mit  dem  letzteren  Argumente  wird  aus  der  Tafel  (r)  ent- 
nommen, mit  welcher  Grösse  sodann  r  aus  der  Gleichung  7)  zu 
berechnen  ist. 

Für  Kometen  ist  in  Ä  für  den  ersten  Versuch  r  =  1 ,  für 
Planetoiden  r  ==  2,5  zu  nehmen. 

Für  die  Verhältnisse  hat  Gibbs  (Nat.  Ac.  of  Sc,  Vol.  IV^ 
vergl.  A.  K  3061,  3075)  folgende  Formeln  gegeben: 


-1 

1 

+ 

•1 

[♦-2 

n]_ 

T 

r,' 

['•l 

r,]" 

H 

1 

— 

^2 

^2 

1 

+ 

ih_ 

[n 

»■2]_ 

h 

r'l 

[»■l 

n]~ 

X2 

1 

f^2 



ö~ 

r;' 

wobei 

i^2   =   Vl2  (4-  T  2  -)_   3  Ti  tg   +   rl) 
.«3   =   \/l2  (+  T^i'  +  "^1  %   —   ^D- 

Dieselben  sind   bis  auf  die   Glieder  vierter  Ordnung  (incl.) 
genau. 

§.  291. 

Bereclmuiig  einer  geradlinigen  Bahn  aus  drei 
Beobachtungen. 

A  =  tgßi  sin{l^  —  Aj)  —  tg  ß2  sin{lo,  —  l^)  -^^  tgö._^  sinß^  —  AJ 
B  =:  tgß2  sin  (L^  —  A3)  —  tg  ß^  sin  (L^  —  Ag) 
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C  =  tg  ß.2  sin  (/>2  —  A;5)  —  t(j  ß.^  sin  (Xg  —  Lj) 
B  ■=t(jß.-^  sin  (L:>  —  Ap,)  —  ty  ß-^  sin  {L.^  —  A.,) 
E  =  t(j  ft  sin  (L2  —  A.,)  —  ig  ß^  sin  (L^  —  Aj) 

t-^  —  ti  C R-i        (ici  —  t]\  D R>         S R^ 


ni 


A       \t,  —  tj 


k  —  t,     Ä  \t,  —  tJ     A  A 

k  —f-iE 


sodann  ist: 

rj  cos  ^1  cos  l^  =  Yji  cos  Ai  -f"  R^  cos  L^ 
r^  cosbi  sinli  =  rj^  sin  k^  -\-  R^  sin  Li 

r  sin  hl  =  r^i  tg  ßi 
r.2  cos  h.2  cos  I2  =  ri2  cos  Lj  -\-  R.2  cos  L2 
r.2  cos  1)2  sin  l^  =  ??2  sin  A2  -4-  R^  sin  L^ 
r2Siub.2  =  ri2tgß2. 
Damit  sind  rj  /^  b^  und  /*2  U  b.2  gegeben. 

§•  292. 
Berechnung  einer  Kreisbahn. 

Es  seien: 

tit^  die  Beobachtungszeiten, 

l'X    l    Brefteül  geozentrisch, 
Li  L.2    „    Sonnenlängen, 
Ri  R2    „    Radienvectoren. 
Man  rechne: 

cos  t^  =  cos  ßi  cos  ßi  —  Li) 
siml^^  cosP^  =  cos  ßi  sin(ki  —  Li) 
sin  ti  sin  P^  =  sin  ßi 

cos  i/^jj  =  cos  ßo  cos  (A.2  —  L2) 
5m  i/^„  cos  P,j  =  cos  ß2  sin  (A2  —  L^) 
sin  i/^,j  sin  P^^  z=  sin  ß^, 
sodann : 

w sin  W  =  sin  1/2  (^2  —  Li)  sin  1/2  {P2  +  Pi) 
w  cos  W  =  cos  1 2  (L2  —  Li)  sin  V2  {P-i  —  P\) 
W'=  ^F-V2  02  +  1/^1) 


L 
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h  sin  H  =  sin  \i,_  (L,  —  L,)  cos  V2  (^2  +  A) 
h  cos  H  =  cos  1/2  (L.2  —  Li)  cos  'jriP^  —  ^1) 

w  -=E+  V2  i:^-i  —  ^i)- 

Probe.  tv'^  4-  /^-  =  1. 

Nun  bestimmt  man  unter  einer  Annahme  für  a 
Ml  sin  ipi 

NB.    il^i  +  ^,  <  1800 
^2  +  ^2  <  1800 


stn  ^1 


stn  ^.j 


a 

Bo  sin  t/-'2 


a 


so  wird: 

sin'-f=:  w^ sin^W  —  \/2(^'2  +  ^1)]  +  h^sin'' [H' +  ^/.2(^2  — ^i)]' 
Der  hieraus   sich   ergebende    Werth  für  /  muss,   falls   eine 
richtige  Hypothese  über  a  gemacht  wurde,  identisch  sein  mit 

f  =  -^  1^^^^,  wobei  log  77-^,  ==  3 .  2489766. 
•^         6^'^  2arcl"\  ^  2arcl" 

Ist  a  ermittelt,  so  folgt: 

Q^  =  li^  cos  1^1  -f-  a  cos  2i 

Q.^    z=   R.^  cos  11^2  .-\~   et  cos  Zn- 


^.  29y. 

Bereclinimg'  der  Meteoritenbahnen  aus  einem  Radianten. 

Sei  a,  8   der   gegebene  Radiant  für   die   Zeit  t   (in    Tagen). 
Man   verwandle    a  und  8    in   Ä   und  ß   nach   bekannten  Formeln 
{p..)  und  suche  für  t   aus   dem  Berliner  Jahrbuch  die  Sonnen- 
länge L  und    den  Radiusvector  11.     Dann   hat  man   zu  rechnen: 
log  e'  =  1,7609 

Ti'  =  2800  21' +  l',03  (^  —  1850) 
L'  —  L  =  e'  sin  (ti'  —  L)  (in  Einheiten  einer  ßogenminute) 


ctg  .0  =  -p  cos  h  sin  (l 


sinh  positiv 

V  2  g  sin  i  =  f  sin  h 
(absteigender  Schwärm) 


L') 
g  <  180« 

sin  h  negativ 
a^  =  L  -4-  1800 
V  2  //  sin  i  =  —  /  sin  h 
(aufsteigender  Schwärm) 
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]/2q  cosi  =  1  4-  /  cos  h  sin  (e  —  L) 
.    , ,  f  cosb  cos  Q  —  L)  —  sin  iL'  —  L) 

'' '' "  = yr, — 

^/2  V  <  +  900 
7t  =  L  —  V  -f-  1800. 

Probe. 
q  =  R  cos  1/2  v'^. 
Daraus  ergeben  sieb  die  Elemente: 

7t,   a,  ?,  q. 

Man  vergl.  Dr.  R.  Lebmann-Filbes :  Die  Bestimmung  von 
Meteorbabnen  nebst  verwandten  Aufgaben.     Berlin.  1883. 

Es  ist  oft  wünschen swerth,  zu  wissen,  ob  eine  elliptiscbe 
oder  parabolische  Bahn  der  Erde  genügend  nahe  kommen  kann, 
um  Meteoriten  erwarten  zu  können.     In  diesem  Falle  muss 

1  +  e  cos  (ß    —  7t)  =  2J 
sein.     Gilt  das  obere  Zeichen,    so  kommt  die  Erde   der  Bahn  im 
aufsteigenden,  sonst  im  niedersteigenden  Knoten  nahe.    Im  Falle 
einer  parabolischen   Bahn    hat   man    für   den    ersteren    Fall,    da 
e  =  1   wird  : 

und  für  den  letzteren 


cos-' 

ß 

2 

7t 

= 

^ 

sin^ 

ß 

~~ 

7t 



g. 

Soll  aus  einem  parabohschen  Elementensystem 
Q,  7t  i  q 
der  Radiationspunkt  berechnet  werden,  so  hat  man,  wenn  ß  die 
Breite,  A  die  Länge  des  Radianten  bezeichnet,  und  L  die  Sonnen- 
länge 

2  cos  i  cos  —  —  V2 
tcjiX-L) 


2 

sin 

9 

2 

sin  i  cos 

2 

X- 

tg  ß-=T ^     "        sin  (A  -  L), 

2  cos  i  cos  —  —  V  2 

dabei  ist  0-  die  w^ahre  Anomalie  der  Erde. 


910  Doppelsterne. 

Man  hat  für 

jL  =  ft,  wenn  der  Schnitt  im  niedersteigenden  Knoten, 

L  =  51  —  1800,  wenn  der  Schnitt  im  aufsteigenden  Knoten. 

§.  294. 
Bahnbestimmung  der  Doppelsterne. 

Methode  von  Klinkerf uess.     A.  N.  990. 

Seien 

t  die  Zeiten,  cp  die  Winkel,  d  die  Distanzen 

h  11         11       9^1  11         11         ^1  11  11 

H     11  11  9^2      11  11  f'2  11  11 

des  Doppelsterns.     Man  rechne 

2/   =  9^    +  (Pi 

2/i  =  (fi  +  ^2 


h,= 


cos  qpi        cos  q)  cos  (p2        cos  cp 

~~d[  d    \  ^^  d^  d 

sin  cpi        sin  (p  j    sin  cp2        sin  (p 

~d[  TT'       '  ~  "dl  d~ 

11  11 


ferner 


dl  d-^'       '  "     d:^  6/2 


ji   ^  g^^'^  (/  —  ^2)  ^  1    sin((pi  — /)  ^^    _  sin  (cp^  —  (pQ  cos  y 

sin{(pi  —  (p)    ^  sin{cp2  —  q))    "^          sin(f  —  (p)       d 

^    ^  sin(fi  —  (p2)  ^  ,    sin((pi—f,)  ^^^  _  sinjcp.  —  cpi)  coscp 

^        sin  (cpi  —  (p)    ^  sin  {cp^  —  9^)    '^  sin  (/j  —  cp)      d 

^  sinjfi  —  cpo)  j^     1    sinjcp^  — /)  ^  _  ,sm(y2— ^i)  swjp 
^  sin{(p^—(p)     ^  ~^  sin((p2  —  (p)    ^  sin{f—(p)       d 

^  sin{J\  —  cp2)  ^   _^  sin((p^—fi)  ^^  __  sin(cp,  —  ^>^  sin  y 
^         sin  (cpi—  (p)    ^    ' '  sin  (cp^  —  cp)    "         sin  {f\  —  <p)     d 

^  sin{f  —  (P2)  ^     ,    sm(yi— /)  ^^  _  sin{(p2  —  (Pi)  ]_ 
~~  sin  (Vi  —  (p)  ^^         sin  ((p,  —  (p)    '  sin  (/  —  cp)  d'^ 

__  sm{U  —  fpo)        ,     sin{(pi—fi)       _  sin((p2  —  (Pi)  _1_ 
^'  "  sin{cp,  -(p)^''^  sin{cp2  —  (p)    '         sin{f,-(p)   d^ 


Sei  weiter: 


j^^  sin {(p2  —  cpi) 
sin  (/  —  (p) 

_  sin  (y.  —  (pi) 
^^'~  sin{f\-cp)^ 


] 
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SO  wird: 

n  cos  JV  =r  ^  -|-  31  cos  f  -^ 

n  sin  N  r=  B  -\-  M  sinf  -j. 

n^  cos  Ni  =  Ai  -\-  Jii  cosfi  ^ 
rii  sinN-Y  ■=.  i)\  -f-  M^  sinfi  jy 

h  -=  C,    +  31^  -Irr 

Nun   wählt   man    für    die    Distanzen    R   und   R^    geeignete 
Näherungswerthe,  und  zwar  immer: 

Q  R^  =  3 ,  m  ^'  ~  ^   —  1  4  I  d'  +  (V  I 

T2  Tl 

—  ist  die  in  der  Zeiteinheit  beschriebene  Fläche,   die  durch  die 

Beobachtung  gegeben  ist.     (^  =  §i  =  1  (erste  Näherung). 
Sodann  ist 

ßcos(N  -n)  =  ^^ 


ß  cos  (N^  —  77) 
und 


A 

2n, 


*^  =  1  -  ßdj,  cos((p,.  —  Tl)     l-  =  h  2,  3. 
Sodann  rechnet  man  aus 
(^y  t(f-  i  sin  ((3P,  +  g)  -  2  ß)  =  {(^j-  'l-J  -  l)  coscc  {cp,  -  cp) 

(LJ  tg2  i  sin  (cp,  +  cp  -  2  ^6)  =  (^(^^  ly  —  1^  cosec  (cp,  ~  (p) 


die  Grössen 


mit  diesen  ergiebt  sich 


ß   und  —  tg^i^ 
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nachdem  nun 

r 

bekannt  ist,  erhält  man  hieraus  j9  und  i. 

Für  die  Rechnung  von  e  und  jt  —  Q,  hat  man  die  Formeln: 

—  cos(7i  —  ß)  =  /3  cos(/7  —  Sl) 

—  sin  {n  —  ß)  :=  /3  cos  i  sin  (11  —  (ß). 

Nun  rechne  man    die    Verbesserungen   der  drei  Hypothesen 
von   Q  und   Qi  nach  den  Formeln: 

2)-^  cos  i      M^  —  31 


AQ  = 


(1  —  ^2)%  m(t,  —  t) 


_     p^  cos  i      M,^  —  Ml 
^'  "  (1  —  e2j%  mit,  -  tS 
M  Ml  M,  sind  die  mittleren  Anomalien.     Diese  werden   aus  den 
Formeln  der  excentrischen  Anomalie  berechnet. 

ecosE^  ^  1  -  ^  (1  -  e2)        1  =  o,  1,  2.    . 

Hieraus  E-i,  und  endlich  Mi,  aus 

Mt,==Eu  -  e"  sinEu 

,, sin  cp  e 

sin  l"        sin  \" 
Dieses  Verfahren  wird  so  lange  fortgesetzt,  bis  die  Verbesse- 
rungen z/  Q  und  zJQi  so  klein  werden,  als  man  sie  haben  will. 


§.  295. 

Bestimmung'    einer    Planetenbahn    aus    drei 
Beobaditung-en   nach   Ti^tjen. 

(Berliner  Jahrbuch  1879.) 

Seien 

app. 

Ifp  dl 

lfpc^2 
Jfpcc.^ 

die  gegebenen  Beobachtungen. 


app, 

tl 

«1 

t. 

a.2 

h 

«3 

VpS, 

ö. 

lfp8. 

Ö3 

lfp8. 

J 
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Diese  müssen   auf  den  Jahresanfang  reducirt  werden   nach 
den  Formeln : 

^a  =  —  {/  +  ^  sin  (G  +  a)tgö  +  h  sm(H+  oc)  secÖ] 

—  h^^  sec  Ö  sin  (H^  -f-  «) 
^Jd  —  —  {(/  cos  (6r+  ci)  ^h  cos  (H-{~  cc)  sin  d  +  i  cos  dj 

—  \^  sin  d  cos  (H^  +  oc) 
die  Grössen 

fgh  GHi 

sind   dem   Berliner   Jahrbuch   zu   entnehmen,    h^  und  H''   haben 
folgende  Werthe: 

logh  HO 

für     1850 :  9,5340         350^  29' 
„       1900:  9,5338         349^»  42' 
Hierauf  sind  cc  in  Bogen  •  umzuwandeln  und  in  Länge  und  Breite 
A,  /5,  nach  den  Formeln: 

m  sin  M  =  sin  d 

m  cos  M  =  cos  d  sin  cc 

cos  ß  sin  X  =  ori  cos  {31  —  e) 
cos  ß  cos  A  =  cosd  cos  cc 

sin  ß  =  m  sin  (31 —  «); 
£  ist  die  Schiefe  der  Ekliptik  für  Jahresanfang. 
Controlformeln: 
cos  ß  sin  (k  —  cc)  =  2  coscc .  m  sin  1/2  £  sin  (31  —  1  ^  «) 

sin  1/2  (d  —  ß)  =  sec  1/2  (^  +  ß).  msin  1/2  £  cos  (31—  1  2  £j. 
Hierauf  werden   die  Zeiten    durch   Anbringung   des  Längen- 
unterschiedes der  Beobachtungsstation  auf  Berlin  reducirt. 

^Berlin  =  ^Ort  +  Längcndiffcrenz     '    ..  ,^.\ 

—  ostlich. 

Längendifferenz  im  Berliner  Jahrbuch. 

Für   diese   Zeiten    werden    aus    dem  Berliner  Jahrbuch   die 

Grössen  Sonnenlänge  O,  Sonnenbreite  B  und  Radiusvector  der 

Erde  B 


Ol     B,     logB, 

O2     B\     lögB, 

O3     Bi     log  B, 

entnommen  und 

A  =  0  +  180<> 

L,  =  0  +  1800 

Z,   r=    O    +    180'^ 

gebildet. 

L  ä  s  k  a ,  matheni .  Formelnsammluns;. 
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Bei  der  ersten  Planetenbahnbestimmung  kann  man  einfach 
die  Parallaxe  unberücksichtigt  lassen  und  die  Sonnenbreite  =  0 
setzen.  Es  handelt  sich  ja  gewöhnlich  nur  darum,  schnell  eine 
Auffindungsephemeride  zu  haben,  an  welche  nach  den  ferneren 
Beobachtungen  vor  der  Hand  empirische  Correctionen  angebracht 
werden. 

Man  hat  weiter  zu  rechnen: 
t(j  J  sin  (Ai  —  K)  =  tg  ßi 

tg  Jeos  (A,  -  K)  ^  "■'  ^^  ^  .%f '  '''  ^'\  '  ^'> 


Controle : 

tg  Jsin(l.2  —  K)  =  tgß.2\ 


ferner: 


tg  ß^  =  tg  Jsin  (A^  —  K) 

tg  J  sec  ß.y 

'''  -  tg  ß,  -  tgßl 

0,  =  t,  —  t, 

e,:=t,  —  t, 

(h  =  t,-t, 

qo=j-  Ol  (h,    wobei    log  -^  =  5,6930116  —  10 


R2  i?3  sm(L<,  —  X2) 
jRi  i^3  sin  (i>3  —  L) 

R2  El  sin(L.2  —  Li) 
Ttj  Bo^  sin  (Xp,  —  Li) 

Ol 


0, 


'2 
"■"  =  K 


f\  z=  «1  Bi  sin  (Li  —  K) 
fi^  =  iiy  i?2  sin  (L.2  —  ^) 
Co,  r=  ai  i?3  sin  (L-i  —  K) 

tg{L2  —  La)  )    NB.    d\  stets  so  zu  nehmen,   dass 

^     ^  cos  W.2  I  cos  62  =  cos  ß2  COS  (Ag  —  X2), 

wo 

tg  ß2 

tg  W2  =  — — TT- f-\  • 

^    2        sm  (A.2  —  L2) 
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Nun  werden  berechnet: 

El  sin  (kl  —  Li) 

"■■■■'= 7^, ' 

wo 

/  =r  cosßi  sin  {^i  —  ^l) 
sin{L^  —  Aj) 


'i  = 


wobei 


(«1  jRi  ii.  sin  (Xg  —  Lj) 

Weiter  rechne  man : 

_sin{X,  -k,) 
'  ~  sm{k,  _  A.)~^^' 
_sin{k,  —  Ai) 

.sm(A3  —  ^) 

j^,^sin{l,  —  iiT) 

I.    Näherung. 

^*2  -=  Ci  (A^  —  n,)  +  c,  (iV;,  —  nl) 

''1   =  </o  (1  +  ^h) 
^h  --  <Zo  (1  +  ^^2') 

|Lt  .sin  q  z=:  R.2  sin  82 

^  cosq  =  7^2  cos  82  +  ^*2 

i;^  =  -TTi — -• — jr-^  • 
Die  Gleichung 

durcli  Versuche  zu  lösen.  Als  ersten  Näherungswerth  nehme 
man  z'2  aus 

.    /  ,  X  ni  sinn* 

sm  (s'2  —  ^)  =  -. -, r-^ 

1  —  4  m  sin*  q  ctg  q 
und  leite  z'2  aus 

sin  (^"  —  q)  =  m  sin  z'* 

ab,  notire  aber  dabei  die  logarithmische  Differenz  d  für  1"  bei 
log  sins'  und  jene  B  für  \"  bei  log  sin  {s"  —  q%  sodann  ist  ein 
sehr  genäherter  dritter  Werth: 


58 
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hat  man  s^  gefunden,  so  wird  gerechnet: 

z/,  =  B.  sinjö,-,,) 

sin  ,2'2 

,,   sin  d., 
r.^   =  ±12  —. — - 

sin  22 

9-2  ^  ^2  cosß,. 
oociann 

2 

■         %  =  <  +  ^- 

n,  Q,  ^  M,Q,  +  M,'  (N,  —  n.^ 
und  für  Controle: 

.        .     ,  ^2  ^//  A   =  ^1  ^1  ^//  ßi   +  ^3  ()3  ///  ß,. 

Hiermit  sind 

^1     92     Q-i 
genähert  gegeben. 

Hierauf  werden    die  Beobachtungszeiten    wegen   Aberration 
^  corrigirt  nach  der  Formel 

t'k  =k  —  (1,16061) Qj,  cosßj,         l  =z  1,  2,  3. 
Die  Zahl  in   der   Klammer  ist  Logarithmus   und   giebt   die   Cor- 
rection  in  Einheiten  des  mittleren  Tages. 
Dann  rechne  man: 

^1      ^'2      ^::; 

aus 

r  cos  h  sin  (l  —  L)  =  q  sin  (l  —  L)  j 

r  cos  h  cos  (l  —  L)  =  Q  cos  (I  —  L)  +  B     r,  7,  h, 

r  sinb  =  q  tg  ß  J 

sowie 

tg  i  sin  (/j  —  Q>)  =  tg  bi 

tg  i  COS  (h  -  ^0  -  *lhjZL^(L-l^)Ä^A    }  ''  ^' 

sin(l.  —  7i) 
und  weiter 

tg  u^  =  tg  (7i  —  ßj  sec  i  \ 

tg  U2  =  tg  (I2  —  (ß)  sec  i     u^  U2  ih 

tg  li.^  ==  tg  (/g  —  ß)  sec  i  J 


cos  yi  ■= 
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n  +  r-, 


cos  V-i  0*:i  —  ^h) 


1 


^  _  (t',  -  t\y 
^'  ~  (h  +  r,y 

analog  rechnet  man    \j.2  und  v/o,.     Es  ist  für  Zwischenzeiten   von 
etwa  zwei  Monaten  ausreichend: 

log  q!  =  3,2338859 

%a"  =  3,614097  —  F 


logh"  =  0,034108 
Mit  den  Werthen: 


in  Einheiten  der   siebenten 
Decimalstelle. 


Ho 


t',   -  t\ 


Vi 


^.  =  n|r|\^-^] 


wiederhole  man  die  Auflösung  der  Gleichung  sin  {z  —  ^)  =  m  sin  ^^, 
indem  man  setzt: 

A-2  =  Ci  {h\  —  >^o)  +  c,  (N,  —  n^) 

h    =  C^Vi  -}-  C^V.^.' 

Die  Berechnung  der  Elemente  wird  dann  auf  die  in  §.  297 
mitgetheilte  Art  gemacht. 

NB.  Dieses  Verfahren  kann  nur  dann  angewendet  werden, 
wenn  die  Zwischenzeiten  nicht  mehr  als  drei  Monate  übersteigen. 
Es  reicht  also  für  die  ersten  Bahnbestimmungen  vollkommen 
aus.  Die  strengen  Methoden  findet  man  in  Oppolzer's  Lehr- 
buch zur  Bahnbestimmung. 


§.  296. 

Gauss -01b er 'sehe  Methode  zur  Berechnung  einer 
Kometenbahn. 

Es  seien 

Q  g'  q"  die  kurtirten  Abstände  (zu  bestimmen), 

Iß'ß"    l    Sen  1  (8e°ce«trisch), 


918  Koiueteiibalni. 

L  L'  L"  die  Sonnenlänffen     \  ,        r^    , .        r  ,   i 
R  B'R"  „    Radienvectoren  J  (''^"^  ^''^'''"'  Jahrbuch), 
t  t'   t"      „     Beobachtungszeiteii. 
Man  rechne : 

_  ^^  t'     tgß'  sinjl  —  L')  —  tgß  sin  (;/  —  TJ) 
~~  t'  —1  '  tgß"  sin  (A'  —  L')  —  tgß' sin {l"  —  IJ) 

B"  cos (L"  —  L)  —  B  =  gcos{Cr  —  L)  ] 

R"  sin  {L"  —  L)  =g  sin  (G  —  L)  )  '^'     ' 

M  —  cos  (/l"  —  X)  =  h  cos  I  cos  (H  —  X")  | 

sin  {r  —  k)  =  h  cos  I  sin  {H  —  l")  \  h  |  H 
Mtgß"  —  tgß  =  hsini 

cos  I    cos  {Cr  —  H)  =  cos  (p 

cos  ß    cos  (A  —  L)  r=  cos  t 
cos  ß"  cos  {l"  —  L")  =  cos  il^" 

g  sin  (p  r=  A 

B   sinil)   =  B 
B"  sin  t^'"  ^  B" 

Ji  cos  ß  ^=  h 

Jicosß"  _    , 

M      "" 

g  cos  (p  —  b  B  cos  i^  r=z  c 
gcoscp  —  h"  B"  cos  H'"  =  c". 


Dann  wird: 


/j2    =:.    u2   _|_   A^ 

und  der  Wertli  u  muss  so  bestimmt  werden,  dass 

t" 


(,.  ^  /'  _f_  Q%  _  (r  +  r"  —  If^^ 


m 

wobei 

log  m  =  0,9862673.  ' 

Ersciieint  der  Werth  von  M  zu  unbestimmt,  wegen  der 
Kleinheit  des  Zählers  und  Nenners,  so  wählt  man  statt  M  ent- 
weder 
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~~  t"  —  t  '  sm(k"—l') 
oder 

...  _  t"  -  t'     tg  ß'  cos  ß  -  U)  -Ujß  cos  (;/  -  L') 

-^  t"  ~t  '  tg  ß"  cos  [l'  —  IJ)  —  tg  ß'  cos  {l"  —  L) ' 

je  nachdem   die  Differenzen  der  geocentrisclien  Längen  oder  der 
Breiten  die  bedeutenderen  sind. 

Sind  sodann   genäherte  Werthe  von  r  und  r"  bestimmt,   so 
hat  man  den  Werth  von  M'  mit  dem  Factor: 

sinjk'-L')  E/l 1_\ 

^         ''^       sin  ß'  —  l)    Q  \r'-^        R'O 

und  den  Werth  von  31"  mit  dem  Factor: 


tyß' 

/2    T     T 


tg  ß'  cos  (A  —  L')  —  tgß  cos  (A' 
zu  multipliciren ,   um   genauere   Werthe  zu   erhalten.     Ist  w    ge- 


funden, dann  ist 


ti  -\-  q  cos  cp 


§.  297. 
Bahnbestimmung  aus  zwei  heliocentrischen  Orten. 


Gegeben 

9i  ^i  ßi 

Q2    h    ßi- 

Man  rechne 

n  h  hl 

r,   I2    h, 

nach  den  Formeln: 

Q  cos  k  cos  ß  =  r  cos  l  cosh  -\-  R  cos  L 
Q  sin  X  cos  ß  =  r  sin  1  cosh  -{-  B  sin  L 
Q  sin  ß  =  r  sin  h. 
II  Radiusvector,  L  die  Sonnenlänge. 
Man  rechnet 
tgi  sin  Qi  —  Q>)  =  tg  hi 

iai  ro'^a    —  0\  —           f^6,  -  tgh,  cos  (1,  -  /,)  I  i  ß; 
igt  cos {(,  -  U)  _  sin(h-h)    ' 
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i  ist  positiv,  d.  h.  <;  90",  wenn   die  heliocentrischen  Längen  zu- 
nehmen, also 

h  >  li 
ist 

dann  ist 

900  <;  i  <;  1800. 

Ferner  wird,  wenn  sin  i  <C  —j= 

■^  cosi 

t<i  uo  =  -"^-^ — ■• — - ' 
cost 


Ist  dagegen 


sin  ^'  >  y2 ' 


so  hat  man 


tqh  f  sinu  dasselbe  Zeichen 

^        cos  (li  —  (ß)  sm  ^   [  wie  sm  & 

tg  1^2  = 


cos  (I2  —  ^)  sm  ?■ 
Zur  Probe  kann  man  rechnen: 

sin  (?i  —  Sl).cos  i  -f-  tg  h^  sini 

^^  '''  -  ■  cos  (k  -  ^)  ~~ 

s^l^  (/o  —  <ß)  cos  i  -\-  tg  ho  sin  i 

^^ '''  ~  '      cos  (l,  —  ß)       '  ,     . 

(sin  u  wie  Zähler,  cos  u  wie  Nenner  bezeichnet). 
Zur  ferneren  Probe  rechne  man: 

2/  =  ti2  —  tii 
und 

slnf-^  =  sm^  1/2  (^2  —  ?i)  cos  &i  COS&2  +  sin^  V-2  (^2  —  ^1)^ 
welche  Werthe  /  übereinstimmen  müssen. 

Die  weitere  Rechnung  ist  durch  die  Bahngestalt  bestimmt.    , 

A.   Parabolische  Bahnen. 

-=cosi/2i;i  =  -y= 

1       .  ctg  \'2  ("2  —  ^h )       <^osec  V2  (?%  —  ^^i) 

V^i  Vn  Vr2 

i^g-  ist  stets  positiv. 


Bahnbestimmung. 

^2  =  Vi  +  (v-f.  —  ^^i) 

C3    =   Hl    Vi    =   11.2    —   ^2 

7t    r=    CO  -\-   ^. 

Mit  den  Werthen  Vi  und  'V.2  rechnet  man  ferner  die  Perihel 


zeit  aus: 


fc(<i  -  T)  ^ 
fc(f2  -  T) 


tu  '/2  "1  +  Vs  «S''  V2  fi 


V/2,yV    ='^''^ '''+''' *^"^^*'^- 
Darstellung  des  mittleren   Ortes: 

r'  =  q  sec^  1/2  v' 

h'  =  v'    -l-   7t   ^   =rr   1;'   4-   03 

Q  cos  /3'  cos  (A'  —  ß)  =r  /  cos  it'  +  B'  cos  {V  —  ß) 
q'  cos  ß'  sin(k'  —  ^6)  —  r'  sin  u'  cosi  -f  R'  sin  {U  —  0I) 
q'  sin  ß'  =  r'  sin  u'  sin  i. 

B.  Planetenbahnen. 

Ti  =  fi  —  «  pi 

t'-ti 


r  =  ^'  _  «  I  ^,  +  (^2  -  9^)  l 
T2  =  (2  —  a  Q.2 

log  a  —  7,7613  —  10 

/  =  h'2  («2  —  ^h) 
T-={T,-Ti)l 


logh  =  8,2355814—  10 
tg  (45«  +  co)=^!j. 


m  = 


{^cosfVrir^y 
j  __  sin^^/^f-h  tg^2c3 


cos/ 


m 


'U  +  l  +  i 


^22  Balmloestinmiung. 

I  mit  dem  Argumente  w  aus  der  Tafel  XXXIV. 

Für  w  hat  man  zu  setzen  sin'^  ^j^  /'; 
als  erste  Näherung 

lü  z=  -—  —  l  ^=  stn^  '  >,  (/; 

n- 

7]  mit  dem  Argumente  h  aus  der  Tafel  XXXV. 
Mit  diesem  lü  geht  man  noch  einmal  in  die  Tafeln  ein  und 
wiederholt  die  Rechnung  für  h  und  iv.     Man  hat  weiter: 

72  sin  1/2  (F  —  G)  cos  1/2  (p  =  cos  1/2  (/  +  O)  ^9  2  w 
7/2  cos  1/2  (^  —  <^)  cos  1/2  9)  =  siw  1/2  (f+g)  sec  2  w 
7^2  sw  1/2  (IT  _|_  (^)  s/n  1/2  9  =  cos  1/2  (/  —  g)tg  2g} 
72  cos  1/2  (^  +  ^)  sin  1/2  <3P  =  si>^  V2  (/  —  f/)  -'^^^^  2  ^• 
Zur  Probe: 


_^_V'2mcosf 

v,=:F-f       E,  =  (}-g 

v,  =  F+f       E,  =  G+.g 

^_  /rinr,sin2fY 

sin  cp 
^    ~~  arcl" 

a  =  p  sec-  (p 

^  =  '^'^         logh"  =  3,5500066 

M,=  E,  —  e"  sinE, 

M2=  E2  —  e"  sin  j&V 

rol 

)e: 

M,  —  M, 

7t   =   Uy   -|-   <ß    Vi    =    t(2   "f"  ^    '^2- 

Zur  Darstellung  des  mittleren  Ortes  hat  man  zu  rechnen: 
31'  =  31,  +  {T  —  T,)^  =  31,-  (T,  —  T')ii 
E'  =--  31'  +  e"sinE' 

r'  sin  v'  =  a  cos  (p  sin  E' 
r'  cosv'  ==  a  (cos  E'  —  sin  cp) 
u'  =  v'  -{-  n  —  ^ 
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q'  cos  ß'  cos  (A'  —  <Q)  =  r'  cos  u'  +  I{  cos  {L  —  ß) 
q'  cos  ß'  sin  (A'  —  <^)  =  /  sin  u'  cos  i  +  B'  sin  (U  —  ß) 
^'  sm  j3'  =  /  sin  n'  sin  i  +  B'  B'  arc  V. 

§.  298. 

Verbesserung  der  Elemente. 

I.    Man   betrachtet  a  und  8  als   Function   zweier  Distanzen 
Q  q'.     Und  macht  folgende  Hypothesen: 

I.  II.  III. 

()(,  Po  +  ^Po  Po 

^0  Po  PJ  +  ^  Po, 


so  folgt: 


Dann  wird: 


also: 


«0  «0 


da    ^ 

«0  —  «0  =  :^-  ^  Po 
cp       ^ 

fi  ca    ^    , 

«0  —  «0  =  :r~7  ^  Qo 
C  p 

do  —  do  =  .— 7  z/  p; 

CQ 


du  ___  «0—  «0     cd  _  dp  —  dp 
dQ  z/po    '    gp  ~"     z/po 

^(>'  ^po  '    gp'  ~"     z/pj 

Die  wahren  Verbesserungen 

z/p  und  z/p' 

rechnet-man  sodann  aus 

«==„„  + 1-1  ^p  +  l^^p- 

Cp  CQ  ^ 

8  =  ö,+  pz/p+^z^^' 

Cp         ^      ^      CQ  ^ 

nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate. 


924  Verbesserung  der  Elemente. 

IL    Man  kann  aber  auch  a  und  8   als  Functionen   der  Ele- 
mente betrachten.     Dann  ist: 

da       . 
+  —r  zJt 

'     dt 

'    d% 
Für   diese   Differentialquotienten   hat  man    nach   Oppolzer 
folgende  Schemata: 

A.    Für  Planetenbahnen. 
(Sitzungsberichte  der  Wiener  Akademie  61,  II.  Abth.,  S.  701.) 

Sei 
co^  (oj  _  ^)  em  i  =  A  sin  A^         sin  i  =  ni  sin  M 

siy^  (oc  —  ,Q)  =  A  cos  A,     —  sin  (a  —  ^)  cos  i  =  m  cos  M 

m  sin  (M+  8)  =  JB  sin  B^  i 

cos  (a  —  ^)  sin  8  =  B  cos  B^ 

^!Ltgcp  sin  V  =  F  sin  F,        a%  f -^^^  +  ÄH  ^"  ''''  ^"' 

-  cos  w  =  F  cos  Fl  t  .  Fcos  F^      =  d  cos  (}, 

A^  38,7550 

—  cos cp  cos v=  H sin H^ 


r 

sin  V 


2  4-  c  cos  V        xT        u 
'  ~  =  H  cos  Hl 


cos  cp 
—  FsinF,  =  PsinP, 

5  sin  9  [tg  V2  <P  -  cos  f(^+i)^  =  F  cos  P,  , 
so  wird: 

cos  8'^  =  ^  AFsin(F,  +  A  +  ^:^) 
(iL       z/ 

^  =  L^BFsin{F,  +B,+Ua:) 
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COS  Ö  -^  =  —  ÄCr  sin{(ri  -|-  J-i  +  Ux) 

—  =^BG  sin  (G,  +  Bi  +  u^) 

cos  d  -7—  =  —  ÄH sin  (Hl  -4-  ^i  4-  '(fx) 
d(p        z/  V    i    I       1    I        /^ 

cosä'^  =  ^  ÄP  sin  (Pi  +  ^1  +  !«x) 

<:os  d  da  r         ,  ^     ,        ^    , ,   • 

—. — r  -77^  =  —  —  {  sin  d  sin  (a  —  ß  -j-  Ux)  tq  ^  '.>  i  -1-  cos  Ux  cos  d  \ 

cos ö  da  r     .  ,  r^    ,    . 

r  -j-r  = sin  Ux  COS  (a  —  06)  tq  i 

COS1    dl  z/  ^       y  ^  -J 

r  -7-7  =r  —  f  sin  (a  —  Q:)  sin  ö  tq  i  -U  cos  ö  j  sin  u. 

cost    dt        J  ^        ~  '  -^      '  ^ 

B.    Bei  Bahnen    periodischer  Kometen  von   kurzer 
Umlaufszeit. 
Man  hat: 

P  sin  P'  ^=  —  cos  (p  cos  v 


coscp  ^      ^  '' 


«dann  wird: 


cos  dl^z=L  AP  sin  (P'  4-  ^'  +  u) 

C(p  zJ  ^  '  '        ^ 

l^^-,BP  sin  (P'  +  B'  +  n) 

€(p  Zi  ^  '  '         ^ 

COS  0  :^—  ^=  —  A  sin  (A'  +  w) 
CJl        zl  \         \       > 

^—  =  ^B  sin  (B'  +  ?(). 
Die  übrigen  Differentialquotienten  bleiben  dieselben. 
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Die  Elemente  in  den  vorstehenden  Formeln  sind 
die  äquatorealen.  Will  man  die  Eklipticalelemente  einführen, 
so  ist 

z/'i     =  cosözJi'  -f-  sin  6  sin  i'  z/^' 
,.^  sinö      .  .,    ,    cos 6     .     .,    ^r^, 

sin  %  '    sm  i 

{A'k)-=  —  sin  ö  tg  ^j^  iAi'  -j-  {cos  ö  t(j  1/2  i  —  ig  1/2  V)  sin  i'  zl  9' 
An    -=  z/je'  -)-  (z/;r) 
AL    =  AU  -f  {Aii\ 

wohei 

sin  £  cos  Q>  -f-  cos  i'  sin  i 


cos  6 


cos  %  sm 


C.    Bei  stark  excentrischen  Ellipsen-  und  Parahel- 

Bahnen. 

A  sin  A'  r=  cos  («  —  (ß)  cos  i 

A  cos  A'  =r  sin{a  —  6^) 

m  sin  M  =  sin  i 

m  cos  M  =  —  sin  (a  —  9)  cos  i 

B  sin  B'  =  m  sin  (M  +  d ) 

B  cos  B'  =  cos  (a  —  (Q)  sin  d 

U  :=   V  -\-   (x) 

T^    .    „,        kc  sin  V  \ 

FcosF'  = 


hVp 


r2 
bei  der  Parabel  wird 

F'  =180  —  \/.2V 
a  sin  (r  =  -  4^^  {^0  +  tO'  V2  V  +  El  tg^  ^/.v] 

G  cos  G'  =  ''^';^y'_^";^^''  {1+^1  tO'^  V2  V  +  El  tg^  V2  v\ 

Dabei  ist 

E-  =  —  1  -  ^i, 0  +  OS 

'    ♦     El  =  -^U  +  S 
El  =  \U  —  ö 
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und 


Diese  Grössen  können   mit  dem  Argumente  0   der  Tafel  XXXIII 
entnommen  werden : 

/=  '[k"-  k'^'^k  '>'-w,'>'  +  --- 

H  sin  H'  =  -  -^  jl  cos  „  _  (1  _  e)  G  sin  ff'j 

HcosH'  =  -y'^y-^ 
dabei  ist 

log  Je  =  8,23558  —  10 
Iog(~y)  =  8n77389  —  10 


^^^  (i)  =  ^"'^^^222 


*    z/T  wird   dadurch  in  Einheiten  des   mittleren  Sonnentages 
erhalten. 

Man  hat  sodann :  - 

^■ö-^  ^  ^  =  2  ^^^  ^^^^  ^^'  +  ^'  +  '^0  -5«'^^  1" 

g^     =      2         ^^       ^^^^     ^-^'      +      ^'      +      «*)     ^'''^     1" 

<^os  ^  gf  =  ^  -4  ^  s^»^  (^'  +  G^'  +  u)  sin  1" 
^  =  ^£G  sin  (B'  +  G'  +  u)  sin  1" 

""  ^  e^  =  ^  ^^^*" (^'  +  ^'  +  «)  «*•«  1" 

dl^q=^  ^HsiH(H'  +  B'  +  u)  sin  1" 
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—. r    ;r-r=T  =   —:  t(f  t  COS  («    —    66    -f-   U) 

1         A^  A                 /»■• 
-,— r  ;rrT  = ^  I S« W  («  —  ^  4"  ^0  S^'^^  ^  ^^  ^/2  ^"  +  ^'ÖS  W  COS  Ö } 

s^l^^  006  z/ 

^  da  r     .  ,  ^     .    . 

cos  d  -7-^  = -z  stnii  cosia  —  b6)sim 

et  z/ 

— r  =  ^  {sm  (cc  —  ß)  sin  d  sin  i  +  cos  Ö  cos  i\  sin  u. 

dl        ^ 

Ist  i  wenig  von  180»  verschieden  (Bewegung  retrograd),  dann 
führe  man  das  Element 

A=^7t  —  20^ 
und  man  hat: 

cos  8  -—:  —  -z  Ä  Sin  {A!  -\-  u) 

0  A        A 

^^  =  ^Bsin(B'  +  u) 

dA        A  VI/ 

cos  Ö  dcc         r        .  o       ..\  .^..  1    ^• 

-^—,  -^  z=  —cos(a  —  66  —  ii)  ctg  1,2« 

Sin  i  ööö        A 

.  ^     -^  =  L\cos  u  cos  d  —  sin  (a  —  ß  —  w)  sin  Ö  ctg  ^/^  ^*1- 

smidöl        A^ 

Diese  Formeln  treten  dann  an  die  Stelle  der  früheren: 
da      dÖ      cos 8    da       dÖ 


cos  8 


CTt'     dn^     sin i  dO)^     ci 


§.  299. 

Das  allgemeine  Problem. 

Seien 

nii       m^  '  .  '       nin 

die  Massen  der  gegebenen  Körper,  sowie 

^fc,    2/fe,     ^k  Ä:  =  1,  2,  .  .  .  n 

ihre  Coordinaten, 

die  Entfernung  von  rnkm,.,  und  setzt  man: 

1 

SO  lauten  die  Bewegungsgleichungen: 


<2=V.2S^ 
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929 


rtiic 


Wfc 


nik 


dP 

dP 

d^ 
dp 


dyk 


0 


=  0 


=  0 


Zu  diesen  3  n  Gleichungen  sollen  G  n  Integrale  mit  6  n  Con- 
stanten bestimmt  werden.  Bisher  ist  es  gelungen,  nur  zehn  von 
ihnen  darzustellen.  Und  zwar  liefert  das  Princip  des  Schwer- 
punktes sechs,  das  Flächenprincip  drei,  und  das  Princip  der 
lebendigen  Kraft  ein  Integral. 

Addirt  man  die  Gleichungen  I),  so  ergiebt  sich  wegen 


2  '^^^^  ^  =  ^> 


nik 


dP 


V 


d'-Zk 


0 


=  0. 


also  wenn 

^   n   i 

die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  sind, 

^_^  d^ 

dP  dP 

Diese  Gleichungen  liefern  sechs  Integrale: 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  für  ^  mit  y  und  jene  für 
y  mit  —  z\  und  addirt,  so  folgt  wegen 


dt' 


2 


\     ^yk  czk/ 


durch  Integration: 


2  ^^^'^• 


*''   di 
dz, 

Xi 


Dieses  sind  drei  weitere  Integrale. 

Wird  die  erste  Gleichung  mit  dXk^  die  zweite  mit  dyk^  die 
Iritte  mit  dzk  multiplicirt  und  hierauf  alle  Gleichungen  addirt 
md  integrirt,  so  folgt: 

Läska,  mathem.  Formelnf^ammlung.  kq 
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2 


"{&)'  +  &)'  +  &())-"'  =  >• 


und  dieses  ist  das  letzte  Integral. 

Den  allgemeinen  Beweis,  dass  bei  dem  Vielkörperproblem  dei 
Kreis  der  algebraisch  aus  den  Coordinaten  und  Gescliwindigkeitei 
zusammengesetzten  und  von  t  freien  Integrale  mit  den  obigei 
geschlossen  ist,  hat  Prof.  H.  Bruns  geliefert  (Sitzungsber.  der  k 
sächs.  Akademie  1887). 

Das  Dreikörperproblem  erfordert  18  Integrale,  davon  liefen 
die  obigen  Gleichungen  zehn,  es  bleiben  also  acht  zu  bestimmen 
Lagrange  (Prix  de  l'iVcad.  Boy.  des  Sciences  de  Paris,  t.  IX 
p.  1772)  hat  bewiesen,  dass  man  nur  sieben  Integrale  zu  bestim 
men  hat,  nach  deren  Auffindung  sich  das  achte  sofort  ergiebi 
Diese  Arbeit  hat  Serret  commentirt  (Oeuvres  de  Lagrange 
t.  VI,  p.  324  bis  330). 

Die  Ausbildung,  welche  der  Theorie  der  linearen  partielle] 
Differentialgleichungen  in  der  neuesten  Zeit  durch  die  Arbeite] 
von  Jacobi,  Clebsch,  Weiler,  Mayer  und  Sophus  Lie  zi 
Theil  wurde,  ermöglichte  einen  wesentlichen  Fortschritt  in  de 
Behandlung  des  Dreikörperproblems. 

Es  ist  gelungen,  das  ursprüngliche  System  achter  Ordnung 
auf  ein  solches  von  sechster  Ordnung  zu  reduciren. 

Sei  r2  ^  ^.2  -L  2/2  +  pj-^ 

cosH=-'^  +--  +  -- 
r  Vi         r  Ti         r  r^ 


7t'-' m.  (—: r,  cos H 


so  wird: 


(die  Masse  der  gestörten  Körper  =  0), 


dP 

+  k^ 

X 

=r 

A  = 

dx 

dP 

4-h' 

y 

— 

r--= 

cy 

d^z 
dp 

+  ^2 

r= 

z  = 

CS 

Sei 


X  =  r  cos  h  cos  1 
y  z=z  r  sin  h  sin  1 

^  =  r  sin  6, 
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SO  folgt: 

d'^r  ,,  /dJy  /dby    ,    Ä'2        cSl 

_  ^reos'^h  {^^)   _  .  (^-j    +  _  =  _ 

d    /  ,        ,  dl\        cSl 

wird  weiter  gesetzt: 

sin  h  =r  sin  i  sin  (y  —  «) 

cos  h  cos  (l  —  (ß)  =  cos  (v  —  co) 

cos  h  sin  (l  —  Q))  =■  cos  i  sin  (v  —  a) 

so  ergiebt  sich: 

dp        ^  \dtj   "^  r2  ~  er 

dt  \    Jt)  ~~  J^ 


oder 


,,    .    .  dv     dt  .  cSl 

r^  sm  t  -7-  •  --r--  =  —  r  cos  i  ;^— 
dt      dt  coj 


,    .    .  dv     dQ>  dSl 

r^  sm  i  -YT  '  —rr  =  '>'  tt-^ 
dt       dt  ci 


§.  300. 
Störungsrechnung  in  rechtwinkligen  Coordinaten. 

(Methode  von  Encke.) 

Die  gegebenen  osculirenden  Elemente  für  die  Epoche  I  und 
das  Aequinoctiom  Aequim.  seien: 

Z,  Jf,  ;r,  ß,  i,  (p^  ^,  a. 
Aus  ihnen  folgen  die  Coordinaten: 

Xo     2/0     ^0. 
Seien  nun: 

I    n     i 

die  Störungen,  so  wird: 

X  =  Xo  +  ^ 

y  =  Vo  -^  n 

^  =  ^0  +  ^ 

59* 
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Und  man  hat  die  Gleichungen: 

g=s»-.|^'-|l+""+"'H-5l 

dP  "  ^ 
Setzt  man : 


S=S'"«.|Sf^- !+"■<' +->(!-. ii 


-,  -  ^  =  A  \f(ix  -  II 

r;^        »■■'        >■„" 

'  0  '  '  0 

wobei 

'^  <'  ~^ 

r  ^  5     7  5     7     9 

SO  wird ,  wenn  m  =  0  (für  Planetoiden  und  Kometen)  gesetzt 
wird,  und  wenn  zugleich  die  zweiten  Potenzen  ausser  Acht  ge- 
lassen werden: 


9' 
wobei 

Q'  =  (x,  -  x„y  +  (2/,  -  «/o)2  +  (.«1  —  z,y 

und  a;,  »/,  ^  die  Coordinaten  der  störenden  Planeten  sind. 
Setzt  man  weiter  noch: 


L  /j'2  m^ -\  —  2J  X 


Ehm,  |£i— ^_£i|  =r2;z, 
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SO  wird: 

J|  +  *^  =  ^X+/Aä^ 

'^  +  h>l  =  ^^Y  +  fhqy 

^  +  hi  =  :^z+fha,. 

Man  hat  also  zu  rechnen: 

I. 

sin  op 
e  z=  sin qp  .    ,,,  =  e" 

sin  1" 

M=E  —  e"  sinE 

ro  smvo  =  a  cos  cp  sin  E 
7'q  cos  Vq  =  a  (cos  E  —  e) 

^0  =  ^0  s^>^  (^  sin  (Ä  -(-  Vq) 
2/0  =  Vo  sin  b  sin  (B  +  vq) 
Zq  =  To  sine  sin  (C  -(-  v^). 
lieber  die  Berechnung  der  Constanten: 
sin  a,     sin  h,    sin  c 

A,         B,         C, 

vergleiche  §.  272. 

Sodann : 

^^  _  [9,675283] 

B^=ri(l  +  \,\,h) 

h'  = ^ 

l  +  Vi,/r 

labei   ist   die  Zahl  in    der  Klammer  eiil  Logarithmus.     Es  wird 
ibrigens,  wie  üblich,  ein  vierzigtägiges  Intervall  vorausgesetzt. 
Nun  setze  man: 

y  =  yo  +  V 
^  =  ^0  +  e, 

obei  I,  rj,  t,  die  Störungen  sind.  Diese  setzt  man  für  die  ersten 
ier  Intervalle  gleich  0,  da  man  ja  von  einer  osculirenden  Bahn 
.usgeht. 

Nun  rechne  man  für  jeden  störenden  Planeten: 
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Q  COS  ^  COS  (}  ■=  X^ X 

Q  COS  '9'  sin  (j  =  y^  —  y 
Q  sin  d-  =  ^1  —  ^ 

XXi  X 

1  =  1/  — 


Y^  =  v 


Vi  — 


Q 


^11  2/u  ^i  sind  die  Coordinaten  störender  Planeten.    Die  Grösse  v 

ist  vierzigtägiges  Intervall,  vorausgesetzt  für 

Mercur 9,7924  —  10 

Venus       1,0712 

Erde  mit  Mond 1,1244 

Mars 0,2471 

Jupiter 3,654972 

Saturn 3,13102 

Uranus 2,3329 

Neptun 2,3808 

in  log  der  7.  Decimalstelle. 
Ferner : 


X, 

T= 



V  -4, 

Y, 

== 



'% 

z. 

—. 



'% 

und  bilde 

X  =  X,  +  X, 

Y=Y,+  Y, 
Z^Z,  +  Z,. 
Diese  Grössen  für  jeden   der  störenden  Planeten  besonders 
gerechnet,  und  dann  smnmirt,  geben: 

UX    ZY    EZ. 
Anfang  der  Rechnung:     |  =  0,     ty  =  0,     ^  =  0, 
für  die  ersten  vier  Intervalle.     Man  setze: 
2:X=/,  Ä;  =  l,  2,  3,  4, 

wobei  2:X  =  fi    die   Summe   21 X  für   den  ersten  Intervall   be- 
zeichnet u.  s.  w. 


Ferner: 
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A=f(o  +  w). 


'yfa  -  "■)      =  +  ^  /  («)  -  l-^ö  ^2  •'"  (">  +  'f'"  («  -  '"W) ' 
und  bilde  das  Schema  (siehe  Quadraturen): 

j(a-J  if  -  ^  '^  / « - .)  ; ;« -  ;:^ '^  r  (.  -  .> 

,  Dieselben  Reihen  werden  auch  für  ZX  und  ZZ  entwickelt. 

f    Sodann  ist  für 

s<.)  =  "/<«)  (« + «•  «0  + 12  ^  ^'  -  ^  ^;^'  (« +  '■ '") 

Si.)  =  %)  («  +  '  «-•)  +  ^  ^Ä  -  -^flh  (a  +  i'<') 
Nun  rechnet  man: 


"-f 

•=* 

^2 

= 

a  5(.,)  +  6  s;^)  4- 

C>^(r) 

h 

1 

-  Y^fi'^^^  +  ^^y 

+  ^ 

0 

./' 

^ 

1 

—  (1  4- 2  r/r  % 

wobei 


Für  /  hat  Oppolzer  im  zweiten  Bande  seines  Lehrbuches 
der  Bahnbestimmung  eine  Tafel  gerechnet. 

Als  Argument  zur  Ermittelung  des  ersten  /-Werthes  kann 
hinreichend  genau 
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q  =  a  /S'(^)  -f  h  S^y)  +  c  6%) 
genommen  werden. 
Dann  wird : 

Nun  bildet  man  für  ^  dasselbe  Schema  wie  früher  für  Z  X 

und  bestimmt  die  Anfangscon stauten    der  Integration  genau  wie 
früher,  sodann  wird: 

S  =  %)  («  +  iw)  -\-  — /(x)  {a  +  iw) 

V  =  "f(y)  (Cl  +  iiv)  +  Y^/Cy)  («  4-  '^'^0 

5  =  7(^)  (^  +  ^^^)  +  Y^/^^)  (^  +  «■*^)- 

Man  erhält  so  vier  Werthe  für  |,  ??,  ^.  Durch  Extrainter- 
polation werden  nun  die  Werthe  |,  i?,  S  für  den  nächsten  Inter- 
vall bestimmt.     Für  diesen  wird  nun 

y  ■=  Vo^  -h  y     ■ 

gesetzt,  und  es  w^ird 

2JX    UY    2JZ 
berechnet.    Man  hat  dann: 

^(.)  =  %)  (a  +  itv)  +  1  2;x  -  ^y;:;)  (a  +  iiv) 

S(y)  =  "Ay)  («  +  iio)-\--:^i:Y  -  ^^  fly)  (a  +  iiv) 
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Cl  S(:,)  4-  h  S(yy   -\-  CS(^) 


1  —  ^2/1«-^  +  oy  -^  cz\ 
und  anolog  wie  oben: 

dH       d^n        dH 

dt^  dp  dp  ' 

In  dieser  Weise  wird  die  Rechnung  fortgesetzt. 

Die  Werthe  von  |,  ;y,  ^  ergeben  sich  dann  aus  f^   ^    5^ 

dp'  dp'  dp 

i  =  "U)  (a  +  iiv)  +  1  /(,)  (a  +  n,)  _  J_ y;-^  (,,  _|_  ,; ,,) 

^  =  "Ay)  («  +  ^•^^•)  +  ^2'^'^y'  ^''  +  ^"^'')  -  riö-^^^  (^^  +  ''^^■) 
S  =  %)  («  +  i^v)  +  ^U)  {tt  +  iic)  -  ^ /(',')  (a  +  iw). 
Das  letzte  Glied 

240 '' 
iann  zumeist  vernachlässigt  werden. 


§.  301. 

BrünnoWsche  Uebertrag-ung:  der  Encke'sclieii 
Methode  auf  Polarcoordinaten. 

(Astron.  Nachr.  Bd.  .34.) 
Seien  die  gegebenen  Gleichungen: 

Setzt  man 

X  =  r  cos  ß  cos  u 
y  =  r  cos  ß  sin  u 
s  =  r  sin  ß 
und  schreibt  die  Gleichungen  in  Lagrange 'scher  Form: 
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d  dT       dT      8^^Q 

dt  ddcp        0  cp  ~^  dcp 

d  dT        dT    ,    ^^Q 


wobei 


dt    ddip        d^     '    d^ 

d_      d_T_  _  ö^    ,    8F 

dt'  ddx        dx  "^  a;t 

cp  =  r 


■=0, 


-=■/.'•  HKS)' +(S)'1+(S)' 


F:=    --^    -    i2 


■r 
gesetzt  wurde,  so  lassen  sich  leicht  die  Variablen  transformiren, 
und  man  erhält: 

d^r  _     d'^  ß        ^^  _^.^  ^  /"duy  _L  ü  —  ^ 


lUcos^^— 1--- 


cZ2^       dSl 


^  -z.. 


ctt^         ds  r 

Setzt  man  nun 

r  =z  Tq  -\-  dr 

und  verlegt  die  Coordinatenebene  in  die  Bahnebene,  so  wird: 

dt  r^  J     d u  r^ 

d^z       __dSl     ■       z 
dP        ~~  dz        ^  rr 
dabei  ist  für  die  Osculationsepoche: 


/ 


du 


2  dua 
'ö    dt 


=  Vi^p. 
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und 

dz  ^       \       zi'^   cz         >v 


TT—  =  Uniik^rri  cos  ß  cosßi  sin  (ui  —  ^)  {—j -i) 

■^11  ^li  ßi  sind  die  Coordinaten  des  störenden  Planeten. 

§.  302. 
Variation  der  Constanten. 
Für  die  ungelöste  Bewegung  linden  sich: 

dt  dcjo         dqo  ^ 

Im  gelösten  Problem  treten  noch  neue  Kräfte  hinzu,  aus 
Fo  wird   V+  Sl, 
wo   Sl    wie    gewöhnlich    die    Störungsfunction    bezeichnet.      Die 
Gleichungen  des  gelösten  Problems  sind  sodann: 

^_8r_a_r_a^ ^ 

dt         dq         cq         dq 
Denkt  man  sich  die  Gleichungen  1)  integrirt,  und  seien 

5o  =  /o  ft  «,  &,  c  .  .  .) 3) 

ihre  Integrale,  wo  a,  &,  c  .  .  .  Integrationsconstanten  sind,  so  wird 

dqsi^Gf^  .x 

dt  dt ^ 

Obgleich  nun  die  Gleichungen  2)  nicht  dieselbe  Form  haben, 
wie  die  Gleichungen  1),  so  kann  man  ihnen  doch  durch  die  Inte- 
grale 3)  Genüge  leisten,  wenn  man  nur  annimmt,  dass  die  Con- 
stanten  a,  ö,  c  .  .  .  ebenfalls  variabel   sind.     Sodann   wird  aber: 

^  —  ?^  _4_  fM  ^  J_  M  ^  _U  \  r^\ 

dt  "  dt  '^  \da  dt  '^  db  dt  '^  )     '     '     *     '     ^ 

Führt  man  nun  die  Bedingungsgleichungen 


940 
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da 

da 
dt 

"^  db 

ab        d 
dt  "^  8 

c   d 

r  +  -- 

'  = 

0  . 

•     •     • 

■     ö) 

ein, 

so  wird 

dqo 
dt 

dq 
—  dt 

Sodann 

müssen    auch    p 

für 

beide 

Systeme 

gleich 

sein, 

und 

aus 

dp  _ 
dt  ~ 

dp 

dt 

'    da 

da  _, 
*  dt  "^ 

dp 
db 

db 

dt  + 

dp 

de 

de 
"dt 

+  •••' 

folgt 

dp 

da 

da  _. 

dt  + 

dp 
db 

db 

dt  "+" 

.  .  .  = 

dp 
dt 

dp 

dt 

— 

dq 

,    cT 

+ 

dV 

dq 

[oq     ' 

»Fl 

oder 

dp 

da 

da 
dt 

dp 
^  db 

db 

dt  + 

dp 

de 

de 
Tt  + 

dSl 
dq 

•     7) 

Wir    haben    also   a^  b^ 


e  .  .  .  als  Functionen  von  t  so  zu 
wählen,  dass  sie  den  beiden  Gleichungssystemen  6)  und  7)  ge- 
nügen. 

Eliminirt  man  aus  6)  und  7)  nach  einander  die  Grössen 


da 

db             de 

dt' 

dt'           dt 

und  setzt: 

dq  dp 

da  db 

dq  dp         .    j. 
db  d  a 

so  dass  also: 

(a  a)  =  0 

(ab)  +  (ba)  =  0 

wird,  so  erfolgl 

: 

,      .da 

+«.»)§f 

1    /      .  de    , 

_  cSl) 
da 

,,       da 

(*«'  dt 

+'»>s 

+  (^c)^+"' 

dsi  ' 
"■  db) 

8) 


Dieses  System  vertritt  die  Gleichungen  6)  und  7). 


Hieraus  ergiebt  sich 
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9) 


Die  Coefficienten  der  Gleichungen  8)  und  in  Folge  dessen 
auch  jene  der  Gleichungen  9)  besitzen  eine  merkwürdige  Eigen- 
schaft, sie  sind  in  Bezug  auf  t  constant. 

Es  ist  aber  die  Grösse  Sl  eine  Grösse  erster  Ordnung,  dem- 
nach sind  auch 

d  a  dh  de 

~dt'  ~di'  li  '  '  ' 

solche.     Man  kann  demnach  bei  einer  ersten  Annäherung  rechter 
Hand 

a  =  «0,  h  =  bc,  c  ^=  Cq  .  .  . 

setzen,  wodurch  man  einen  Fehler  begeht,   der  von  der  zweiten 
Ordnung  ist.     Sodann  wird: 

''=J  p-ä^+^äi+'-'r^  • . .  10) 

wobei   unter  dem  Integralzeichen    nur  bekannte  Functionen  vor- 
kommen. 

Für  die  praktische  Anwendung  dieser  Methode  möge  Fol- 
gendes angeführt  sein :  Man  erhält  nach  geeigneten  Transforma- 
tionen folgende  Differentialgleichungen  der  Elemente  nach  der 
Zeit: 

di  W 

dt         iVl  +  mVp 

d  ^  W 


r  Sinn 


^t         A:Vl  +  niVp    sini 

äW  C  1       ,o         TT       •  I  AT  .  •    ^^<ß 

IT  =  ]c^(l  4-  m)  7  12«^^^'^^^  +  rNcosw]  -  cos  i  -^ 

de  e 

~dT  "^  /•2^i  ^  ^^^^  \2aT{eosw  —  e)  —  rNsin  w] 

<lci  ae  ^^^ 


dt         A;2  (1  -[-  m) 
d^i  Sac 


dt  A-2(i  -^  m) 


^T 
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dM  ,/- -,  idw    ,  .iW\        o  f      •    7/     ^' 

-j-  =  —  Vi  —  e^-  \^T-  +  cost  -y-    —  2  \e  smL  •  — 

d^  [dt     '             (?f              1                 c 


-^^?i+/s 


öf^. 


Dabei  ist: 


V- 


-{-  m 


r 


sinE  ,  Vi  —  e' 
stnw  == 


cos  tv 


l  +  e  cos  E 
cos  E  -\-  e 
L  -\-  e  cosE 


Zur  Berechnung  der  Grössen  TiVTF  merke  man: 
T  ist  die  Componente   der  störenden  Kraft  nach  der  Richtung 

der   Tangente,    positiv,    wenn    sie    die    Geschwindigkeit   ver- 
mehrt; 
JV  ist   die   Componente    der    störenden   Kraft    in   der  Normale, 

positiv,   wenn  sie  den  Planeten  nach  der  inneren  Fläche  der 

Ellipse  sich  bewegen  lässt; 
W  ist   die   Componente   normal  zur  Bahnebene,    positiv   in    der 

Richtung  nach  dem  Nordpol  der  Ekliptik; 
B  ist  die  Componente  der  Störungsfunction  in  der  Richtung  des 

Radiusvectors ; 
S  ist   die  Componente  der  Störungsfunction  senkrecht  auf  den 

Radiusvector. 
Um    diese    Componenten    zu    berechnen,    rechne    man    die 

Grössen : 

A    A'     T 


aus 


sin 


/2  Isin  1/2  {A  +  A)  =  sin  1/2  (^i  —  ß)  ^i^"^  V2  (^'  +  h) 

sin  ^i^Icos  1/2  (^  +  A')  =  cos  \',  (ßi  —  ß)  sin  1/2  (i,  —  i) 

cos  1/2  /sw  1/2  (^  —  ^')  =  sin  1/2  (-^^i  —  ß)  cos  1/2  (h  +  i) 

cos  1/2 1  cos  1/2  (^  —  A')  =  cos  1/2  (^1  —  ^)  cos  1/2  (^l  —  i), 

sodann  X^  und  ßi  aus 

cos  ßi  cos  Ai    r=r  COS  (it'i  -f-  Vi   —  A') 

cos  ßi  sin  Ai  =r  sin  {n'i  -\-  Vi  —  A')  cos  I 
sinßi  —  sin(iVi  -^  v^  —  A')sinl, 
so  wird 


Variation  der  Coiistaiiten.  943 


^nd 


x^  =  Vi  cos  ßi  cos  (Ai  —  (/(•  -{-  v)  ^  A\ 
y^  =  ri  cosß^  sin  {A,  —  {k  +  v)  +  A] 
z^  ==  Ti  sin  ßi 


0C'\ 

cosyi  =  — 


Q^  z=  (r  —  ^i)^  4-  rjl  sinyl. 
Damit  wird: 

B  =  m^li-  (  — ^ )  ^1  —  — 


1 


^       /.;  Vi  +  m       .  x>    I    i>      ol 

c  T  == -^ e  sin  v  .  JR  ^  —  ■  S\ 


c  jS  = -= }       A-  .  J{  j^  e  stn  v  .  S\  • 

Vp         [       r  ^  J 

Wir  geben    nachstehend    das   Oppolzer'sche   Schema   zur 
Berechnung  der  Elementenstörungen: 

a'/2  =  L  Jogi:"  =  3,550007 

^n^siM^  /o^l=  5314425 

sin  l"  ^  sin  l"         ' 

31=  L  —  7t 
E  —  e"  sin  E  =  M 

r  sin  V  =  a  cos  cp  sin  E 

r  cosv  =  a  {cos  E  —  sin  cp) 

IV  =:   7C  ^ 

^/   r=  i'    -I-  ir 

p  =  a  cos^  (p 
[i  :  W)  =  r  cos  u 
r  sin  II 


(^  :  W)  = 


sni  1 


(^  :  B)  = — =-  sin  cp  sin  v 

V  a 

(^:  S)  =  —  —=-  ^ 
Va     r 
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iv  das  Intervall  in  Tagen.     Für  iv  =  40  wird  log  3htü  =  0,814763^ 
(L  :  R)  :=  —  j9  /(/ 1/2  ff  cos  V  —  2  r  cos  cp 

[L  :  S)  =  (p  -\-  r)  sin  v  tg  1/2  g? 
(L  :   IF)  =  r  sin  u  ig  1/2  i 

(jt  :  R)  = i —  cos  V 

sin  (p 

(TT  :  /S)  —  (p  -f-  r)  —. 

[cp  :  11)  =  a  cos  cp  sin  v 

(cp  :  S)  =  a  cos  cp  (cos  v  -|-  cos  E). 

Nun   rechnet  man   die   störenden  Kräfte :     Seien  r^  hi  \    die 
heliocentrischen  Coordinaten  des  störenden  Planeten,  bezogen  auf 
das  Aequinoctium  der  Elemente: 
q  sin  Q  =  sin  h^ 
q  cos  Q  ==  cos  hl  sin  (l^  —  <ß) 
cos  B  cos  L  =  cos  61  cos  (li  —  ^) . 
cos  B  sin  L  -—  q  cos  ( Q  —  i) 
sin B  =  q  sin  (Q  —  i) 

I  =  /j  cos  B  cos  (L  —  ti) 
Tj  ■=  Vi  cos  B  sin  (L  —  u) 
J  r=  ^1  sinB 
o  cosd-  cosO  =  ^  —  ri 
Q  cos 0' sind  =  7] 
Q  sin  '9'  =  J 

Jl  _  ü^  [k^  _  L 

__  wk"m, 

m^  ist  die  Masse  des  störenden  Planeten  in  Einheiten  der  Sonnen- 
masse.    Dann  hat  man: 

z/i  =  (^  :W).W 

z/^  =  (ß  :  W)  .  W 
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U'^^  =  (ß  :  li)  .  R  +  (u  :  S)  .  S 
^L  =  {L:  E).  M  +  iL:  S)  .  S+  (L  :  W)  .  W 
^n  ^  (7t  :  R)  ,  R  +  (n  :  S)  ,  S  +  (L  :  W)  .  W 
^(p  =  (cp  :  R)  .  RJr((p  -  S)  .  S. 
Man  beachte,   dass   diese  Methode  in   nahezu  parabolischen 
Bahnen  nicht  für  den  Gebrauch  geeignet  ist. 

Der  Gang  der  Rechnung  ist  nun  folgender:  Mit  den  unge- 
störten Elementen  bestimmt  man  sich  für  vier  Zeitintervalle  die 
Grössen 

.  d^'         r/ß  dL         dn         dw  du 

'"Tt    «'^    "-7»     "'TTf    "-rff    "-^TF- 

Für  jedes  Element  bildet  man  sich  nun  die  Reihen 
und  bestimmt  die  Integrationsconstante  aus  der  Gleichung 

y (« - .  ,«•)  =  -  ^ r (a  -  V.«-)  +  ^r  (« -  ■'.»..'> 

worauf  man  das  Integral  selbst  durch 


a  +  in- 


ff{x)dx  =  ]f(a  +  hr)  —  1/  (fl  +  itv) 

erhält.  Durch  Extrapolation  gewinnt  man  dann  genäherte  VVerthe 
der  Elementencorrection  für  das  nächste  Intervall.  In  dieser 
Weise  wird  die  Rechnung  fortgesetzt.     Da 

ist,  so  wird  man  also  hier  eine  Doppelintegration  auszuführen 
haben.     Für  diese  ist  die  Anfangscon staute 

7(«)  =  ^/  {a  -  ir)  -  ^  {2/'  (a  -  tv)  +  T (a)] 
und  das  Integral 

a  -\-  iw 

fjf{x)dx^-  =  J{a  +  i,v)  +  l/(«  +  iw). 

Nachdem   so    die  Anfangswerthe   bestimmt   sind,    wird   man 
aus  bekannten  Summen,  und  Differenz werthen  leicht  die  füi 
nächsten  Intervalle  geltenden  Störungsgrössen  ermitteln. 

Läska,  matheju.  Forinelnsauuiihuig.  L>r\ 


(ho 
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Man  hat  für  die  Rechnung  nach  vorwärts 

a  +  (i  f  1)  w  ■ 

ff{oc)äiJC  =  y[a  +  (^  +  ^l,)^v]  +  '/J*(a  +  ^'^'0 

+  V24  {10/[a  +  0*  —  V2)  ^o\  +  9/"  [a  +  (^  -  l)t(^] 
+  8.r  [a  +  (^- V2)  ^<l  +  V"  [«  +  (^-2)t(']  +•••' 
für  die  Rechnung  nach  rückwärts 

■  ;;a'+  (i  — 1)  w    ' 

•  ff{x)dx  ^\f\a  +  (i  —  1/2)^]  —  i/-2/(^  +  ^**^)  '■ 

+  8/'"  [a  +  0"  +  ^'2  ^^)J  —  "^r  [^  +  (^  +  2)  11']  +  •  •  • 
Für  das  Doppelintegral  hat  man  zunächst  zu  ermitteln ,  bei 
der  Rechnung  nach  vorwärts, 
j  ^,^  _^  (f  +  1)  ,,]  ^  f{a  Ar.  i iv)  +  /'  [a  +  (i  —  V2)  iv] 

+  /"  [^^  +  (^  -  1)^^^J  +  /'"  [«  +  ('■  -  '/^  ^^)]  +•••■' 
bei  der  Rechnung  nach  rückwärts, 
.y  [^,  _)_  (f  __  1)  ^^  ^f{a  +  iiv)  -/'  [a  +  (^  +  ^2)^'] 

+  /"  [^^  +  (^'  +  1)  ^'^]  -  /"'  t'^  +  ('■  +  '^'^^  ''1  +  ■  ■  * 
worauf 

'       •  •  ■  •  ■     ■       '  ■     ^  ■  ^      ■  ■    ■ 

.\    *■;  ■■■  /  ^  ^.  303. 

Hansen-Tietjen'sche  Integ:ratioiisinetliode  der 
Störung'Sgleichungen. 

Setzt  man 

X  =  r  cos h  cosl       : 

y  =  r  cos  b  sin  l 

■  -  •  z  :=  r  sin  b 

Xi  =  r,  cos  B^  cos  L^ 

.y^  =  Ti  COS  Bi  sin  Li  ,     ^ 

z^  —  ri  sin  i?i, 

so  gehen  die  Störungsgleichungen  über  in 

(r  cos  by-  ^  ===  k  Vpo  +j^^udt 


Hansf^n-Tietjeti's  Methode.  947 


^^2 


Dabei  ist 
^^^Wi  l—  —  —  j  rri  cosh  cos  B^  sin  {L^  —  ])  =  Z  U 

^K^Wi  ( — -)  -i -L  cos  (Li  —  I) 


2Jk'-mi  - 


=  2Ju\ 


Hansen  führt  nun  folgende  Grössen  ein 

ircosby'^=f2JUdt, 
wodurch 

1  =  V  -\-  ^tv  -\-  Constante. 
Ferner  setzt  er 


Dadurch  wird 

rcosb-   P\^^+''^ 

1  -|-  ^0  COS  V 

dP  +  ^'^  -  ^0' 

i 

h-        ^'             II 

(r  cos  hy        ^^' 

wobei 
und 

(rcoshy  I  2A^V/>oU 

+  2JB-  Uu'i  +  ^  2A^^  r-^,-.  ((), 

(r  cosb)'  \6j' 

wobei  /   der  Encke'sche   Werth    (vergl.    Encke,    Methode   der 
Störungsrechnung).     Wird  noch 

gesetzt,  so  folgt 

60* 


948  Hansen -Tietjen's  Methode. 

Diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  den  früher  entwickelten 
bestimmt  das  Problem. 

Man  hat  also  als  Hauptgleichungen 

^  +  hv  =  //o 

d 


dt  {rcoshyj 

dp     '        i(rco.s^)"     '  'J 

welche   die   Fundamentalgleichungen   sind    und   integrirt  werden 
müssen. 

Die  Differentialgleichungen  haben  die  Form 

dp   ^  r-''  ^  ~     ' 

wobei  g   klein    von   der  Ordnung   der  Störungen   ist.     Man  kann 
also  schreiben 

d¥^^^~    ' 

wenn    man   nur  die    Störungen   erster   Ordnung    berücksichtigen 
will.     Verbindet  man  diese  Gleichung  mit 


dp      '    r; 


X,, 


?f+5'--"- 


so  folgt 


d^     V  dVi)      r  A    n  1 


Für  die  Osculationsepoche  werden  diese  /  =  0 ,  also  sind 
auch  die  Constanten  =  0.  Multiplicirt  man  die  erste  Gleichung 
mit  ;^/o,  die  zweite  mit  —  x^,  und  addirt,  so  folgt,  da 

sofort 
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Wir  sind  also  im  Stande,  uns  Näherungswerthe,  die  bis  auf 
die  Grössen  erster  Ordnung  inclusive  genau  sind,  zu  verschaffen. 


§.  304. 
Delaunay's  Mondtheorie. 

Die  Gleichungen  erscheinen  in  der  kanonischen  Form 
dG        dB  dg  dB 


.  dt         dg 

dt              cG 

dH       dB 

dt   ~~  dh 

dh             dB 

dt  ~        dH 

dL        dB 

dt  ~~  dl 
dabei  ist 

dl             dB 

dt  ~       dL' 

T^-  ^     1   w'  '                            ^ 

^^•^*i+i///i+^^'ii 

2  a           (V(^^_^)2^(^^_ 

-yr+(^i-^y 

ri             \ 

h  =  Q:^  die  Länge  des  Knotens  des  Mondes, 
g  =  7t  —  (ß,  Länge  des  Perihels  —  Länge  des  Knotens, 
?  =  J/,  die  mittlere  Anomalie  des  Mondes, 
L  =  l/a/i. 
G  =  L  Vi  -  e-^ 
H  =  G  cos  /, 

a  halbe  grosse  Axe  des  Mondes, 
/   die  Excentricität  des  Mondes, 
i   die  Neigung  des  Mondes, 
il  =  31  -\-  m^   die   Summe    der  Massen    der    Erde   und    des 

Mondes, 
V  der  Winkel   zwischen  dem  Qi   und   dem   Radiusvector  des 

Mondes. 
Die  Mondcoordinaten,  bezogen  auf  die  Ekliptik  der  Anfangs- 
epoche, sind 

X  =  r  cos  V  cos  h  —  r  sin  v  sin  h  cos  i 
//  :=  r  cos  V  sin  h  -\-  r  sin  v  cos  i  cos  h 
z  ^=  r  sin  v  sin  i. 
Sei  ferner 
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ri  die  Sonnenentfernuiig  von  der  Erde, 

Vi  der   Winkclabstand    der    Sonne   vom  ß    der   beweglichen 

Ekliptik, 
hl  die   Länge    des   aufsteigenden    Knotens    der    beweglichen 
Ekliptik,   bezogen   auf  die  fixe  von   der  x-kxe  gerechnet. 
ii  die  gegenseitige  Neigung  dieser  beiden  Ekliptiken, 
so  sind  die  Sonnencoordinaten 

Xi  =  fi  cos  Vi  cos  hl  —  Ti  sin  Vi  cos  li  sinh-i 
y^  z=  Ti  cos  Vi  sin  hl  -[-  rj  sin  Vi  cos  ii  cos  hi 
2i  =  /]  sin  Vi  sinii. 
Sei  noch 

rri 
sini  =  2'yV\  —  y'^  sinii  ==  2  71  Vi  —  Yi 

cos i  =  l  —  2y'^  cos ii  z=z  \  —  2yl 

y  -=  sin'^  ^/a  i  yi  =  sin^  V2  h-, 

so  wird 

S  =  {\—  f'  -  y{  +  y''y[)  cos  {v  +  h  -  vi  -  K] 
+  {f^  —  7iy")  ^os  \v  —  h  -\-  y,  -f-  hl] 

+  {y'i  —  r'rD  <^os  {v  -\-h-\-vi—  hi\ 
4-  2  r  yi  Vi  -  r2  Vi  —  yl  cos  {v  -  vi) . 

—  2yyi  Vi  —  72  Vi  —  yi'  ^os  (v  +  Vi) 
und  B  =  Ml  fimct  \y  yi-,  hhi,  vvi^  aleg] 


nh 


'    m 


tti  die  halbe  grosse  Axe  der  Erdbahn, 
Wi  die  mittlere  siderische  Bewegung. 
Man   vergleiche   Delaunay:    Theorie   du    mouvement   de  la 
Lune.    Mem.  de  l'acad.,  Tom.  XXVIII.    Paris  1860. 

■  I 

§.  305. 
Gylden's  Behandlung  des  Dreikörperproblems. 


Gylden  schreibt  die  Gleichung  der  Bahncurve 

«  (1  -  r,-') 


J 
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Yj  und  Q  sind  Functionen  von  der  Ordnung  der  Störungen,  resp. 
der  Excentricität. 

Die   Abhängigkeit  des   Ortes  von   der  Zeit   wird   dargestellt 

durch  

^  dv  ]/«/%  (1  —  r?-)  '"  * 

^'  lÜ  ~         1  +  8         ' 
S  ebenfalls  immer  eine  kleine  Grösse. 

Die  Grössen  p  und  >S  bestimmen  sich  aus 

g  +  (1  -  ^)  p  =  2:a„  cos  {K  V  -  ^.) 

—  =  Zßn  sin  (A„  V  —  Bn\ 

durch  deren  Integration 

Q  ==  1^  COS  (V^"^=7  -v-  r]  +  ^  ^  __  j^"_  \.^  cos(Kv-B,.) 

S==^  cos{X,v  —  Bn) 

folgt.    «„  ßn  und  ß   sind  von   der  Ordnung   der  störenden  Masse, 
Xn  ist    eine    Constante.     i?«,  «„.  ß»   enthalten    die    Unbekannten 

YJ,   S,   Q.  . 

f" 

§.  306.  ! 

EntWickelung*  der  Störungsfunction. 

Sei 

(1  -h  «2  —  ;2«cos  i/^)- '2  =  1/2  2  b'cosit         ^~'  -—  ^>' 

00 

+  00 

(1  -\-  «2  —  2  ß  COS  i/^)-'^2  =  V2  2  t-*  cos  / 1^         c~'  =  c" 

00 

+  00 

(1  +  «-'  —  2  «  cos  i/.')-'^  =  1/2  ^  c^  cos  / 1^ 


€-'  =  6' 


+  00 


(1  +  «2  _  2  a  cos  xlj)-'/^z=  1/2  2  /^'  cos  f  i^       f~'=  f-. 

00 

allgemein 

+  C0 

(1  +  «2  _  2  «  cos  t)-'  =  \  2  2  -^^  ^^^'  ^  ^' 


so  wird 
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'^-^»-  1.2.3...*  "  (^+  ]  (:+i  "- 


"^     1.2         r*  -(-  lUi  4-  21  "• 


oder 

TT 

Bi  =  —    I    (1  -1-  w2  —  2  w  cos  t/^)-*  cos  itl)  dxl^, 

0 

speciell 

TT 

, ,         2      r  cos  it  dii^ 

qi  — /    etiC 

7t    J       (1    -f-   «2   —    2  «  COS  t^)V2 

0 

^  =  i-=^  (cc  +  -)  B[r'  -  i_+iJi:J  B[-' 

*       /  —  s  V  «/  ^  —  s  * 

^51==s«{i?i-}-i?:+\} 

,     _  (i  +  s)  (1  +  c.'^)  B\  -  2(i  -  s  +  1)  «^;,+^ 

'^'    ""  S  (1    —   «2)2 


,^,  _  20  +  s)aB^,  -  {l  _  s  +  1)  (1  4-  ,,2)i^.+i 


1/   I  7?^       4_   7?»' +11  — 

1  ■    \  Ri        75t +1 )    _ 


s  (1  —  «2)--' 

2  s  (1  —  a)2 

(,-  +  ,)^^4_(,-_,+  l)j,>^+i 
2  s  (1  +  ay 


!■   -Di  _^s(s  +  '^)"-(s  +  i—l)        oi'       L    ,    ss  —  l      «2 


'^'     '  1.2.3.../  (1_«2).\^+  1   ./_|-1  l_a'2 

sfs+1)   (s-l)(s-2)  /     C.2     yi 
"^       1.2      •(i+l)(i-j-2)  Vl-«V  '^'" 

(c.2  _  «^)  ^  4-  («  _  [4s  +  1]«0  ^ 

^      f/«2         I      V  l  '         -■        ^      t/cC 

—  {4  S2C62   -f   ^2  (1    ._   C62)}  ly;   =:   () 

'-^  =  s{B^-l  +  Bit]-2aBU,\ 

(IB^,  _  [l  +  {i  +  2s)«2]^^,  _  2  (/  +  1  —  s)oiB^^' 
da  w(l  —  «2) 

Vergl.  Ti  SS  er  and:  Traite  de  mec.  cel.,  Tom  1,  Chap.  XVII. 


A  =  Mr^  -\-  r'l  —  2r  r^  cos H. 
üeber  vosH  vergl.  S.  GOT. 
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Es  ist 

2    /a\n  +  l  , 

1 


fv 


©•(!)■  ©""■■•■- 


Setzt  man 

»?« =  r  -  y?'/  +  n^v  — , 

webei 
so  wird 


y(n)  __A       1-3.  5.  ..2s—    1    /^\»  +  2«+l  ^        S/I^  2(»  +  ^)  9)  fZ  9) 

^   *  '    2. 4. 6. ..2.'^       V«J  /  27 

^      [1  —  a-  iiiH'^cp] 
0 

Einige  Integrale: 

n 

J  Vmr^sm-iy  ^  ^^«)-     Legendre,  Exerc.  L  p.  138. 


sih^  cp  cl(p 


Ibid. 


% sin^cpäqj  0   i  -^  a^  i 

J  Vr=^?7l^  ==  3  -^r-  IFia)  _  2?(«)|  _  _  F(a). 

V 

Grell 6 's  J.  4G.  S.  119. 


71 


fvT=~^^Hh^-  T=r^  ^(«^-  Legendre,  Exerc.  I.  p.  138. 
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2 

/ 


Liouville,  Journ.  11,  p.  157. 
Vergl.  Vierteljahrsschr.  der  A.  G.  25,  III.  Heft. 
Um  die  Function 

ü  =  m      — 7 — T^i 


in  einer  Reihe  zu  entwickeln,  setzen  wir 

X   =.  Q  cosl         y   =  Q  sinl       '■'■'' 
Xi  =  Qicosli        iji  =  QiS'inii-    .:     -~ 

dabei  sind  q  und  Qi  Projectionen  von  r  und  r^  auf  die  Ebene  L. 

Damit  wird: 

^  ^  '""'Wq!  -2qq,cos[1,  -l]  +  Q'^  +  (^1  -  ^y 

~      (Pr  +  ^'iy/^      r 

Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  die  ^-Coordinaten  klein 
seien,  so  dass  eine  Entwickelung  dieser  Function  nach  z^  mög- 
lich wird,  und  erhalten 

£  =  ^  -  -?,  CO,  [7,  -  7]  -  ^ 

,      ,,     Q0^COS[l,   —l]  (^  -   ^^y L  ... 

+    ''  ^t  .  "  2  [9f  -  2  ^  (>,  cos  [l,  -l]  +  9/J^^  ^  ; 

Seien  nun  a  und  a^  die  mittleren  Entfernungen,  f,  ij  die 
Längen  der  Epoche  und  n,  n^  die  mittleren  Winkelgeschwindig- 
keiten, und  sei 

Q  zr=a{l  +  (5)  9i  =  «1  (1  +  öl)  ;  ^    ^ 

l=:,nt+  £  +  X        h  =  ^h  7  +  ^1  +  ^1 
Ö  =  (%  —  w)^  + (^1  -- ^) 

.  (aiJ  —  2  trai  cos  ö  +  al)-''^  —  2  ^^  ^'^^'  ^'  ^^  ' 

0 

00 

(a2  —  2aa^  cos (i  +  a/)-'/^  =  ^  i?;c tös/*^^, 

0 

so  findet  man,  da  allgemein 
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/  |a(l  +  ö),  a,  (1  +  ö,),  (Ö  +  Xi  -  X)\  =  /(«, a„fi) 

wobei,  wenn  man  die  dritten  Potenzen  der  von  den  Excentricitäten 
und  Neigungen  abhängigen  Glieder  vernachlässigt, 


n; 


-  V -i  {Xi-Xy]\cose-\-^,{\  +  6-2<5,)  {X,  -  X)  sin  6 

-^^L  da  oai         ^] 

Hier  haben  wir  noch  die  Grössen  x^  Xu  ö,  öj  als  Functionen 
von  t  darzustellen.     Es  ist 

Q  =z  rcosb 12) 

cosb  =  y. p.-    •     .     .     .    .     .     •     .     13) 

cos  (l  —  S6)  ^ 

tgnii  =  cositgn{l  —  Q:) 14) 


Setzen  wir 

l  —  ^  =  u  +  öl, 


so  wird 

t(jn  u 


dl=  -  y,t(jii^  i  ^    ^_^'2  ^^  =  _  1/^  tgn-2  i  sin  2  w, 


also 

l  Q,  z:=  U  —   1 /^  tgyil  i  sin  2  u. 

Geht  man   mit   diesem  Werth  in   die  Gleichung  13)  ein,  so 
ergiebt  sich  innerlialb  der  festgesetzten  Genauigkeitsgrenzen 

--  =  —  cosh  ^=  —  [\  —  ^  .ytanU  sin'^  u]  =  14-0. 

Man  erhält  nach  einigen  Reductionen 
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ö  =r  —  e  cos[nt  -\-  e  —  w]  —  -^  [cos  '2(nt-{-8  —  w)  —  1]  |  . 

1  =  2e  sin  [n  t-{-s  —  iv]  -\-  ^/^  e^  sin  2  (n  t-{-8  —  iv)^  . 


Führt  man,  was  vortheilliaft  ist,   eine  solche  Zählung,  dass 

u  =  V  —  ^, 
und  setzt 

p  ==  t(j)i  l  sin  ol         q  =  t(jKi  cos  ^, 

so  lassen  sich  die  letzteren  Formeln  auch  schreiben  Avie  folgt 


17) 


6  =  —  e  cos  [n  t-i-  i  —  w]  +  —  [l—  cos  2{nt-{-£  —  w)] 

—  V2  iP'  +  <f  +  (P'  -  <f)  ^os  2  (n  t  +  0 

—  2  sin  2{nt  +  8)pq\^ 
X  —  2e  sin  (n  t -\-  s  ~  iv) -\-  ■'  4  e'^  sin  2  (n  t^e  —  w)  |    ^  ^. 

—  1/4  { (q'^  —  j)2)  sin  2{nt  +  £)  —  2 p  q  cos  2{nt  +  e)\\ 

In  allen  diesen  Formeln  wurde  an  die  Stelle  von  nt  der 
allgemeinste  Ausdruck  nt  -}-  e  —  w  aus  naheliegenden  Gründen 
gesetzt. 

Endlich  folgt 

^  =  ^lU  —  P-^^ 
oder,  da  die  dritten  Potenzen  von  i  und  e  vernachlässigt  werden, 
^  —  a  [q  sin  {n  t-{'8)  —  p  cos  {n  t-^s)]  .     .     .     .     19) 
Vergl.  Resal,  Mecan.  cel,  Chap.  II,  §.  3,  II.  Ed. 

§.  307. 
Massenbestimmung  und  Verwandtes. 

1)  Ist  i>  die  Parallaxe  und  a  die  halbe  grosse  Axe  eines 
Doppelsternes,  beide  in  Bogensecunden  ausgedrückt,  ferner  31 
die  Masse  der  Sonne,  T  die  Umlaufszeit  des  Dopi)elsternes  in 
Jahren,  so  ist 

m  und  ni'  sind  die  Massen  der  beiden  Componenten  des  Doppel- 
sternes. 

2)  Sei  die  Masse  der  Sonne  ==  1,  f*  die  Masse  irgend  eines 
Satellits  und  m  die  Masse   eines  Planeten,   l  die   Gravitations- 
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constante,  T  und  /  die  limlaufszeit  des  Planeten  and  des  Mondes, 
A  und  a  die  halbe  grosse  Axe  des  Planeten  und  des  Mondes, 
so  ist 

m  +  fi  _  f^  A^ 

3)  Sei  ^  der  Halbmesser,  ft  die  Masse  eines  Himmelskörpers. 
y  die  Intensität  der  Gravitation  auf  seiner  Oberfläche,  so  ist 


"  i  ©■ 


dabei  ist  w  die  Masse  der  Erde  und  r  der  Erdhalbmesser. 

4)  Sei  /  die  Länge  des  Secundenpendels  auf  der  Erde,  A  auf 
irgend  einem  Planeten,  dessen  Gravitationsintensität  y  ist,  so  wird 

1  =  ^1 
9 

g.  HOS. 

Die  Störungen  der  rotirenden  Bewegung*. 

Die  Bewegung  eines  Körpers  ist  vollkommen  bestimmt,  so- 
bald man  die  Werthe  der  Coordinaten  der  Kräfte 

EX,,    El\,     EZ,, 
ferner  jene  der  zu  den  drei  Coordinatenaxen  senkrecht  stehenden 
Kräftepaare 

E{y,  Z,  -  ^1  Y\\    E{z,  X,  -  x,  Z,),     E{x,  1\  -  y,  X,) 
kennt.     Die  ersteren  bestimmen  die  fortschreitende,  die  letzteren 
die  rotirende  Bewegung. 

Sei  keine  fortschreitende  Bewegung  vorhanden,  dann  rufen 
die  drei  Kräftei)aare  eine  Drehung  um  die  Momenten  axe  hervor. 

Sei  w  die  Geschwindigkeit  dieser  Drehung,  ferner  cc,  /3,  y  die 
Richtungswinkel  der  Momentenaxe,  bezogen  auf  die  drei  Haupt- 
trägheitsaxen   des   Centralellipsoids    als   Coordinatensystem ,    und 

n\  =  IC  cos  a,        n\  =  w  cos  ß,        k';.  =  iv  cos  y, 
und  seien  A,  B,  C  die  Hauptträgheitsmomente,  so  gelten  folgende 
Gleichungen 

^  ^  +  (('  -  B)iv,m,  ^  S(,nZ,  -  ,,  1\) 
B^  +  (A-C)  „;  w,  =  X  (z,  X,  -  X,  Z, ) 
C  '^^  ^\B  -  A)u;u-,  ■-=  Z(x,  F,  -  ,/,  X,). 
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Aus  diesen  erhält  man  iv^^  iv^,  ?f^>,  und  mit  diesen 


w 


Vw{  +  i(;|  +  w^ 


cos  a 


— !-,        COS  3  ^=  -^         cosy  ^=  — 

Damit  ist  der  Charakter  der  Rotation  bestimmt. 

Um  die  Lage  der  Rotationsaxe  im  Räume  zu  fixiren,  wählen 
wir  ein  festes  Coordinatensystem  X,  Y,  Z,  und  bestimmen  die 
Lage  des  ersteren  gegen  das  letztere  durch  die  Winkel  (s.  Fig.  82) 

(p     i'     0. 

Da    die   ümdrehungsaxe    eine    der  drei   Hauptträgheitsaxen 

sein  muss,  so  wird  ß  die  Schiefe  der  Ekliptik  darstellen,   wenn 

X,   r,  Z  das  ekliptikale  System  ist.    dß  giebt  dann  die  Aende- 

rung    der    Schiefe    der    Ekliptik,    d  4^    (Fig.    32)    stellt    die 

Aenderung   des   Abstandes   eines   festen  Ekliptikpunktes    X  vom 

Fig.  32. 

z 

z. 


Aequinoctialpunkte  V  dar,  also  das  Vorrücken  der  Nacht- 
gleichen, dcp  wird  der  Hauptsache  nach  durch  die  tägliche 
Rotation  bestimmt  sein. 

Projicirt  man    die   drei   Drehungen   auf  jede  der  Trägheits- 
axen  und  bestimmt  die  Summe  der  Projectionen,  so  ergiebt  sich 
—  qv^  d  t  =  sin  6  sin  (p  d  t  -\-  coscp  dO 
iv^  dt  —  sin(p  dß  —  sin  ß  coscp  d^ 
w^dt  =  dcp  -\-  cosO  dijj, 
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woraus  wieder 

—  dd  =  [v(/"i  cos  (p  —  iV2  sin  (p]dt 
—  sind  dif  ==  [w.2  cos  cp  -j-  ^i  sin  cp]  d t 

d(p  =z  iv^dt  ^  cotg 0  [iv.2  cos  cp  -U  tvi  sin  qp]  d t 
folgt.     Seien   nun  x,  y,  z  die   auf  das   feste   System  bezogenen 
Coordinaten,  so  gelten  folgende  Beziehungen: 

x^  =^  ax  -\-  a^y  -]-  a.2Z        x  =  ax^  -{-  hy^  -f-  cz^ 
Vi  =hx  -\-\y  ^hc,s         y  =  a^oc^+h^\j^-\-  c^  z^ 
2i  =  ex  -{-  c^y  +  C.2Z         z  =  fuxi  +  ?>2!/i  +  c,Zi] 
dabei  ist 

a  =  cos{XXi)        «1  =  cos(YX^)        a.,  =  cos{ZXi) 
b  =  cos  (X  Y,)        b,  ■=  cos  ( Y  Fl)        5,  =  cos  {Z  Y^) 
c  =  cos  (XZi)         c,  ==  cos  (YZi)         C.2  =  cos  (ZZ,\ 
oder,  wenn  wir  die  früheren  Winkel  einführen, 

a  =r  —  sin  (p  sin  i^  cos  0  -f-  cos  (p  cos  ^ 
ßj  =  sin  (p  cos  xj;  cos  ß  -\-  cos  cp  sin  ^ 
a^  ■=  —  sin  (p  sin  6 

b   =  —  coscp  sin  il?  cos  6  —  sin  (p  cos  i\j 
^1  =^  cos  (p  cos  x^'  cos  6  —  sin  (p  sin  i/; 
&2  ==  —  cos  (p  sin  6 

c  =  —  sin  ip  sin  6 
Ci  =  cos^f  sind 
V .  c^  '=  cos  Ö. 
Sei  nun  u 

M=^(z,X,-  x,Z,) 

N=l(x,Y,-y,X,). 

Wir  nehmen  an,  ein  Punkt  mit  der  Masse  ^  wirke  auf  den 
Körper.    Sei 

T^  =^  (x\  -  x,y  4-  (y\  -  yiY  4-  (^i  -  ^0^ 

so  wird  das  Potential 
und. 
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^  =!/'..---! 


dV        ,    d  V 

dx,      ^''  dih' 

Man  findet  auch,  da 

a.2  =  hci  —  c  bi 
h-j  r=  ccix  —  ü  e^ 
C.2  =--  a  hl  —  h  a-i 

ü  cp 

- —  =  —  L  mi  CD  sin  0  —  Mcos  w  sin  8  -^  N  cos  I) 

dt 

c  V 

— -—  =  Msm  w  —  L  cos  cp. 

0(1 

Berechnet  man  aus  diesen  Gleichungen  L,  M,  N  und  führt 
diese  Grössen    in    unsere   Fundamentalgleichungen  ein,   so   folgt 

Ä  —r^  ^\C  —  B]  w.,  ?f';.  =  -^    COS  (j- -—    -  COS  cp  — - 

-n,  äw^    ,   r  .       ^,  (oscp  f      ^'c  y      dV\^     •     ,   c  V 

dt     ^   ^  .1    '    ••         ^^r^^  (jy         ^  ^       ö  ^  J    '  ob 

dt     ^   ^  ccp 

Wir  wollen  nun    F  näher  entwickeln.     Es  ist 

7  =  ^  j  1  -  ,|  (A  *■. + p\  y.  +  ^\  «>) + (p^)]"'^ 

Die  Entwickelung  giebt  als  Glieder 
O^'^''  Ordnung     1 

2^^^      .         I  (^)*  C'^''i  ^i  +  y\  'ih  -+  ^'i  ^i)^  -  \  {j)'- 

Die  Glieder  dritter  Ordnung  haben  wir  erfahrungsgemäss 
nicht  in  Betracht  zu  ziehen. 

Da  der  Schwerpunkt  als  Coordinatenursprung  gilt,  so  wird 
Umxi  =  0      2J  m  y^  z=  Q       E  m  Zi  =  0. 

Aber  auch  die  Deviationsmomente  verschwinden,  weil  die 
Coordinatenaxen  mit  den  drei  Hauptträgheitsaxen  zusammenfallen, 
es  ist  also 
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Sei  nun 

2Jmx^  =  1/2  (—  A-{-  B  +  C) 

2Jmy^'=i/,(Ä  —  BJr  C) 

2Jmz^=  i/,(A  +  B  —  C\ 
also 

Zmrl=  \l2{A  +  B+  C), 
so  wird 

+  (y'i)'  [Ä  +  c-B]  +  (,\y  [Ä  +  B-c]} 
-\UiiQ-y[Ä  +  B+ci 

Nehmen  wir  an,   dass  die  Erde  nahezu  ein  Rotationskörper 
ist,  so  wird,  da  Ä,  B,  C  und  r\  von  cp,  ip,  0  unabhängig  sind, 

^^  ~  {r\y  ^^-  ^^^'-dj 

Diese  Gleichungen  ergeben   sich   aus   F,  wenn  man  B  =  A 
setzt.     Wir  haben  aber 

^'i=cx,  +  c,y,  +  c^^, 
oder 

^'1  =  —  smil^  sind  .  x^  +  cos  t  sind  .  yi  +  cosß  •  z\ 
demnach,  da  x^,  y^,  s^  von  g?,  (),  il)  unabliängig  sind, 

8/1 


also  auch 


so  dass 


d  (p 

cV 
d  cp 


=  0, 
=  0, 


<^t  sin (i      dt  ^  c6 

A    ^^^'2         .p         .s  ,.     .  cos(p     dV     .      .        dV 

«^  stnO      ö  II'     ^  ^  cO 

^  dt    -  ^' 

Läska,  mathem.  Formelnsamnilung.  /.-, 
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also 

w.^  =  Const  =  n. 

Die  Geschwindigkeit  der  Erde  um  ihre  kleine  Axe  ist  dem- 
nach eine  Constante  und  muss  durch  die  Beohachtung  bestimmt 
werden. 

Sodann  lassen  sich  die  beiden  ersteren  Gleichungen  schreiben 

wie  folgt: 

div.  ..  sinw  dV  dV 

^  ^  +  (^  -  ^>  '"^ "  =  -  ^  ä^  "  '"'  "^  8^ 

flwc.  ..  COS  CD  dV   ,      .       dV 

Setzt  man 

C  —  Ä 
P  =  —j-  ^^ 

so    lauten    die  beiden   Systeme    der  particulären   Lösungen   der 
Gleichungen 

w^  =  I cos'p t  ~\-  7}sinpt 
W2  =  ^sinpt  —  i]Cospt. 

Durch  Variation   der  Constanten ,  indem  wir  -^  und  -jj- 
bilden  und  in  die  obigen  Gleichungen  einsetzen,  erhalten  wir 

^  dt  stnd  d'fp  ^^  dO 


und  hieraus 


1  =  1.-/5 

rj  =  r/o  —  J 


'Idt 
A 


-^dt. 


Wir  haben  nur  noch  cp   als  Function   von  t  zu  bestimmen 

Wir  fanden 

d(p  =  iv^  dt  —  cosO  dil^^ 

also  wird 

(p  =  (Po+Pi—  J    ^^^^^-dt'^' 
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In  Bezug  auf  die  numerische  Berechnung  verweisen  wir  auf 
Oppolzer's  Lehrbuch  zur  Bahnbestimmung,  I.  Bd.,  2.  AuÜ.  Was 
die  Anwendung  anbetrifft,  findet  man  das  Nöthige  in  Brünnow, 
Sphärische  Astronomie,  II.  Abschnitt.  Man  vergleiche  auch: 
Pontecoulant,  Analytische  Theorie  des  Weltsystems,  d.  v.  Hart- 
mann, IL  Bd.,  IV.  Abschnitt.  Der  Erste,  der  hierher  gehörige 
Probleme  gelöst  hat,  war  d'Alembert,  „Recherches  sur  la 
precession  des  equinoxes"  (1749).  Glosse  Verdienste  hat  sich 
auch  Lag  ränge  (Mem.  de  Berlin  1780)  erworben,  indem  er  der 
von  d'Alembert  noch  nicht  genügend  entwickelten  Theorie  der 
Rotationsbewegung  des  Mondes  die  nöthige  Schärfe  gab. 


§.  309. 

Mechanische  Rechnungen. 

Function:       L  Diff.  IL  Diff.  IIL  Diff. 

f(a)  ^^''~     '''^  r(a)  /    («-  V2«<^) 

f{a  -\-  2w)        '^   ^      ^     '      -^ 
Es  ist 

f  (a  -  y.yw)  =f(a)  -  f(a  -  10) 
r  (a)  =f(ci+' ' -2 '«)  -f(a-  ■/,  «.)• 

Function:     I.  Summe  II.  Summe  IIL  Summe 

^;;-'"^    'l-^J   47'"^     "■/(«-v..) 

Es  ist 

•f(a  —  y,io)  =  C,    +    f(a-liv) 
"/(a-tv)       =  C„   +  -/(«-s/,,«) 
"■/(„_  1/,«»)=  C,„  +  "/(«_,,). 
Cj  (7j,  Ojjj  sind  die  Integrationsconstanten. 

61* 
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Es  ist 
/(«  +  nw)  =f{a)  +  nf'{a  +  1/2«")  +  "^"^^\f'(a) 

(»+  !)(.„)(» -!)(,,_  2)      , 
"^      .  1.2.3.4  ■'     ^  '  "^ 

/(a  4-  [^  +  n]  itO  =  /(a  +  ^  w;)  +  nf  (a  +  ^  i^  +  j-^  /"  (^^  +  ^  '«^) 

+ '-lS#/■"(«+-^)+™x/"(«+"^•)+••• 
+  172737^^  ^")+    1.2.3.4.5    /('»)  +  - 


+  ^(/"(«  +  ä)-/'(«+i') 


1 

+  i^(/(»  +  ä)-/(«+i')} 

Specielle  Fälle. 

I.    Untere  Grenze:   a — V2  ^-     (Integrationsconstante.) 

'f  ia-^l,w)  =  -~f  {a  -  V.  t.)  +  -^  /■■■  («  -  V,  w) 

367     ^v(^_,^^,^)^... 


9C7680 
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y(«)       =  +  ^/(«-<«)-5^!2/"  («-'«)+/"(«)! 

Untere   Grenze:  (a). 

'/{a-y,tv)  =  -  V,/(a)+l/'(a)._lL/-(a) 

I       191      .V,   ^ 
"^60480-^    ^"'      '" 

Jia)  =_J^/(a)  +  J^/"(«)_j^r(a)+... 

IL   Obere  Grenze:  { a  -f-  (^  +  1/2)  «^ )  =  ^-  (Integral werth.) 

X 

ff(cp)dcp   ^^.  {y(^)+J^/(,;)_-iL/".(^) 

^(V^  

^  967  680-^    '^  -^ 

X 


193  536 
Obere   Grenze:     [a -\- iw]  ■=z  y. 


60480 
y^y/(g>)  fZ  9,-^  =  w^  {■■/  0;)  +  i  /  (t/)  -  ±^  f"  iy) 


'''  ro/)+ 


^^  /"w 


'    60480 
Für  w  wird  in  der  Kegel  die  Einheit  genommen. 

Gewöhnliche   Interpolationsformel. 

/Cy  +  ö)  =  /  (2/)  +  a  Jf{y)  +  ^^Jl^^  z/V(2,) 


Periodische  Reihen. 

8-1 


/(2/ +  ö)  =  / (2/)  +  ö  p/ (2/)  +  ^  {z/ V  («/) 


§.  310. 

Periodische  Reihen. 

Sei 

dabei  wird  angenommen,   dass  y  eine   periodische  Function  mit 
der  Periode  l  darstellt. 
Sind 

2/0   2/1   •   .   •  2/n-l 

Werthe  gegeben,  so  hat  man,  wenn 

3600 


/*  —  — 

n 

gesetzt  wird, 

Po 

n-l 
0 

Pi 

2  fc=n-l 
70=0 

ai 

2  '^^"-i 

allgemein 

9   fc=«-i 

Pi 

&=0 

(li 

fc=l 
clann  wird 

Wi  sin  Vi  =  Pi 

Ui  cos  JJi  =  qi. 
Speciell  ist  für  n  =  5,  also  ^  =  72*^ 
Po  =  '/ö  {Vo  +  2/1  +  2/2  +  2/3  +  2/4) 
j),  =  V-  [^0  —  (2/2  +  2/3)  cos  360  +  (2(1  +  2/4J  cos  720] 
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<Zi  =  V5[(2/2  -  y,)simß^  +  {y,  -  7/4)  sm  720) 
Ui  sin  U^  =  p^ 
Ui  cos  JJi  =  Qi 

y  z=p^Ar  th  sin  ( C7i  +  720 .  x). 

Ist  dagegen  y  keine  periodische  Function,  so  wird  an 
die  Stelle  von  n  bei  n  gegebenen  Werthen  2n  —  2  gesetzt,  und 
es  wird 

3600  3600 

y  =  Uo  +  Uicos  27^=^  ^+^'^^        2¥=^  ^+"* 

wobei  Uo  u^  ii^  .  .  .  wie  früher  zu  berechnen  sind. 

Für  n  ^=  b  hat  man  z.  B. 

u^  =  Vs  {(^0  +  2/4)  +  2  (2/1  +  ^2  +  2/3)) 
t<i  =  V4{(2/o  -  ^4)  +  2(^1  -  2/3)cos450J 

^2    =   V2{(2/0   —   2^2   +  !/4)} 

%  ^  1/4  {(?/  —  7J4)  —  2  (1/1  -  2/3)  cos  450J , 
und  es  wird 

y  z=Uq  -^  th  COS  450 . a;  +  U2  COS 900 . :z;  +  u^  cos  1350  .X. 

Für  ii  =  6  hat  man 

^<o  =  Vio{(i/o+2/5)  +  2(2/i+2/2  +  2/3  +  2/4)} 

%  =  V5{(2/o-^j5)  +  2(^i -2/4)  cos  360  +  2(2/.,  -^3)cos720} 

^2  =  V5  {(^0  +  2/5)  —  2  (!/2  +  2/3)  cos  360  +  2  (2/1  +  2/4)  cos  720} 

und 

2/  ==  ito  +  Ui  cos  360  .  ic  +  1^2  cos  720ip. 

Für  u  =  1  hat  man 
^h  =  Vi2{(!/o+2/6)  +  2(^Ji  +  2/2  +  !/3+2/4  +  2/5)} 
^^1  =  Ve  {(2/0  -  2/6)  +  2  (2/1  -  2/5)  cos  300  +  2  (1/2  -  2/4)  cos  6O0) 
^^2  =  Vg  {(2/0  —  2  2/3  +  2/6)  +  2  (2/1  —  2/2  -  2/4  +  2/5)  cos  600} 
2/  =  Wq  -|-  %  cos  300  ^x  -\-  U2  cos  6O0 .  x. 
NB.     2/  stellt  nur   den   zwischen   den  Werthen  2/0  ^ii^d  i/n-i 
enthaltenen  Zw^eig  der  Function  dar. 
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§.  311. 

Elliptische  Planetenelemente. 

I.     Wenn  nichts  Anderes  bemerkt,  gelten  die  Zahlen 
für    die    Epoche    1.   Januar    1850   mittl.    Mittag   Pariser 
Zeit  und  die  Ekliptik  =  1850,00  mittl.  Pariser  Zeit. 
Es  bezeichne: 
L  mittlere  Länge, 
7t  Perihellänge, 
M  mittlere  Anomalie: 

M=  L  —  7t, 

e  Excentricität : 

n  ^ 

^  sml" 

a  halbe  grosse  Axe  der  Bahn  r=  mittl.  Distanz  (F>de  =  1), 
S  siderische  Umlaufszeit  in  mittleren  Sonnentagen, 
m  Masse,  jene  der  Sonne  =  1, 
i  Neigung, 
C  die  Mittelpunktsgleichung: 

Cmax  <iie  grösste  Mittel punktsgleichung, 
^  Länge  des  aufsteigenden  Knotens, 

t  in  Verbindung   mit   einem  Element:  Bewegung  in  einem 
Jul.  Jahre, 

j  in  Verbindung  mit  einem  Element:  Bewegung  in  100  Jul. 
Jahren  ä  365,25  mittlere  Sonnentage, 

d  scheinbarer    Durchmesser     des    Aequators    für    mittlere 
Distanz, 

D  wirklicher  Durchmesser  des  Aequators,  jener  der  Erde  =  l, 

V  Volumen:   Erde  =  1, 
Di  Dichte:  Wasser  =  1, 

G  Aequatorschwere,  jene  der  Erde  =  1, 

U  Rotationszeit, 

n  mittlere  siderische  Bewegung  an  einem  Tage, 

T  tropische  Umlaufszeit, 
Sy  synodische  Umlaufszeit, 
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7(7  ^  tl  '     f   I  Entfernung  von  der  Sonne  in  Mill.  Kilometern, 

Gr  E  grösste  1 

Kl  E  kleinste}  "  "       "     ^^"^     "      " 

Kl  7)  tl  '     f         scheinbarer    Durchmesser,    gesehen    von    der 

Erde  aus, 
K  D  Durchmesser  des  Aequators  in  Kilometern, 
0  K  Oberfläche  in  Millionen  Quadratkilometern, 
0  S  Oberfläche  in  Oberfläche  der  Sonne  enthalten, 
OE  „  „  „  „     Erde 

V  K  Volumen  in  tausend  Millionen  Cubikkilometern, 

V  S  Volumen  in  der  Sonne  enthalten, 
M  Masse  in  Erden  =  1. 


Sonnenelemente. 
(Leverrier,  Ann.  de  Par.  V,  p.  102.) 

L  =  O800  46'43",51  +  P^96027",6784^  +  0",00011073^^      . 

.  =  280021'21'',5    +F",6995*  +  0",0001823*^ 

^  |l'42'49",95j 
M=L  -  ;r 

(f  =  3459",28  —  0",08755 1  —  0",00000282  P 

e  =  0,0167708  —  0,0000004244  f 

C  =  (6918",30  —  0",17510  0  sinM 

+  72",508  sin 2 3f  +  1",054  sin 3 31  +  0".018  sin4.M 

C,nax-=   10  55' 18,77 

ib  (Nutation)  z=  —  17",264sm^^  +  0",206  sm2ß 

—  0",204  sin  2  ([  —  1",264  sin  2  O 
([  und  O  sind  die  wahren  Längen  des  Mondes  und  der  Sonne. 
o^  die  Länge  des  aufsteigenden  Mondknotens. 

Pc  =  [3,39619]  I  sin  (([  -  O). 

Zahl  in  der  Klammer  ein  Logarithmus, 
g,  Q  die  Parallaxen  des  ^Mondes  und  der  Sonne. 
O  =  L  +  0  —  0",343  cosM+^  +  F^-\-  Wirkung  der  Planeten. 
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R  =  1,00014063  —  0,0000000073 1 

—  (0,01676927  —  0,00000043380  cos  M 

—  (0,00014060  —  0,00000000730  cos  2  i^f 

—  (0,00000177  —  0,00000000010  cos  3  Jf 

—  (0,00000003  cos  4i)f  +  •  .  •      ^ 

B  der  Radiusvector. 
E  =  23«27'31",83  —  0",47594t  —  0",00000149f2 

9",23  cos  ß  —  0",090  cos  2  ^  +  0",089  cos  2  (T  +  0",548  cos  2  O. 
E  die  Schiefe  der  Ekliptik. 
Sonne.  Erde. 

^  =  32'3",64  (^==17",72 

B  =  158,558  D  =  1 

F  =  1  283  720  V  =  1 

Bi=^  1,39  Di  =  5,50 

G  =  27,625  G=l 

U  ==  25^  4^  29^  ü=  23^  56'»^  4« 

G^rD=1956",5  n  =  3548  .  1927 

Si)  =  1891",9  Ä  =z  li  0,006374 

Ä-i)=  1386  690  «=1,0000000 

0^=6041000  T=  365,24  220 

FJl  =  1396  160000  Gr  >S  =  151,1 

Oi?=  11  818  KlS^UQfi 

E  M=322S00  .  ^D=12  756 

0^=511 
0  5=11818 
F^=1083 
V  S=l  284  800 


M  e  r  c  u  r. 
(Par.  Annalen,  t.  Y,  p.  107.) 

,     f5381066",5449fl    ,    ^.  ^^ni  lOftQ/' 

7  q97ol5'90"43  -4-  {  }+  0  ,0001 1289 F 

L  —  6I(    iö  ^U  ,4ö  -t-  |74o4'u",4900iP 

^__    750    7' 13"  93  4-  P^"'^^^^^  l+0",000111U2 


^6  =    460  33'    8",75  + 
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42",6430^ 
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+  0",0000835  P 


e 

i 

xL 

TtV 

C 


^max 

m 

d 

D 

V 

Di 
G 
ü 
a 
S 
n 
T 

Sy 


loil'4",8j         / 
0,20560478  +  0,04195^  —  0,0000009  f^ 
70  0'  7",71    +  0",06314^  —  0",0000056f2 
40  5'32",5573  =  14732,557 
0",153 
42409"03 
0",117 

(84373",889  -f  0",08259  0  smJf 
+  (10731",815  +  0",02089  0sm2iltf 
+  (1891",841  +  0,00551  0  sin  SM 
+  (381",075  +  0",0015Qsm4il[f 
+  (82",548  +  0",0004Q  sin  6M 
+  18",716  sin6M+  4",378  sin  IM  +  1",048  sin^M 

+  0",225*sw9  Jf  +  0",063  sin  10 ilt/  H 

23«  40'  38,01  +  0,0851 1  +  0,0000036  P 

1:  (8  374  672  ±  1765  762  (Harkness,  S.  140) 


6",61 

0,373 

0,052 

6,45 

0,439 

V 

0,3870987    ( 
87^,969258  ( 
14732",4194 
87^,96843 
0m5^2P 


Ann.  1893) 
.         ) 

„         ) 
.         ) 


Gr  S=  69,4 
Kl  S  =  45,6 
Gr  E  =  218 
Kl  E=19 
Gr  I)=  12",9 
KID  =  4",5 

KD  =  4816 

0^=  73 

0  /S'r=82  930 

OjE:  =  o,i4 

Fir=  58 
V  S=  238  810  000 
E  M=  0,04 


972  Planetenelemente. 

Venus. 
(Par.  Ann.,  t.  VI,  p.  95  sq.) 

[2106691",65043^  +  0",00011289f2 
L  -  liü  Ai  14  ,/u  -h  |i99oi2'45",0428i 

.=  1290  27'14",5    +  |^„22'O0",2O0i 

,      „         ,     (32",890^  + 0",000151f^ 
ß=    750  19'52",3    +{,„,,,,3,,;.' 

e  =  0,00684331  —  0",11132^  +  0",0000026f^ 
i  =  30  23'34",83  +  0",04524f  —  0",00000156  ^2 
C  =  (2823",050  —  0,22264^  +  0,0000052^2)  sinM 
+  (12",056  —  0,0019  Os^>^  2  Jf 

+  (0,071  —  0,00001 1)  sin  3  Jf  ^ 

C„,ax  =  00  47'3",08  —  0,2227^  +  0,00104^2 

m  =  1  :  (408968  ±  1874)  (Harkness,  S.  140) 
rZ  =  10  36'7",8074  =  5767",8074 
tiv  =  0M35 


(f  =  1411"53 

rß  =  0",090 

d  =  17",55 

(Ann 

.  1893) 

Gr  S=  108,3 

D  =  0,999 

:i 

) 

Kl  S=-.  106,7 

V=  0,975 

V 

) 

Gr  E  =  257 

i)^  =  4,44 

J") 

) 

X?  ^  =  40 

G  =  0,802 

?5 

) 

(^r  I)  =  65",2 

/7=? 

Kl  D  =  9",5 

«  =r  0,7233322 

T) 

) 

Z^D=  11969 

•  S  =  224,700787 

11 

) 

0  Z'  =  450 

w  =  5767",669S 

0  /S=  13  410 

T  =  224,69544 

0  E=  0,88 

Sy  ==  1^218^16'^ 

Fiir=  898 
F  Ä  =  1  553  400 
E  M=  0,78. 

Planetenelemente. 
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^   = 

Tic  = 
cp  = 

C  = 


830  40'31",33  + 

3330  17'53",67  + 

480  23'53",1     -f 


d  = 
D  = 

V  = 
Di  = 

G  = 

U  = 

a  = 

S 

n 

T 
Sy 


M  a  r  s. 
(Par,  Ann.,  t.  VI,  p.  309  sq.) 

f689101",05375f  +  0",0001134U^ 
(6lUlo45",375i 
66",242U  +  0'^00012093^' 
10  5O'24",21j 
27",992f  —  0",000217f2 
46'  39",2  j 

0,09326113  +  0",19679^  —  0",00000252  ^^ 
1 0  5'  2",28  —  0",02431 1  +  0",00000945  P 
O0  3r26",6559  =  1886",6559 
0'M81 
19236"51 
0",08 

(38431",227  +  0",39229 1)  sin  M 
-f  (2235",381  +  0",0456 1)  sin  2  M 
+  (180",279  +  0'\00hbt)sin^M 
+  (16",614  +  0",0007f)s«*>?4Jf 
4-  1"647  sinhM  +  0",171  sin^M  +  0",02  sh  IM 
10041' 51",5 

kiiii.  1893) 

.  ) 

.  ) 

.  ) 
) 

.  ) 

r  ) 

.  ) 


9",35 

0,528 

0,147 

3,91 

0,376 

24^  37"' 23^ 

1,5236913 

P321^,729646 

1886",5184 

686,92972 

2^48^23/. 


Gr  S  =  247,6 
Kl  S=  205,4 
Gr  E  =  396 
Kl  E  =  57 
Gr  D  ^  25",6 
Kl  D  =  3",5 

K  D  =  6745 

O^rzr  143 

0  S  =  42  330 
•  0  E=  0,28 
V  K=  161 

F  ^  =  8  709  000 
E  M=  0.11 


974 


Planetenelemente. 


L  = 


7t 


^ 


(P 


Jupiter. 
(Par.  Ann.,  t.  XII,  p.  29  sq.) 

Epoche  1800,  Jan.  1,0  mittl.  Pariser  Zeit. 

fl09306",87213t  +  0",00012l: 
16«^l'l'^"'2^  +  {l560  18'T",213i 

(57",9032U  +  0",00036196^2 

36",36617^  +  0",00013140^2 
10  0'36",617j 

9952>0  +  171",883  ^  -  2",395  (^J 

0,0482520  +  0,0000016678^ 


98o56'17",0 


i=  10  18'41",37  —  0",2052^ 

+ 

'"^''  Uoo) 

tL  =  00  4'59",2659 

r:r  =  0",159 

(f  =  9952"66 

rß  =  0",100 

Jma.  =  50  31'45",32  +  0",68752 

t 

d  =  196",00         (Ann.  1893) 

Gr  S  =  810,6 

D  =  11,061          (         „         ) 

Kl  S=  735,6 

V  =:  1279,412      (         „         ) 

Gr  E  =  959 

Di  =  1,33              (         „         ) 

Kl  E=  587 

(^  =  2,261            (         „         ) 

Gr  D  =  50",7 

i7=  9'^55"^37^     (         „         ) 

Kl  D=  30",8 

a  =  5,202800      (         „         ) 

K  D  =  143  757 

n=:  299,1284      (         „         ) 

0  K=  61963 

S=  11^314^,838171 

0  >S=97 

T  =  4330,5936 

0  E=  121,2 

^^  r=  li33^^15^' 

V  K=l  450  430 
F  S  =  962 
E3f=  308 

Planetenelemente. 
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<ß 


Saturn. 
(Par.  Ann.  XII,  p.  46  ssq.) 

Epoche  1800,  Jan.  1,0,  mittl.  Par.  Zeit. 

,      „         ,     |44046",3032U -4- 0",000116598^' 
140  52'  28",30  +  '       ,         '        ' 

(70",41338^  +  0",00028008  ^2 
|lo57'2r'.338i 
(31",39594^  —  0",00004796^2 
|O0  52'19",594i 
0,0560717  —  0,0000034276^ 


900    6'56",7    + 


1120  20'53",0 


,p  =  11565",62  -  353",20  (4)  -  3",485  (^^f 


/  =  20  29'39",80  — 

0",14002/ 

— 

'•■"  (4)' 

tL  =  00  2'0",5922 

Tn  =  0",192 

rß  =  0",086 

7.na.  =  60  25'31'V24- 

1",41280^ 

d  =  164",77 

(Ann.  1893) 

Gr  S=  1497,3 

I)  =  9,299 

\               T) 

Kl  S=  1338,3 

F=  718,883 

\                V 

Gr  E=  1646 

Bi  =  0,70 

Kl  E=  1190 

G  =  0,892 

\                 Ti 

Gr  D  =  20",6 

V=  10^4»^  24- 

\           ri 

Kl  D=  14",9 

a  =  9,538861 

\           1) 

K  D  =  119075 

n  =  r20",4547 

\           n 

0^=41296 

S=  29i  166,986360 

\           "n 

0  5  =  146 

T  =  10746,9487 

0  E=  80,8 

Sy  =  P' 12^^20'' 

F  ^  =  789  120 
V  S=  1769 
E  31=92 

976 


Planetenelemente. 


Uranus. 
(Par.  Ann.  XIV,  p.  2  ssq.) 

Epoche  1850,00,  mittl.  Par.  Zeit. 


L  = 


ß  = 


(p    r= 


^max    


1547.ö",11138^  +  0",000106864^2 
i690  51'51",138i 
53",4.582^  —  0",00008270^2 
10  29'5",82j 

18",0570^  +  0",0004276^2 
3O0  5",7Oi 

00  46'  19",72  +  0",01732 1  -f-  0",00001412  P 
9558",59  —  0",0.5469^  +  0",00000164f^ 
0,0463592  +  0,0000027387 1 


29n7'.50",91  + 

170^50'    7",1     + 

73013' 54",4    + 


^max    o"  1.0    ^\j   ,x 

—    \J^X\JO 

«JU  C/ 

tL  =  42",36854 

xn  =    0",14636 

x^=    0",04944 

d  =  75",02           ( 

Ann.  1893) 

Cty  S  =  2983,5 

B  r=  4,234            ( 

yi 

Kl  S=  2719,1 

F  =  69,237          ( 

55 

Gr  E^  2132 

Di  =  1,07              ( 

r 

Kl  E  =  2570 

a  =  0,754            ( 

« 

Gr  D  =  4",7 

ü=,  .  .               ( 

?5 

KIB  =  3",9 

a  =  19,18329      ( 

7? 

K  JD  =  59  171 

n  =  42",2310      ( 

55 

0^=  10407 

S=  84^7,39036 

r 

K                 55 

0  5  =r  589 

T  =  30588,90 

0  E=  20,5 

Sy  =  IH'^l^ 

Fii:=  99  830 

V  S=  14  290 

^ 

J^^  Jf=  15 

Planetenelemente. 
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Neptun. 

(Par.  Ann.  XIV,  p.  42  ssq.) 

Epoch 

e  1850,00,  mittl.  Par 

.Zeit. 

L  =  3340  33'28",89  - 

j7915",89825f  +  0",00011162  f^ 
'     |2190  53'9",825j 

.=.    45059' 43",1    +f;"12675^  +  0 
^    (P25'12",675j 

",0001334^^ 

ß  =  1300    6'25",1     - 

^  f39",56306^  +  0 
'    ilo5'56",306j 

",0000835^2 

i  =  10  47'2",13  —  0",34570f  -|-  0",00000464f2 

9  =  1849",09  +  0", 

01170f 

e  =  0,00896425  +  ( 

3,00000005672  t 

tL  =  21",67255 

tn  =  0M3998 

■       .                   _            - 

T<ß  =  0",10834 

d  =  67",29 

(Ann.  1893) 

■Gr  S  =  4505,5 

B  =  3,798    . 

(         .         ) 

Kl  S  =  4429,6 

V  =  54,955 

i         .         ) 

Gr  E  =  4655 

Bi  =  1,65                    ( 

Kl  E=  4281 

G  =  1,142 

ü=  .  .  .                     ( 

Gr  B  =  2",7 

KIB  =  2",4 

a  =  30,05508             ( 

>5                ) 

K  B=  64.919 

n  =  21",5350             { 

r                          \ 
^            11            J 

0  K=  9493 

S=  164>?' 280,11316  ( 

11            ) 

0  S=6Sb 

T==  59804,81 

0  E=  18,6 

Sy  =  V  2^  6^ 

F  Jf  r=  87  002 

V  S=  16016 

E  M=  16 

Elemente   der  Satelliten. 

In  den  nachstehenden  Tafeln  ist  die  halbe  grosse  Axe  a  der 
Satellitenbahn  stets  ausgedrückt  in  Einheiten  des  halben  äqua- 
torealen  Durchmessers  des  Planeten.    Ebenso  gilt  für  die  Masse  m 


Läska,  mathem.  rormelnsammlum 
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Elemente  der  Satelliten. 


als  Einheit  die  Planetenmasse.  Alle  Elemente  beziehen  sich  auf 
die  Ekliptik  als  Fundamentalebene.  E  giebt  die  mittlere  Ent- 
fernung in  geographischen  Meilen. 

Die  nicht  angegebenen  Elemente  sind  so  klein,  dass  sie  sich 
der  Beobachtung  entziehen.  Die  Sterngrössen  S^  sind  nach 
Pickering  gegeben.  Der  Durchmesser  D  ist  stets  auf  50  geo- 
graphische Meilen  abgerundet. 


s 

atelliten  des  Mars. 

Name 

Phobos 

Deimos 

Entdecker 
Datum 

Asaph  Hall 
17.  August  1877 

Asaph  Hall 
11.  August  1877 

Aequinoctium  und  mittlere  Ekliptik  1878,0 
Epoche  1877,  August  28,0 

L 

D 

3190  41',6 
820  57',6 
40  13',9 
260  i7^^2 
0,03208 
2,771 
77»  SQm  15s,  1 

380  18',7 
850  34^  ^4 

(0 

3570  58',4 
250  47',2 

i 

6        ........ 

0  00574 

a      

6,921 

IdQhlJniUs^O 

T 

Satelliten   des  Jupiters. 


I 

II 

III 

IV 

V 

Entdecker 
Datum 

Galilei 
7.  Jan.  1610 

Marius 
8.  Jan.  1610 

Galilei 
7.  Jan.  1610 

Galilei 
7.  Jan.  1610 

Barn 
9.  Sept. 

Aequinoctium  und  mittlere  Ekliptik  1850,0 
Epoche  1850,  Jan.  0,0 

L 

<ß     .    .    .    . 

(0  ....     . 

1460  43'  54" 

335045'  0" 

14020'   6" 
3360  55/ 16" 

370    7/33// 

3410  30'  23" 

2350 18' 32" 

10  59' 53" 

0,001316 

15,057 

7d  3h  42»^  33«,39 

0,000088437 

143,000 

750 

1640  1-2'  59" 
3440  56'  46" 
2660  40'  56" 

1057'  0" 

0,007243 

26,486 

16'il5i^32«m*,20 

0,000042475 

252,000 

650 

i 

e 

^  20   8'   3" 

10  38'  57" 

a 

T 

•m 

JE     .    ,    ,    . 

n    .... 

5,933 

IfZ  18^1 27»^  33^,51 

0,000016877 

56,000 

500 

9,439 

3dlShUm42sM 

0,000023227 

90,000 

450 

117.57m« 

25,0 
3(ij 

Elemente  der  Satelliten. 
Satelliten  des  Uranus. 
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Name 

Ariel 

Umbriel 

Titania 

Oberou 

Entdecker 

Lassei 

Lassei 

W.  Herschel 

W.  Herschel 

Datum 

24.  October  1851 

11.  Januar  1787 

Aequinoctium  und  m 

ittlere  Ekliptik 

1850,0 

Epoche  1871, 

December  31,0 

L 

1530    1'               2750    9/ 

200  26' 

3080  21' 

si 

1670  20'       1        1640    6' 

1650  32' 

1650  17/ 

tu 

i960  26'              1580  33' 

930  33' 

1490  4ü' 

i 

970  58' 

980  21' 

970  47^ 

970  54' 

e 

0,020 

0,010 

0,00106 

0,00383 

a 

7,72 

10,76 

17,65 

23,60 

T 

2dl2^*29wi21«,l 

4<?  3^  27"^  37«,2 

8^  16^»  56»^  29^,5 

13dli/i7m6s,4 

E 

28,000 

38,000 

63,000 

84,000 

S 

16 

17 

14 

14 

Satellit   des  Neptuns. 

Entdecker:    Lassei,  am  10.  October  1846. 

Epoche  1874,  Januar  0,0,  mittleres  Aequinoctium  1874,0. 


L 

2720    4' 

a 

14,54 

Sl 

1840  30' 

T 

5d  2IA  2»!  44«,2 

w 

1840 

E 

47,000 

i 

1450 

S 

14 

e 

0,0088 

Elemente   des   Saturnringes. 

Aequinoctium  und  Epoche  1880,0  (nach  Bessel): 
ß  =  1670  55'    6" 
i=    280 10' 17". 
Rotationsdauer  (nach  Herschel): 

10'*32"a5^ 
Masse  (nach  Tisserand): 

— —  der  Saturnmasse. 
b20 

Halbmesser  des  Saturns  ist  =  1  gesetzt. 
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Elemente  der  Satelliten. 


Aeusserer  Halbmesser  des  äusseren  Ringes     . 

.     2,229 

Innerer 

Aeusserer             „             „    inneren         „ 

Innerer                 „             „           „              „         . 

.     1,962 
.     1,916 
.     1,482 

Satelliten   des   Saturn s. 


Name 

Minas 

Enceladus 

Thetis 

Dione 

Entdecker 
Datum 

W.  Herschel 
18.  Juli  1789 

W. -Herschel 
29.  Aug.  1789 

J.  D.  Cassini 
21.  März  1684 

J.  D.  Cassini 
21.  März  1684 

Aequinoctium 

Epoche 

1889,0 
1889,  März  31,0 

1889,0 
1889,  März  23,0 

1889,0 
1889,  März  17,0 

1889,0 
1889,  Sept.  1,0 

L  .....    . 

a  ..... 

w 

i 

e 

a 

T 

m 

J^     ..... 
S 

840  56' 

1650,0 

3000 

270  36/ 

0,016 

3,10 

0^22^37*^5« 

0,00000009 

25,000 

13 

2560  17/  24" 

1670  56'  30" 

1220  28' 

280    7'    0" 

0,0047 

3,98 

lä  8h  53^  7« 

0,00000025 

32,000 

12 

1380   4' 48" 
1660   7' 24" 

280  40'  12" 

4,93 

1,^21^  18»»^  26s 

0,00000130 

40,000 

11 

560  45'    8" 

1670  40'    0" 

2700  50' 

270  58'  36" 

0,00396 

6,31 

Od  i7h  4im  9s 

0,00000189 

51,000 

12 

Name 


Rhea 


Titan 


Hj'perion 


Japetus 


Entdecker 
Datum 


J.  D.  Cassini 
23.  Dec.  1672 


Huygens 
25.  März  1655 


G.  P.  Bond 

16.  Sept.  1848 


J.  D.  Cassini 
25.  Octbr.  1671 


Aequinoctium 
Epoche 


1881,0 
1881,  Nvbr.  0,0 


1881,0 

1881,  Nov.  0,0 


1875,0 
1875,  Oct.  28,0 


1874,0 
1874,  Sept.  3,0 


L 

a 

i 

€     , 

a 
T. 

m 

s 


1980  21'  39" 

1680  29' 51" 

610 22' 53" 

270  54'  27" 

0,00364 

8,86 

idi2h25^n,i 


70,000 
11 


2340  10'  34" 

1680   9' 35" 

102031' 11" 

270  38'  49" 

0,029869 

20,48 

Ibd  22^  41»^  2?J 

164,000 
9,5 


1740  30/^4 

1680   9',9 

30  42',6 

270    4',8 

0,11885 

25,07 

2ld  Qh  39m  SJs 

199,0 
14 


3330  14',9 

1420  40',! 

2050  20',0 

180  31',5 

0,02957 

59,58 

79d  7h  p)4,m  176 

0,00001000 

467,000 

12 


Kometeiielemente, 
Tafel  der  wichtigsten  periodischen  Kometen. 
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Nr. 

Xame 

Side- 
rische 
Umlaufs- 
zeit 

Epoche 
Perilieldurchgan 

er 

5 

Perihel- 
distanz 

Aphel- 
distanz 

Excen- 
tricität 

1 

Encke  .... 

3,303y 

1891, 

Oct.  17.      23^*40»^ 

0,340472 

4,094892  0,8464737 

2 

Tempel    .    .    . 

5,211 

1889, 

Febr.  2.        2 

25 

1,386604 

4,665448  \  0,5521000 

3 

Brorsen    .    .    . 

5,456 

1890, 

Febr.  24.      2 

31 

0,587759 

*  5,610377^0,8103434 

4 

Tempel  -  Swift 

5,534 

1891, 

Nvbr.  14.  23 

0 

1,086604 

5,170878 

0,6527024 

5 

Winnecke    .    . 

5,818 

1892, 

Juni  30.     21 

26 

0.886422 

5,583128 

0,7259710 

6 

Tempel     .    .    . 

6,507 

1885, 

Sept.  25.     17 

37 

2,073322 

4,897332  0,4051283 

,\ 

Biela     .... 

6,587 

1852, 

Sept.  23.     17 

14 

0,860161 

6,1673191  0,7552007 

'\ 

Biela     .... 

6,629 

1852, 

Sept.  22.    22 

51 

0,860592 

6,196874 1  0,7551187 

8 

D'Arrest  .    .    . 

6,691 

1890, 

Sept.  17.     11 

50 

1,324042 

5,777760 

0,6271251 

9 

Wolf     .... 

6,821 

1891, 

Sept.  3.      11 

21 

1,592851 

5,600583 

0,5571376 

10 

Faye     .... 

7,566 

1881, 

Jan.  22.      16 

7 

1,738140 

5,970090  0,5490171 

11 

Tuttle  .... 

13,760 

1885, 

Sept.  11.      3 

35 

1,024728 

10,459624  0,8215436 

12 

Pons- Brooks  . 

71,48 

1884, 

Jan.  25.      19 

3^ 

0,77511 

33,67129     0,9549960 

13 

Olbers  .... 

72,63 

1887, 

Oetbr.  8.    10 

0 

1,19961 

33,61592     0,9310877 

14 

Halley  .... 

76,37 

1835, 

Nvbr.  15.     0 

15 

0,58895 

35,41121 

0.9672807 

Nr. 

Perihellänge 

Sl 

i 

Aequinoctium 

Epoche  der 
Osculation 

1 

1580  38' 46" 

3340  41'  27" 

120 

54'  58" 

1891,0 

1891,  Mai  31. 

2 

306     8    3 

121 

9  17 

12 

45     5 

1890,0 

1891,  Febi-.  10. 

3 

116   23  10 

101 

27  34 

29 

23  48 

1890,0 

1890,  Febi-.  24. 

4 

43    14  16 

296 

31  15 

0 

23  14 

1891,0 

1891,  Novbr.  15. 

5 

276    11     9 

104 

4  59 

14 

31  32 

1890,0 

1892,  Jan.  26. 

6 

241    21  50 

72 

24    9 

10 

50  27 

1885,0 

1885,  Sept.  19. 

'1 

109      5  20 
108    58  17 

245 
245 

49  34 
58  29 

12 

12 

33  28 
33  50 

1       1852,0     { 

1852,  Sept.  23. 
1852,  Sept.  23. 

8 

319    14  34 

146 

16  32 

15 

42  41 

1890,0 

1890,  Febr.  25. 

9 

19    11  38 

206 

22  29 

25 

14  33 

1891,0 

1891,  Juli  10. 

10 

50   48  47 

209 

35  25 

11 

19  40 

1880.0 

1881,  Jan.  13. 

11 

116    28  59 

269 

42     1 

55 

14  23 

1890,0 

1885,  Juli  11. 

12 

93    20  48 

254 

6  15 

74 

3  20 

1880,0 

1883,  Sept.  30. 

13 

149    45  47 

84 

29  41 

44 

33  53 

1887,0 

1887,  Octbr.  8, 

14 

165    48  48 

55 

10  15 

162 

15     7 

1835,0 

1835,  Novbr.  15. 
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Sternschnuppen. 


Periodische   Sternschnuppen. 


Radiant 


Radiant 


Elemente 

Perseiden 

Q> 

138^6' 

i 

640    3' 

7t 

3430  38' 

Q. 

0,9643 

"1" 

440    ] 

+  560    J 

Elemente 

Leoniden 

Q. 

2310  28' 

i 

17044' 

7t 

560  25' 

a 

0,9873 

"i: 

1490 

+  230 

Elemente 

Andro- 
meniden 

6^ 

2460  0' 

Radiant 


120  0' 
11007' 

0,8472 

250 

+  430 


Komet 
1862  III 

1370  27' 

660  20' 

3440  41' 

0,9626 

fj  Per  sei 

Komet 
18661 

2310  16' 

170 18' 
600  28' 
0,9705 

J  Leonis 

Komet 
1852  III 

2460  8' 
12033' 

109025' 
0,8606 


Thätig-  um 
9.  bis  11.  August 


Thätig  um 
13.  bis  14.  November 


Thätig  um 

27.  November, 

Reste  des  Biela 'sehen 

Kometen 


y  Andromedae 


§.  312. 
Mondelemente. 

(Hansen,  Tables  de  la  Lune.) 
Epoche  1800,0,  Januar  0^  mittlere  Greenwicher  Zeit. 

jl30  10'35",0286r       n2",557f2,  Hansen, 
|3070  53'39",61j      '    [  8",82^2^     Newcomb, 
f6'41",056r  |38",577^2^  Hansen, 

|lO90  3'2",46j        "~ |39",499 f2,  Delaunay, 


jLz=3350  43'26",7    + 
jrr=2250  23'53",06  + 


,      „  f3'10",63r  ,    f  6",623f2,  Hansen, 

_  OL  ,iü      |i340  8'59",61i      "^|  6"17SP,  Delaunay. 


Mondelemente.  983 

T  heisst  die  Bewegung  an  einem  Tage, 

t        ^       ^  „  in  einem  julianischen  Jahre, 

;■        „       „  „  in  100  julianischen  Jahren. 

e  =  0,054899720  1         ,    ^^      i 

}  nach  Harkness. 
i  =  50  8'43",3546j 

Mondparallaxe  =  57'2",54216  ±  0",12533. 

Mittlere  Monddistanz  von  der  Erde: 

60,269315  ±  0,002502  Erdradien 

384396,01  ±  15,958  Kilometer. 

Mondmasse:       1  :  (81,068  ±  0,238). 

Letztere  Werthe  sämmtlich  nach  Harkness. 

Man  unterscheidet: 

1)  den  siderischen  Monat  =  Zeit  von  einer  Conjunction 
des  Mondes  mit  einem  Fixstern  zur  anderen: 

27^7Ä43mlis545  ^  27^,3216614; 

2)  den  tropischen  Monat  =  die  Zeit  von  einer  Conjunc- 
tion des  Mondes  mit  den  Aequinoctialpunkten  zur  anderen: 

27^  7^*  48'»  4^7  ==  27,321582; 

3)  den  anomalischen  Monat  =  die  Zeit  von  einer  Erd- 
nähe zur  anderen: 

2^d  i^h  igm  37^^44  ^  27^^,554600 ; 

4)  den  Drachenmonat  ==  die  Zeit  von  einem  Knoten  zum 
anderen : 

27<*5^5»»35*,81  =  27'^,212220; 

5)  den  synodischen  Monat  =  die  Zeit  von  Neumond  zu 
Neumond : 

29^  12'»  U^^  2*,684  =  29^5305884. 

Mondungleichheiten  (nach  Airy): 

Maximum  der  Mittelpunktsgleichung    ....  6n7'19",06 

Evection  in  Länge     .....  1016'27",01 

„         „  Breite 8'  57",37 

Variation  in  Länge 39'30",70 

,,          „    Breite 33",44 

jährlichen  Gleichung       ....  11'    9",00 

parallaktischen  Gleichung  ...  2'   4",70 


r 

?7 

V 

n 

« 

V 

n 

r 

n 

?7 

w 

n 

984  Mondelemente. 

Scheinbare  Monddurchmesser: 

Mittel  31'  8",18 
Maximum  33'33",20 
Minimum    29'23'',65. 

Wahre  Durchmesser  =  3482  Kilometer. 

AT  •  1     A/r     j"       i.  j-    1^1  T  x-i  fl^32'  (Wichmann) 

JNeigunff  des  Mondaquators  ffCffen  die  Ekliptik  L„„^,  ,„      .     .   ^ 

(P36    (Hartwig). 

Cyklusperioden.     Sei  J  das  julianische  Jahr, 

S  der  synodische       Monat, 


Ä    „    anomalistische      „ 
D    „     draconische  „ 


.  metonischer  Cyklus 
anomalistischer  Cyklus. 


Id  J=  6939V5 
235  S  =  6939^69 
252  J.  ==6943^,76 
251  >S'  ==  7412^^,18 
269^  z=  7412^^19 


Die  von  der  Sonne  abhängigen  Störungen  der 

Mondlänge. 

(Die  Coefficienten  nach  Delaunay,  die  übrigen  Werthe  nach  Harkness.) 

Sei  e^  die  Excentricität  der  Erdbahn: 

e^  =  0,016771049, 
G    die  Excentricität  der  Mondbahn: 

e  =  0,054899720, 
/  die  Neigung  der  Mondbahn  und 
y  =z  sin  V^2  ^'' 

1=  50  8'43",3546  '     : 

y  =:  0,044886793, 
l    die  mittlere  Anomalie  des  Mondes, 
g  Abstand   des   aufsteigenden  Mondknotens   vom  Mond- 
perigaeum, 
]    Ji  die  Knotenlänge  des  Mondes, 
:a  halbe  grosse  Axe  der  Mondbahn  =:t  60,31845, 

4  ==  0,00255878  für  a'  =  1  =  -, 


V  die  mittlere  Anomalie  der  Sonne, 
g'  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens, 


Mondeleraente.  985 

li'  die  Länge   des  ß- Knotens   der  beweglichen  Ekliptik,  bezogen 
auf  die  fixe  Ekliptik  der  Anfangsepoche, 

27,321661  Dauer  des  siderischen  Monats  

3ö5,25637        Dauer  des  siderischen  Jahres  '  ' 

I)=li  +  g  +  l-h'  -^g'  -l\ 

F=g  +  l, 

JD  ist  der  mittlere  Abstand  zwischen  Sonne  und  Mond, 

F  ist  der  mittlere  Abstand  des  Mondes  vom  aufsteigenden  Knoten 
der  Mondbahn. 


Mondlänge. 

776",3         7",0  2",6  5",3 


456  943    „        ,    ,    1261  .    ,    142  817 


512      ^  ^^ ""      '       4      "^ '"    ^  ~M 
3",9  34",1  12",1 


3  257  665 
"^        376 

3",4 
(Jährliche  Gleichung) 

3     .    ,    75     \         ,    /U    ,    1101 


?i  mA  sinli 


+  |(-I''+S'=)"'+(t+^«-S'-)' 

23",3       218",0  1586",9      59",8  6",8 

/  ,    59        64  271     \  893  .    2855      .]     .    ,^  ^ 

V+  12  +  iö2r  'V  '"  +  T2-  "^'  +  lö^  ^^^  J  ''''  ^  ^ 
424",4        16",3  80",  1  12",8 

(Variation) 

3176",4      10",2  1041",5  297",5  72",3 

,    130  463  405       .]     .     ,^  ^         ,^ 
+  '221184     ^^^^y^^'i^D  -l) 

15",6 
(Evection) 


986  Mondelemente. 

f       15  93      ^        6887      ^        137  197       )    a     .     -^ 

r  ^ '''  ~  ^ '''  ~  T28- ''''  -  -m-  n  ä,  '^^  ^ 

74",0  34",3  11",9  4",4 

(Parallaktische  Gleichung) 

(  1  5      1  f  5  2595  1 

2e  —  T  ^^  +  h^^'n  sin  l  -i-  l-r  e^  —  -^-—-  e'^niH  sin  2 1 
\  4         '96  '14  2d6 


22639",1  777",0  2",6 

13    „1     .     _    ,     (103 
196 
37",0  2",0 

(Mittelpunktsgleichung) 


13     1 

-f-  —  e4  sin  3  ?  4-  I^tttt  e^\  sin  4Z 


Der  Coefficient  der  parallaktischen  Ungleichheit. 

(Lapl.  Mec.  Gel.,  t.  III,  p.  251.) 

In  Länge: 

19  .    ^  —  1/2  C  i)2    . 
"~  T  ^  *     g  —  1     "^  ^*^  ^  ^^^  ^^ 
dabei  ist: 

A  die  Abplattung  des  Erdkörpers, 

C  =  0,0034672  die  Constante  der  Centrifugalkraft, 

D  ==  Aequatorradius, 

a  =  der  halben  Axe  der  Mondbahn, 

£  =  Schiefe  der  Ekliptik. 

Vergl.  Helmert,  Höhere  Geodäsie  II,  S.  468. 


§.  313. 
Tafel  einiger  Constanten. 

(Nach  Harkness,  On  the  Solar  parallax.     Washington  1891.) 

Aequatorialhalbmesser  der  Erde:  a  =  6  377  972  ±  124,8m, 
Polarhalbmesser  „  „  6  =  6  356  727  ±  99,1  m, 
Erdquadrant 10  001  816  ±  125,1  m, 

^^P^"*^^^^ ^^300,205  +  2,964- 


Excentricität ^^^—J^  =  0,006651018 

a 


^ ^,^v,ww„.w^^, 


Constanten.  987 

Mittlere  Erddichte      .     .     .     .     =  5,576  ±  0,016, 
„        Oberflächendichte       .     =  2,56    ±0,16. 
Trägheitsmomente  der  Erde: 

~^^  =  0,00326521 

C  —  A=:  0,001064767  £'«2 
Ä=  B  :=  0,325029 £"«2 
C=  0,326094  ^«2. 
-E  ist  hierbei  die  Masse  der  Erde. 
Länge  des  Secundenpendels: 

1  =  (0,990910  +  0,005290  sin'-  cp)  m. 
Gravitation : 

g  =  (9,779886  +  0,052210  sin'-(p)m, 
Sonnenparallaxe : 

p  =  8",80905  ±  0",00567, 
damit  die  mittlere  Distanz  der  Erde  von  der  Sonne: 
149  340  870  ±  96171km. 
Aberration  sconstante : 

«  =  20",45451  ±  0",01258. 
Lichtgleichung: 

■=  498^00595  ±  0^30834. 
Lichtgeschwindigkeit : 

=  299877,64  ±  80,019  km/s 
Gauss'sche  Constante: 

k  ==  0,01720209895 
logh  =  8,2355814414  —  10 

loglc"  =  log  ^^^^,  :=  3,5500065746. 


988 


Tafeln. 


L    Tafel  der  Schiefe  der  Ekliptik. 


Jahr 

E 

Jahr 

E 

1700 

230  28'  43,18" 

1860 

230  27'  27,07" 

1710 

38,43 

1870 

22,31 

1720 

33,67 

1880 

17,55 

1730 

28,92 

1890 

12,79 

1740 

24,16 

1900 

8,03 

1750 

19,41 

1910 

3,27 

17G0 

14,65 

1920 

26'  58,51 

1770 

9,90 

1930 

53,75 

1780 

5,14 

1940 

48,99 

1790 

0,38 

1950 

44,23 

1800 

27'  55,62 

1960 

39,46 

1810 

50,87 

1970 

34,70 

1820 

46,11 

1980 

29,94 

1830 

41,35 

1990 

25,18 

1840 

36,59 

2000 

20,42 

1850 

31,83 

Tafel  IL 


Abnahme  für 


1  Jahr 

—  0,48" 

2  Jahre 

—  0,95 

3   „ 

—  1,43 

4   „ 

—  1,90 

5   „ 

—  2,38 

6   « 

—  2,86 

7 

—  3,33 

8   „ 

-3,81 

9   » 

-4,28 

10   „ 

—  4,76 

III.    Tafel  der  Mittelpunktsgleichung. 

Mittlere  Anomalie  =  ilf,  Mittelpunktsgleichung  =  C. 
(Siehe  Sonnenelemente.) 


M 

M 

C 

M 

M 

C 

00 

3600 

00  0'  0,0" 

1000 

2600 

10  53'  7,5" 

10 

350 

0  20  26,7 

110 

250 

1  47  34,0 

20 

340 

0  40  13,7 

120 

240 

1  38  48,6 

30 

330 

0  58  43,0 

130 

230 

1  27  8,9 

40 

320 

1  15  19,3 

140 

220 

1  12  56,5 

50 

310 

1  29  31,7 

150 

200 

0  56  37,4 

60 

300 

1  90  45,2 

160 

190 

0  38  40,5 

70 

290 

1  49  7,1 

170 

180 

0  19  37,1 

80 

280 

1  53  57,1 

180 

170 

0  0  0,0 

90 

270 

1  55  17,3 

Tafeln. 
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IV.     Tafel  für  z/Z  und  /In  mit  dem  Argument:   Tag. 
(i  und  ;r,  siehe  Sonnenelemente.) 


Tag 

JL 

Jn 

Stunde 

Jju 

Jix- 

1 

00  59'  8.33" 

0,2" 

1 

2' 27,85" 

0,0" 

2 

1  58  16,66 

0,3 

2 

4  55,69 

0,0^ 

3 

2  57  24,99 

0,5 

3 

7  23,54 

0,0 

4 

3  56  33,32 

0,7 

4 

9  51,39 

0,0 

5 

4  55  41,65 

0,8 

5 

12  19,24 

0,0 

6 

5  54  49,98 

1,0 

6 

14  47,08 

0,0 

7 

6  53  58.31 

1,2 

7 

17  14,93 

0,0 

8 

7  53  6.64 

1,4 

8 

19  42,78 

0,1 

9 

8  52  14,97 

1,5 

9 

22  10,62 

0,1 

10 

9  51  23,30 

1,7 

10 

24  38,47 

0,1 

20 

19  42  46,61 

3,4 

11 

27  6.32 

0,1 

30 

29  34  9,91 

5,1 

12 

29  34,17 

0,1 

40 

39  25  33,22 

6,8 

13 

32  2,01 

0,1 

50 

49  16  56,52 

8,5 

14 

34  29,86 

0,1 

60 

59  8  19,82 

10,1 

15 

36  57,71 

0,1 

70 

68  59  43,13 

11,8 

16 

39  25,55 

0,1 

80 

78  51  6,43 

13,5 

17 

41  53,40 

0,1 

.  90 

88  42  29,74 

15,2 

18 

44  21,25 

0,1 

100 

98  33  53,04 

16,9 

19 

46  49,09 

0,1 

200  . 

197  7  46,08 

33,8 

20 

49  16,94 

0,1 

300 

295  41  39.12 

50,7 

21 

51  44,79 

0,1 

22 

54  12,64 

0,2 

23 

56  40,48 

0,2 

24 

59  8,33 

0,2 

Minute 

Secunde 

JL 

JL 

1 

2,46" 

0,04" 

•  2 

4,93 

0,08 

3 

7,39  i 

0,12 

4 

9,86  i 

0,16 

5 

12,32  1 

0,21 

6 

14,78 

0,25 

7 

17,25  ; 

0,29 

8 

19,71  ! 

0,33 

9 

22,18  : 

0.37 

10 

24,64  ! 

0,41 

20 

49,28  : 

0,82 

30 

1' 13,92  , 

1,23 

40 

1  38.56  ; 

1,64 

50 

2  3,21  1 

1 

2,05 

365  Tage 

366  „ 

4  Jahre 
20   „ 


JL 


3590  45' 40,5958"  \ 
0  44  48,9292  i 
0  1  50,7136 
0  9  13,5680 


Jn 


V    1,657" 
1     1,826 
4    6,798 
20  33,990 


L 

n 

1801 

2800  38'  54,35" 

2790  30'  58,3" 

1811 

280  13  56,97 

279  41  15,2 

1822 

280  48  7.92 

279  51  32,3 

1831 

280  23  10,54 

280   1  49.2 

1841 

280  57  21,49 

280  12  6,2 

1851 

280  32  24,11 

280  22  23,2 

1861 

281   6  35.05 

280  32  40,2 

1871 

280  41  37,67 

280  42  57,1 

1881 

281  15  48,62 

280  53  14.2 

1891 

1280  50  51,24 

281   3  31,1 

1900 

280  40  13,26 

281  12  46,9 

990 


Tafeln. 


V.    Tafel   für  Reduction    des  tropischen  Jahresanfanges 
auf  den  bürgerlichen  Jahresanfang. 

Anfang  des  tropischen  Jahres  -{-  A  =  Anfang  des  gemeinen  Jahres. 

(Die  Tafel  giebt  in  Theilen  des  Tages  jene  Zeit,  die  verflossen  ist  seit  dem 
Anfange  des  tropischen  Jahres  bis  zum  Anfange  des  bürgerlichen.) 


Jahr 

A 

Jahr 

A 

Jahr 

A 

Jahr 

A 

1750 

-f  0,010«? 

1788  * 

+  0,806^ 

1826 

—  0,399^ 

1864* 

+  0,397<« 

51 

—  0,232 

89 

+  0,563 

27 

—  0,641 

65 

+  0,115 

52* 

4-0,526 

1790 

+  0,321 

28  * 

+  0,117 

66 

—  0,087 

53 

+  0,283 

91 

+  0,079 

29 

—  0,125 

67 

—  0,330 

54 

-f  0,041 

92* 

+  0,837 

1830 

—  0,368 

68* 

+  0,428 

55 

—  0,201 

93 

+  0,597 

31 

—  0,610 

69 

+  0,186 

56* 

+  0,557 

94 

+  0,352 

32* 

+  0,148 

1870 

—  0,056 

57 

+  0,314 

95 

+  0,110 

33 

—  0,094 

71 

-0,298 

58 

+  0,072 

96* 

+  0,868 

34 

—  0,337 

72* 

+  0,459 

59 

—  0,170 

97 

+  0,626 

35 

—  0,579 

73 

+  0,217 

1760* 

+  0,588 

98 

+  0,383 

36* 

+  0,179 

74 

—  0,025 

61 

+  0,346 

99 

+  0,141 

37 

—  0,063 

75 

-0,267 

62 

+  0,103 

1800* 

—  0,101 

38 

—  0,305 

76* 

+  0,490 

63 

—  0,139 

1 

—  0,343 

39 

—  0,548 

77 

+  0,248 

64* 

+  0,619 

2 

—  0,586 

1840* 

+  0,210 

78 

+  0,006 

65 

+  0,377 

3 

—  0,828 

41 

—  0,032 

79 

—  0,236 

66 

+  0,134 

4* 

—  0,070 

42 

-0,274 

1880* 

+  0,522 

67 

—  0,108 

5 

—  0,312 

43 

—  0,516 

81 

+  0,279 

68* 

+  0,650 

6 

—  0,554 

44* 

+  0,241 

82 

+  0,037 

69 

+  0,408 

7 

—  0,797 

45 

—  0,001 

83 

—  0,205 

1770 

+  0,166 

8* 

—  0,039 

46 

—  0,243 

84* 

+  0,553 

71 

—  0,077 

9 

—  0,281 

47 

—  0,485 

85 

+  0,311 

72* 

+  0,681 

1810 

—  0,523 

48* 

+  0,273 

86 

+  0,068 

73 

+  0,439 

11 

—  0,765 

49 

+  0,030 

87 

—  0,174 

74 

+  0,197 

12* 

—  0,008 

1850 

—  0,212 

88* 

+  0,584 

75 

—  0,046 

13 

—  0,250 

51 

—  0,454 

89 

+  0,34-2 

76* 

+  0,712 

14 

—  0,492 

52* 

+  0,304 

1890 

+  0,099 

77 

+  0,470 

15 

—  0,734 

53 

+  0,061 

91 

—  0,143 

78 

+  0,228 

16* 

+  0.023 

54 

—  0,181 

92* 

+  0,615 

79 

—  0,014 

17 

—  0,219 

55 

—  0,423 

93 

+  0,373 

1780  * 

+  0,743 

18 

—  0,461 

56* 

+  0,335 

94 

+  0,131 

81 

+  0,501 

19 

—  0,703 

57 

+  0,093 

95 

—  0,112 

82 

+  0,259 

1820* 

+  0,055 

58 

-0,150 

96* 

+  0,646 

83 

+  0,017 

21 

—  0,188 

59 

—  0,392 

97 

+  0,404 

84* 

+  0,777 

22 

—  0,430 

1860* 

+  0,366 

98 

+  0,162 

85 

+  0,532 

23 

—  0,672 

61 

+  0,124 

99 

—  0,080 

86 

+  0,290 

24* 

+  0,086 

62 

—  0,119 

1900 

—  0,323 

87 

+  0,048 

25 

—  0,157 

63 

—  0,361 

Tafeln. 
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VI.     Tafel  der  Argumente  A^  A\  x^. 
Siehe  Auf-  und  Untergang  der  Gestirne. 


A' 


-f  1700 
1600 

1500 

1400 

1300 

-1-1200. 

1100 

1000 

900 

800 

-1-  700 
600 

500 

400 

300 

4-  200 

-f  100 

0 

—  100 

_  200 

—  300 

—  400 

—  500 

—  600 

—  700 

—  800 

—  900 

—  1000 

—  1100 

—  1200 

—  1300 

—  1400 

—  1500 

—  1600 

—  1700 

—  1800 

—  1900 

—  2000 

1790  21' 38,4" 
178  43  16,4 
178  4  53,5 
177  26  29,2 
176  48  3,4 


176 
175 
174 
174 
173 


9  35,8 

31  6,5 

52  35,2 

14  1,9 

35  26,6 


172  56  49,0 

172  18  9,0 

171  39  26,5 

171  0  4L5 

170  21  53,9 

169  43  3,3 

169  4  9,9 

168  25  13,4 

167  46  13,9 

167  7  11,4 


166 

28  4,9 

165 

48  55,2 

165 

9  41,9 

164 

30  25,0 

163 

51  4,3 

163 

11  39,6 

162 

32  11,0 

161 

52  38,2 

161 

13  1,2 

160 

33  19,9 

159 

53  34,1 

159 

13  43,8 

158 

33  48,9 

157 

53  49,2 

157 

13  44,7 

156 

33  35,3 

155 

53  20,8 

155 

13  1,2 

1800  38'  20,8" 

181  16  39,2 

181  54  53,7 

182  33  4,4 

183  11  11,2 

183  49  14,3 

184  27  13,8 

185  5  10,0 

185  43  2,7 

186  20  52,1 

186  58  38,4 

187  36  21,7 

188  14  2,0 
188  51  39,5 


190 
190 
191 
191 
192 


6  46,5 

44  16,2 

21  43,4 

59  8,4 

36  31,1 


193 

13  51.7 

193 

51  10,4 

194 

28  27,2 

195 

5  42,2 

195 

42  55,5 

196 

20  7,2 

196 

57  17,4 

197 

34  26,3 

198 

11  33,9 

198 

48  40,3 

199 

25  45,6 

200 

2  49,9 

200 

39  53,3 

201 

16  56,0 

201 

53  58,0 

202 

30  59,3 

203 

8  0,1 

203 

45  0,5 

00  33'  26,4" 

1 

6  53,6 

1 

40  21,2 

2 

13  49,0 

2 

47  16,8 

3 

20  44,3 

3 

54  11,3 

4 

27  37,6 

5 

1  2,9 

5 

34  26,8 

6 

7  49,3 

6 

41  10,0 

7 

14  28,7 

7 

47  45,0 

8 

20  58,8 

8 

54  9,8 

9 

27  17,8 

10 

0  22,5 

10 

33  23,6 

11 

6  20,9 

11 

39  14,0 

12 

12  2,8 

12 

44  46,9 

13 

17  26,2 

13 

50  0,3 

14 

22  29,0 

14 

54  52,0 

15 

27  9,0 

15 

59  19,8 

16 

31  24,0 

17 

3  21,5 

17 

35  11,9 

18 

6  55,0 

18 

38  30,5 

19 

9  58,1 

19 

41  17,5 

20 

12  28,4 

20 

43  30,6 

995i 
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VII.     Tafel  für  die  geocentrisclie  Breitedifferenz  cp  —  cp'. 
Argument  geographische  Breite. 


9 

g)  —  (p' 

^ 

(p  —  (p'. 

(p 

(p  —  g< 

1" 

0'  24" 

310 

10'  9" 

610 

9'  47" 

2 

0  48 

32 

20 

62 

34 

3 

1  12 

33 

30 

63 

20 

4 

1  36 

34 

40 

64 

5 

6 

2  0 

35 

48 

65 

8  50 

6 

2  23 

36 

10  56 

66 

8  34 

7 

2  47 

37 

11  3 

67 

18 

8 

3  10 

38 

10 

68 

1 

^ 

33 

39 

15 

69 

7  43 

10 

55 

40 

20 

70 

25 

11 

4  18 

41 

11  24 

71 

7  6 

12  . 

4  40 

42 

27 

72 

6  47 

13 

5  2 

43 

29 

73 

6  27 

14 

23 

44 

30 

74 

6  7 

15 

44 

45 

31 

75 

5  46 

16 

6  5  • 

46 

11  30 

76 

5  25 

17 

25 

47 

11  29 

77 

5  4 

18 

45 

48 

11  27 

78 

4  42 

19 

7  4 

49 

11  24 

79 

4  20 

20 

23 

50 

11  21 

80 

3  57 

21 

7  41 

51 

11  16 

81 

3  34 

22 

7  59 

52 

11  11 

82 

3  11 

23 

8  16 

53 

11  5 

83 

2  48 

24 

32 

54 

10  58 

84 

2  24 

25 

48 

55 

10  40 

85 

2  0 

26 

9  3 

56 

10  41 

86 

1  36 

27 

18 

57 

32 

87 

1  12 

28 

32 

58 

22 

88 

0  48 

29 

45 

59 

11 

89 

0  24 

.SO 

9  57 

60 

9  59 

90 

0  0 

Tafeln. 
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VIII.    Tafel  für  den  Radiusvector  des  Beobachtungsortes. 
(Die  Tafel  giebt  mit  dem  Argument  der   geographischen  Breite  den  log  q.) 


(f 

logQ 

1 
^     1 

logQ 

^ 

Jogo 

1« 

0,00000 

310 

9,99962 

610 

9,99891 

2 

0,00000 

32 

60 

62 

89 

3 

0,00000 

33 

58 

63 

87 

4 

0,00000 

34 

,55 

64 

85 

5 

9,99999 

35 

53 

65 

83 

'   6 

9,99998 

36 

9,99951 

66 

9,99881 

7 

8 

37 

48 

67 

79 

8 

7 

38 

46 

68 

11 

9 

6 

39 

43 

69 

76 

10 

\ 

6 

40 

41 

70 

74 

11 

9,99995 

41 

9,99938 

71 

9,99872 

12 

4 

42 

36 

72 

71 

13 

3 

43 

34 

73 

70 

14 

2 

44 

31 

74 

68 

15 

0 

45 

29 

75 

67 

16 

9,99989 

46 

9,99926 

76 

9,99866 

17 

88 

47 

24 

77 

65 

18 

86 

48 

21 

78 

64 

19 

85 

49 

19 

79 

63 

20 

83 

50 

16 

80 

62 

21 

9,99981 

51 

9,99914 

81 

9,99861 

22 

80 

52 

11 

82 

60 

23 

78 

53 

09 

83 

59 

24 

76 

54 

07 

84 

59 

25 

74 

55 

04 

85 

58 

26 

9,99972 

56 

9,99902 

SQ 

9,99858 

27 

70 

57 

9,99900 

87 

58 

28 

GS 

58 

9,99897 

83 

58 

29 

66 

59 

95 

89 

58 

30 

64 

60 

93 

90 

58 

Läska,  ii'Utliem.  Foniielnsamniluiig. 


63 


994 
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IX.    Tafel  zur  Verwandlung  der  Zeit  in  Bogen. 


ll 

0 

m 

0 

1 

m 

0 

/ 

s 

/ 

tt 

s 

/  n 

s 

// 

1 

15 

1 

0 

15 

31 

7 

45 

1 

0 

15 

31 

7 

45 

0,1 

1  1'5 

2 

30 

2 

0 

30 

32 

i   8 

0 

2 

0 

30 

32 

8 

0 

0,2 

1  3,0 

3 

45 

3 

0 

45 

33 

8 

15 

3 

0 

45 

33 

8 

15 

0,3 

4,5 

4 

60 

4 

1 

0 

34 

8 

30 

4 

1 

0 

34 

8 

30 

0,4 

6,0 

5 

75 

5 

1 

15 

35 

8 

45 

5 

1 

15 

35 

8 

45 

0,5 

7,5 

6 

90 

6 

1 

30 

i  36 

9 

0 

6 

1 

30 

36 

9 

0 

0,6 

1  9,0 

7 

105 

7 

1 

45 

37 

9 

15 

7 

1 

45 

37 

9 

15 

0,7 

\   10,5 

8 

120 

8 

2 

0 

38 

9 

30 

8 

2 

0 

38- 

9 

30 

0,8 

12,0 

9 

135 

9 

2 

15 

39 

9 

45 

9 

2 

15 

39 

9 

45 

0,9 

13,5 

10 

150 

10 

2 

30 

1  40 

10 

0 

10 

2 

30 

40 

10 

0 

11 

165 

11 

2 

45 

41 

10 

15 

11 

2 

45 

41 

10 

15 

0,01 

0,15 

12 

180 

12 

3 

0 

|42 

10 

30 

12 

3 

0 

42 

10 

30 

0,02 

0,30 

13 

195 

13 

3 

15 

43 

10 

45 

13 

3 

15 

43 

10 

45 

0,03 

0,45 

14 

210 

14 

3 

30 

44 

11 

0 

14 

3 

30 

44 

11 

0 

0,04 

0,60 

15 

225 

15 

3 

45 

45 

11 

15 

15 

3 

45 

45 

" 

15 

0,05 

0,75 

16 

240 

16 

4 

0 

46 

11 

30 

.16 

4 

0 

46 

11 

30 

0,06 

0,90 

17 

255 

17 

4 

15 

47 

11 

45 

17 

4 

15 

47 

11 

45 

0,07 

1,05 

18 

270 

18 

4 

30 

48 

12 

0 

18 

4 

30 

48 

12 

0 

0,08 

1,20 

19 

285 

19 

4 

45 

49 

12 

15 

19 

4 

45 

49 

12 

15 

0,09 

1,35 

20 

300 

20 

5 

0 

50 

12 

30 

20 

5 

0 

50 

12 

30 

21 

315 

21 

5 

15 

51 

12 

45 

21 

5 

15 

51 

12 

45 

22 

330 

22 

5 

30 

52 

13 

0 

22 

5 

30 

52 

13 

0 

23 

345 

23 

5 

45 

53 

13 

15 

23 

5 

45 

53 

13 

15 

24 

360 

24 

6 

0 

54 

13 

30 

24 

6 

0 

54 

13 

30 

25 

6 

15 

55 

13 

45 

25 

6 

15 

55 

13 

45 

26 

6 

30 

56 

14 

0 

26 

6 

30 

56 

14 

0 

27 

6 

45 

57 

14 

15 

27 

6 

45 

57 

14 

15 

28 

7 

0 

58 

14 

30 

28 

7 

0 

58 

14 

30 

29 

7 

15 

59 

14 

45 

29 

7 

15 

■59 

14 

45 

30 

7 

30  1 

60 

15 

0 

30 

7 

30  1 

60 

15 

0 
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X.    Tafel  zur  Verwandlung  des  Bogens  in  die  Zeit. 


0 

Zeit 

f 

Zeit 

/ 

Zeit 

II 

Zeit 

II 

Zeit 

II 

Zeit 

li   m 

m   s 

1 

m   s 

6* 

s 

s 

1 

0  4 

1 

0  4 

1  31 

2  4 

1 

0,07 

31 

2,07 

0,1 

0,01 

2 

0  8 

2 

0  8 

32 

2  8 

2 

0,13 

32 

2,13 

0,2 

0,01 

3 

0  12 

3 

0  12 

33 

2  12 

3 

0,20 

33 

2,20 

0,3 

0,02 

4 

0  16 

4 

0  16 

i  34 

2  16 

4 

0,27 

34 

2,27 

0,4 

0,03 

5 

0  20 

5 

0  20 

|35 

2  20 

5 

0,33 

35 

2,33 

0,5 

0,03 

6 

0  24 

6 

0  24 

i 
36 

2  24 

6 

0,40 

36 

2,40 

0,6 

0,04 

7 

0  28 

7 

0  28 

37 

2  28 

7 

0,47 

37 

2,47 

0,7 

0,05 

8 

0  32 

8 

0  32 

38 

2  32 

8 

0,53 

38 

2,53 

0,8 

0,05 

9 

0  36 

9 

0  36 

39 

2  36 

9 

0,60 

39 

2,60 

0,9 

0,06 

10 

0  40 

10 

0  40 

40 

2  40 

10 

0,67 

40 

2,67 

1,0 

0,07 

20 

1  20 

11 

0  44 

41 

2  44 

11 

0,73 

41. 

2,73 

30 

2  0 

12 

0  48 

42 

2  48 

12 

0,80 

42 

2,80 

40 

2  40 

13 

0  52 

43 

2  52 

13 

0,87 

43 

2,87 

50 

3  20 

14 

0  56 

44 

2  56 

14 

0,93 

44 

2,93 

60 

4  0 

15 

1  0 

45 

3  0 

15 

1,00 

45 

3,00 

70 

4  40 

16 

1  4 

46 

3  4 

16 

1,07 

46 

3,07 

80 

5  20 

17 

1  8 

47 

3  8 

17 

1,03 

47 

3,13 

90 

6  0 

18 

1  12 

48 

3  12 

18 

1,20 

48 

3,20 

100 

6  40 

19 

1  16 

49 

3  16 

19 

1,27 

49 

3,27 

200 

13  20 

20 

1  20 

50 

3  20 

20 

1,33 

50 

3,33 

300 

20  0 

21 

1  24 

51 

3  24 

21 

1,40 

51 

3,40 

22 

1  28 

52 

3  28 

22 

1,47 

52 

3,47 

23 

1  32 

53 

3  32 

23 

1,53 

53 

3,53 

24 

1  36 

54 

3  36 

24 

1,60 

54 

3,60 

25 

1  40 

55 

3  40 

25 

1,67 

55 

3,67 

26 

1  44 

56 

3  44 

26 

1,73 

56 

3,73 

27 

1  48 

57 

3  48 

27 

1,80 

57 

3,80 

28 

1  52 

58 

3  52 

28 

1,87 

58 

3,87 

29 

1  56 

59 

3  56 

29 

1,93 

59 

3,93 

30 

2  0 

60 

4  0 

30 

2.00 

60 

4,00 

63' 
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XL    Tafel   zur   Verwandlung  der  mittleren   Zeit  in 

Sternzeit. 


Reduct. 


MitÜ.  Z. 


Reduct. 


Mittl.  Z. 


Reduct, 


Mittl.  2. 


Reduct. 


10 

20 
30 
40 
50 


0 
10 
20 
30 
40 
50 


0 
10 
20 
30 
40 
50 


0 
10 
20 
30 
40 
50 


O'^  0^ 


O'^ 

0  52 

1  45 

2  37 

3  30 

4  22 


5  15 

6  7 

6  59 

7  52 

8  44 

9  37 


12  10  29 

13  11  21 

14  12  14 

15  13  6 

16  13  59 

17  14  51 


18  15  44 

19  16  36 

20  17  28 

21  18  21 

22  19  13 

23  20  6 


0,1^ 

0,2 

0,3 

0,4 

0,5 

0,6 

0,7 

0,8 

0,9 


1,0 
1,1 
1,2 
1,3 
1,4 
1,5 
1,6 
1,7 
1,8 
1,9 

2,0 
2,1 
2,2 
2,3 

2,4 
2,5 
2,6 
2,7 

2,8 
2,9 

3,0 
3,1 
3,2 
3,3 
3,4 
3,5 
3,6 
3,7 
3,8 
3,9 


0  37 


13 

50 

26 

3 


3  39 


4  16 

4  52 

5  29 

6  5 

6  42 

7  18 

7  55 

8  31 

9  8 
9  44 

10  21 

10  57 

11  34 


12  10 

12  47 

13  23 

14  0 

14  36 

15  13 

15  49 

16  26 


2 

39 


18  16 

18  53 

19  29 

20  6 

20  42 

21  19 

21  55 

22  32 

23  8 
23  45 


4,0*' 

4,1 

4,2 

4,3 

4,4 

4,5 

4,6 

4,7 

4,8 

4,9 

5,0 
5,1 
5,2 
5,3 
5,4 
5,5 
5,6 
5,7 
5,8 
5,9 

6,0 
6,1 
6,2 
6,3 

6,4 
6,5 

6,6 
6,7 
6,8 
6,9 

7,0 
7,1 
7,2 
7,3 

7,4 
7,5 
7,6 
7,7 
7,8 
7.9 


24m  21« 

24  58 

25  34 

26  11 

26  47 

27  24 

28  0 

28  37 

29  13 

29  50 

30  26 

31  3 

31  39 

32  16 

32  52 

33  29 

34  5 

34  42 

35  18 
35  55 


8,0* 

8,1 

8,2 

8,3 

8,4 

8,5 

8,6 

8,7 

8,8 

8,9 

9,0 
9,1 
9,2 
9,3 
9,4 
9,5 
9,6 
9,7 
9,8 
9,9 


36 

31 

37 

8 

37 

44 

38 

21 

38 

57 

39 

34 

40 

10 

40 

47 

41 

23 

42 

0 

42 

37 

0,01' 

43 

14 

2 

43 

50 

3 

44 

27 

4 

45 

3 

5 

45 

40 

6 

46 

16 

7 

46 

53 

8 

47 

29 

9 

48 

6 

Tafeln. 
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XII.     Tafel   zur   Verwandlung   der   Stern  zeit    in   mitt- 
lere Zeit. 


Reduct. 

Reduct. 

Reduct. 

Reduct. 

Sternzeit 

Sternzeit 

Sternzeit 

Sternzeit 

0"*  0* 

Qh  ^m  QS 

0,0* 

0'" 

0* 

4,0* 

24'« 

25* 

8,0* 

48'" 

50* 

10 

1     1  2 

0,1 

0 

37 

4,1 

25 

2 

8,1 

49 

27 

20 

2  2  5 

0,2 

1 

13 

4,2 

25 

38 

8,2 

50 

3 

30 

3  3  7 

0,3 

1 

50 

4,3 

26 

15 

8,3 

50 

40 

40 

4  4  10 

0,4 

0 

26 

4.4 

26 

51 

8,4 

51 

16 

50 

5  5  12 

0,5 

3 

3 

4,5 

27 

28 

8,5 

51 

53 

0,6 

3 

40 

4,6 

28 

5 

8,6 

52 

30 

0,7 

4 

16 

4,7 

28 

41 

8,7 

53 

6 

0,8 

4 

53 

4,8 

29 

18 

8,8 

53 

43 

0,9 

5 

30 

4,9 

29 

55 

8,9 

54 

20 

1   0 

6  6  15 

1,0 

6 

6 

5,0 

30 

31 

9,0 

54 

56 

10 

7  7  17 

1,1 

6* 

43 

5,1 

31 

8 

9,1 

55 

33 

20 

8  8  19 

1^2 

7 

19 

5,2 

31 

44 

9,2 

56 

9 

30 

9  9  22 

1,3 

7 

56 

5,3 

32 

21 

9,3 

56 

46 

40 

10  10  24 

1,4 

8 

32 

5,4 

32 

57 

9,4 

57 

22 

50 

11  11  27 

1,5 

9 

9 

5,5 

33 

34 

9,5 

57 

59 

1,6 

9 

46 

5,6 

34 

11 

9,6 

58 

36 

/ 

1,7 

10 

22 

5,7 

34 

47 

9,7 

59 

12 

1,8 

10 

59 

5,8 

35 

24 

9,8 

59 

49 

1,9 

11 

36 

5,9 

36 

1 

9,9 

60 

26 

2   0 

12  12  29 

2,0 

12 

12 

6,0 

36 

37 

10 

13  13  31 

2,1 

12 

49 

6,1 

37 

14 

20 

14  14  34 

2,2 

13 

25 

6,2 

37 

50 

30 

15  15  36 

2,3 

14 

2 

6,3 

38 

27 

40 

Iß   16  39 

2,4 

14 

38 

6,4 

39 

3 

50 

17  17  41 

2,5 

15 

15 

6,5 

39 

40 

2,6 

15 

52 

6,6 

40 

17 

2,7 

16 

28 

6,7 

40 

53 

2.8 

17 

5 

6,8 

41 

30 

2,9 

17 

42 

6,9 

42 

7 

3   0 

18  18  44 

3,0 

18 

19 

7,0 

42 

44 

0,01 

Qfn 

4* 

10 

19  19  46 

3,1 

18 

56 

7,1 

43 

21 

0,02 

7 

20 

20  20  48 

3,2 

19 

32 

7,2 

43 

57 

0,03 

11 

30 

21  21  51 

3,3 

20 

9 

7,3 

44 

34 

0,04 

15 

40 

!22  22  53 

3,4 

20 

45 

7,4 

45 

10 

0,05 

18 

50 

123  23  56 

3,5 

21 

22 

7,5 

45 

47 

0,06 

22 

60 

,24  24  58 

3,6 

21 

59 

7,6 

46 

24 

0,07 

26 

3,7 

22 

35 

7.7 

47 

0 

0,08 

29 

3,8 

23 

12 

7,8 

47 

37 

0,09 

33 

3,9 

23 

49 

7,9 

48 

14 

0,10 

37 

998 
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XIII.     Tafel    zur   Verwandlung   der   Tage    in   Theile    des 

Jahres. 


CO 

i 

u 

g 

1-5 

fcao 

CS 

H 

N 
U 

^ 1 

"u 

pH 
<1 

1 

1 

0  : 

•0000 

31 

•0849 

60 

•1643 

91 

•2492 

121 

•3313 

152 

•4162 

2 

1 

•0027 

32 

•0876 

61 

•1670 

92 

•  2519 

122 

•3340 

153 

•4189 

3 

2 

•0055 

33 

•  0904 

62 

•1698 

93 

•2546 

123 

•3368 

154 

•4216 

4 

3  1 

•0082 

34 

•0931 

63 

•1725 

94 

•2574 

124 

•3395 

155 

•4244 

5 

4 

•0110 

35 

•0958 

64 

•1752 

95 

•2601 

125! 

•3422 

156 

•4271 

6 

5 

•0137 

36 

•0986 

65 

•1780 

96 

•2628 

126 

•3450 

157 

•4299 

7 

6 

•0164 

37 

•1013 

66 

•1807 

97 

•2656 

127 

•3477 

158 

•4326 

8 

7 

•  0192 

38 

•1040 

67 

•1834 

98 

•2683 

128 

•3504 

159 

•4353 

9 

8 

•0219 

39 

•1068 

68 

•1862 

99 

•2711 

129 

•3532 

160 

•4381 

10 

9 

•0246 

40 

•1095 

69 

•1889 

100 

•2738 

130 

•3559 

161 

•4408 

11 

10  1 

•0274 

41 

•  1123 

70 

•1917 

lor 

•2765 

131 

•3587 

162 

•4435 

12 

11 

•0301 

42 

•1150 

71 

•  1944 

102 

•2793 

132 

•3614 

163 

•4463 

13 

12 

•0329 

43 

•1177 

72 

•  1971 

103 

•2820 

133 

•3641 

164 

•4490 

14 

13  1 

•  0356 

44 

•1205 

73 

•1999 

104 

•2847 

134 

•3669 

165 

•4518 

15 

14 

•0383 

45 

•1232 

74 

•2026 

105 

•2875 

135 

•^3696 

166 

•  4545 

16 

15 

•0411 

46 

•1259 

75 

•2053 

106 

•2902 

136 

•3724 

167 

•4572 

17 

16 

•0438 

47 

•1287 

76 

•2081 

107 

•2930 

137 

•3751 

168 

•4600 

18 

17 

•0465 

48 

•1314 

77 

•2108 

108 

•2957 

138 

•3778 

169 

•4627 

19 

18 

•0493 

49 

•1342 

78 

•2136 

109 

•2984 

139 

•3806 

170 

•4654 

20 

19 

•0520 

50 

•1369 

79 

•2163 

110 

•3012 

140 

•3833 

171 

•  4682 

21 

20 

•0548 

51 

•1396 

80 

•2190 

111 

•3039 

141 

•3860 

172 

•4709 

22 

21 

•0575 

52 

•  1424 

81 

•2218 

112 

•3066 

142 

•3888 

173 

•4737 

23 

22 

•0602 

53 

•1451 

82 

•2245 

113 

•3094 

143  I 

•3915 

174 

•4764 

24 

23 

•0630 

54 

•1478 

83 

•  2272 

114 

•3121 

144 

•3943 

175 

•4791 

25 

24 

•0657 

55 

•1506 

84 

•2300 

115 

•3149 

145 

•3970 

176 

•4819 

26 

25 

•0684 

56 

•1533 

85 

•2327 

116 

•3176 

146 

•3997 

177 

•4846 

27 

26 

•0712 

57 

•1561 

86 

•2355 

117 

•3203 

147 

•4025 

178 

•4873 

28 

27 

•0739 

58 

•1588 

87 

•2382 

118 

•3231 

148 

•4052 

179 

•4901 

29 

28 

•0767 

59 

•1615 

88 

•2409 

119 

•3258 

149 

•4079 

180 

•4928 

30 

29 

•0794 

89 

•2437 

120 

•3285 

150 

•4107 

181 

•4956 

31 

30 

•  0821 

90 

•2464 

151 

•  4134 

Tafeln. 
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XIV.     Tafel   zur    Yerwaiidliing    der    Tage    in    T heile 

des  Jahres. 


b£ 

cd 

'S 
H 
O 

i 
bß 
5 

3 

1-5 

fcX) 

bß 

H 

1 

m 

% 

b£ 

o 

S 

o 
> 
o 

fcc 

s 

O 

1 

182 

•4983 

213  •  5832 

244 

•6681 

274 

•7502 

305 

•8351 

335 

•9172 

2 

183 

•5010 

214  I  •  5859 

245 

•6708 

275 

•7529 

306 

•8378 

336 

•9199 

3 

184 

•5038 

215  ^5887 

246 

•6735 

276 

•7557 

307 

•8405 

337 

•9227 

4 

185 

•5065 

216  ^5914 

247 

•6763 

277 

•7584 

308 

•8433 

338 

•9254 

5 

1861 

•5093 

217  i • 5941 

248 

•6790 

278 

•7611 

309 

•8460 

339 

•9282 

6 

187 

•5120 

218  •  5969 

249 

•6817 

279 

•7639 

310 

•8488 

340 

•9309 

7 

188  i 

•5147 

219  •  5996 

250 

•6845 

280 

•7666 

311 

•8515 

341 

•9336 

8 

189 

•5175 

220  !  •  6023 

251 

•6872 

281 

•7694 

312 

•8542 

342 

•9364 

9 

190 

•5202 

221  i  •  6051 

1 

252 

•6900 

282 

•7721 

313 

•8570 

343 

•9391 

10 

191 

•5229 

222  I  •  6078 

253 

•6927 

283 

•  7748 

314 

•8597 

344 

•9418 

11 

192 

•5257 

223  •  6106 

254 

•6954 

284 

•7776 

315 

•8624 

345 

•9446 

12 

193 

•5284 

224  •6133 

255 

•6982 

285 

•  7803 

316 

•8652 

346 

•9473 

13 

194 

•5312 

225  1  •  6160 

256 

•7009 

286 

•  7830 

317 

•8679 

347 

•9501 

14 

195 

•5339 

226 1 • 6188 

257 

•7036 

287 

•7858 

318 

•  8707 

348 

•9528 

15 

196 

•5366 

227 

•6215 

258 

•7064 

288 

•  7885 

319 

•8734 

349 

•9555 

16 

197 

•,5394 

228  •  6242 

259 

•7091 

289 

•7913 

320 

•8761 

350 

•9583 

17 

198  1 

•5421 

229  •  6270 

260 

•7119 

290 

•7940 

321 

•8789 

351 

•9610 

18 

199 

•5448 

230  •  6297 

261 

•7146 

291 

•7967 

322 

•8816 

352 

•9637 

19 

200 : 

•5476 

231  •  6325 

262 

•7173 

292 

•7995 

323 

•8843 

353 

•9665 

20 

201 

•5503 

232  •  6352 

263 

•7201 

293 

•8022 

324 

•8871 

354 

•9692 

21 

202 

•5531 

233  !  •  6379 

264 

•7228 

294 

•8049 

325 

•8898 

355 

•9720 

22 

203 

•5558 

234  •  6407 

265 

■  7255 

295 

•8077 

326 

•8926 

356 

•9747 

23 

204 

•5585 

235  i  •  6434 

266 

•7283 

296 

•8104 

327 

•8953 

357 

•9774 

24 

205 

•5613 

236 

•6461 

267 

•7310 

297 

•8132 

328 

•8980 

358 

•9802 

25 

206 

•5640 

237 1 • 6489 

268 

•7338 

298 

•8159 

329 

•9008 

359 

•9829 

26 

207 

•5667 

238 

•6516 

269 

•7365 

299 

•8186 

330 

•9035 

360 

•9856 

27 

208 

•5695 

239 

•6544 

270 

•7392 

300 

•8214 

331 

•9062 

361 

•9884 

28 

209 

•5722 

240 

•6571 

271 

•7420 

301 

•8241 

332 

•9090 

362 

•9911 

29 

210 

•5750 

241 

•6598 

272 

•7447 

302 

•8268 

333 

•9117 

363 

•9939 

30 

211 

•5777 

242 

•6626 

273 

•7474 

303 

•8296 

334 

•9145 

364 

•9966 

31 

212 

5804 

243 

•6653 

304  i 

•8323 

1 

365 

•  9993 

1000 
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XV.     Tafel  zur  Verwandlung  von   Stunden,  Minuten 
und   Seen n den   in  Theile   des  Tages. 


1 

d 

m 

d 

m 

1 

d 

i 

d 

s 

d 

.  1 

0,041667 

1 

0,000694 

31 

0,021528 

1 

0,000012 

31 

0,000359 

2 

0,083333 

2 

0,001389 

32 

0,022222 

2 

0,000023 

32 

0,000370 

3 

0,125000 

3 

0,002083 

33 

0,022917 

3 

0,000035 

33 

0,000382 

4 

0,166667 

4 

0,002778 

34 

0,023611 

4 

0,000046 

34 

0,000394 

5 

0,208333 

5 

0,003472 

35 

0,024305 

5 

0,000058 

35 

0,000405 

G 

0,250000 

6 

0,004167 

36 

0,025000 

6 

0,000069 

36 

0,000417 

7 

0,291667 

7 

0,004861 

37 

0,025694 

7 

0,000081 

37 

0,000428 

8 

0,333333 

8 

0,005556 

38 

0,026389 

8 

0,000093 

38 

0,000440 

9 

0,375000 

9 

0,006250 

39 

0,027083 

9 

0,000104 

39 

0,000451 

10 

0,416667 

10 

0,006944 

40 

0,027778 

10 

0,000116 

40 

0,000463 

11 

0,458333 

11 

0,007639 

41 

0,028472 

11 

0,000127 

41 

0,000475 

12 

0,500000 

12 

0,008333 

42 

0,029167 

12 

0,000134 

42 

0,000468 

13 

0,541667 

13 

0,009028 

43 

0,029861 

13 

0,000150 

43 

0,000498 

14 

0,583333 

14 

0,009722 

44 

0,030556 

14 

0,000162 

44 

0,000509 

15 

0,625000 

15 

0,010417 

45 

0,031250 

15 

0,000174 

45 

0,000521 

16 

0,656667 

16 

0,011111 

46 

0,031944 

16 

0,000185 

46 

0,000532 

17 

0,708333 

17 

0,011805 

47 

0,032639 

17 

0,000197 

47 

0,000544 

18 

0,750000 

18 

0,0125D0 

48 

0,033333 

18 

0,000208 

48 

0,000556 

19 

0,791667 

19 

0,013194 

49 

0,034027 

19 

0,000220 

49 

0,000567 

20 

0,833333 

20 

0,013889 

50 

0,034722 

20 

0,000231 

50 

0,000579 

21 

0,875000 

21 

0,014583 

51 

0,035417 

21 

0,000243 

51 

0,000590 

22 

0,916667 

22 

0,015277 

52 

0,036111 

22 

0,000255 

52 

0,000602 

23 

0,958333 

23 

0,015972 

53 

0,036805 

23 

0,000266 

53 

0,000613 

24 

1,000000 

24 

0,016667 

54 

0,037500 

24 

0,000278 

54 

0,000625 

25 

0,017361 

55 

0,038194 

25 

0,000290 

55 

0,000637 

26 

0,018055 

56 

0,038889 

26 

0,000301 

56 

0,000648 

27 

0,018750 

57 

0,039583 

27 

0,000313 

57 

0,000660 

28 

0,019444 

58 

0,040278 

28 

0,000324 

58 

0,000671 

29 

0,020139 

59 

0,040972 

29 

0,000336 

59 

0,000683 

30 

0,020823 

60 

0,041667 

30 

0,000347 

1 

60 

0,000694 

Tafelu. 
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\^I.     Tafel  zur  Verwandlung  von  Reaumur- 
elsius-Fahrenheit  und   von   Pariser    Maass 
in  Metermaass. 


XVII.     Tafel  für 
Kimmtiefe. 


Fahren- 

Pariser 

Milli- 

äaumur 

Celsius 

Celsius 

Zoll  und 

heit 

Linien 

meter 

Grad 

Grad 

Grad 

Grad 

//       in 

mm 

0 

0,00 

+  14 

—  10,0 

26      0 

703,8 

1 

1,25 

16 

8,9 

1 

706,1 

2 

2,50 

18 

7,8 

2 

708,3 

3 

3,75 

20 

6,7 

3 

710,6 

4 

5,00 

22 

5,6 

4 

712,8 

5 

6,25 

24 

4,4 

5 

715,1 

6 

7,50 

26 

3,3 

6 

717,4 

7 

8,75 

28 

2,2 

7 

719,6 

8 

10,00 

30 

-     1,1 

8 

721,9 

9 

11,25 

32 

0,0 

9 

724,1 

34 

4-    1,1 

10 

726,4 

10 
11 

12,50 
13,75 
15,00 
16,25 
17,50 
18,75 
20,00 
21,25 
22,50 
23,75 

36 
38 
40 

2,2 
3,3 
4.4 

11 
27      0 

728,6 
730,9 

12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 

42 
44 
46 

48 
50 
52 
54 
56 

5,6 

6,7 

7,8 

8,9 

10.0 

11,1 

12.2 

13,3 

1 
2 
3 

4 
5 
6 

7 
8 

733,1 
735,4 
737,7 

739,9 
742,2 
744,4 
746,7 

748,9 

58 

14,4 

9 

751,2 

20 

25,00 

60 

15,6 

10 

753,4 

21 

26,25 

62 

16,7 

11 

755,7 

22 

27,50 

64 

17,8 

23 

28,75 

66 

18,9 

28      0 

758,0 

24 

30,00 

68 

20,0 

1 

760,2 

25 

31,25 

70 

21,1 

2 

762,5 

26 

32,50 

72 

22,2 

3 

764,7 

27 

33,75 

74 

23,3 

4 

767,0 

28 

35,00 

76 

24,4 

5 

769,2 

29 

36,25 

78 

25,6 

6 

771,5 

80 

26,7 

7 

773,7 

30 
31 
32 
33 
34 
35 

37,50 
38,75 
40,00 
41,25 
42,50 
43,75 
,      45,00 
46,25 

82 
84 

27,8 
28,9 

8 
9 

776,0 

;      778,3 

86 
88 
90 
92 
94 

30,0 
31,1 
32,2 
33,3 
34,4 

10 
11 

29      0 

1 

'      780,5 

;      782,8 

785,0 
;      787,3 

36 
37 

4-  96 

+  35,6 

2 

789,5 

38 

1      47,50 

Höhe  des 

Auges  in 

Metern 


0,5 
1,0 
1,5 
2,0 
2,5 
3,0 
3,5 
4,0 
4.5 
5,0 

5,5 
6,0 
6,5 
7,0 

7,5 
8,0 
8,5 
9,0 
9,5 
10,0 

10,5 
11,0 
11,5 
12,0 
12,5 
13,0 
13,5 
14,0 
14,5 
15,0 

15,5 
16,0 
16,5 
17,0 
17,5 
18,0 
18,5 
19,0 
19,5 
20,0 


1002  Tafeln. 

XVIII.     Verwandlung   der  Decimaltheile   des   Grades  in 
Minuten  und  Secunden,  und  umgekehrt. 


Grade 

Min. 

See. 

Grade 

Min. 

See. 

Grade 

See. 

0 

0 

0,50 
51 

30 

0 

0,00 

0,0000 
3 

0 

Ol 

0 

36 

30 

36 

1 

02 

1 

12 

52 

31 

12 

6 

2 

03 

1 

48 

53 

31 

48 

8 

3 

04 

2 

24 

54 

32 

24 

11 

4 

05 

3 

0 

55 

33 

0 

14 

5 

06 

3 

36 

56 

33 

36 

17 

6 

07 

4 

12 

57 

34 

12 

19 

7 

08 

4 

48 

58 

34 

48 

22 

8 

09 

5 

24 

59 

0,60 

61 

35 

24 

25 

0,0028 

31 

9 

0,10 

6 

0 

36 

0 

10 

11 

6 

36 

36 

36 

11 

12 

7 

12 

62 

37 

12 

33 

12 

13 

7 

48 

63 

37 

48 

36 

13 

14 

8 

24 

64 

38 

24 

39 

14 

15 

9 

0 

65 

39 

0 

42 

15 

16 

9 

36 

66 

39 

36 

44 

16 

17 

10 

12 

67 

40 

12 

47 

17 

18 

10 

48 

68 

40 

48 

50 

18 

19 

11 

24 

69 

0,70 

71 

41 

24 

53 
0,0056 

58 

19 

0,20 

'   12 

0 

42 

0 

20 

21 

12 

36 

42 

36 

21 

22 

13 

12 

72 

43 

12 

61 

22 

23 

13 

48 

73 

43 

48 

64 

23 

24 

14 

24 

74 

44 

24 

67 

24 

25 

15 

0 

75 

45 

0 

69 

25 

26 

15 

36 

76 

45 

36 

72 

26 

27 

16 

12 

77 

46 

12 

75 

27 

28 

16 

48 

78 

46 

48 

78 

28 

29 

17 

24 

79 

0,80 

81 

47 

24 

81 

0,0083 

0086 

29 

0,30 

18 

0 

48 

0 

30 

31 

18 

36 

48 

36 

31 

32 

19 

12 

82 

49 

12 

0089 

32 

33 

19 

48 

83 

49 

48 

0092 

33 

34 

20 

24 

84 

50 

24 

0094 

34 

35 

21 

0 

85 

51 

0 

0097 

35 

36 

21 

36 

86 

51 

36 

0100 

36 

37 

22 

12 

87 

52 

12 

38 

22 

48 

88 

52 

48 

39 

23 

24 

89 

0,90 

91 

53 

24 

0,40 

24 

0 

54 

0 

41 

24 

36 

54 

36 

42 

25 

12 

92 

■  55 

12 

43 

25 

48 

93 

55 

48 

44 

26 

24 

94 

56 

24 

45 

27 

0 

95 

57 

0 

46 

27 

36 

96 

57 

36 

47 

28 

12 

97 

58 

12 

48 

28 

48 

98 

58 

48 

49 

29 

'  24 

99 
1,00 

59 

24 

0,50 

30 

0 

60 

0 
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XX.     Tafel  der  Präcession  in  Declination. 


(( 

Präc. 

a 

Präcession  ist 

-h 

in  & 

P] 

•äcession  ist 

— 

qIi           qW 

24^' 

Qm 

20,1" 

12^ 

0'" 

12^^ 

0"* 

0   20 

23 

40 

20,0 

11 

40 

12 

20 

0   40 

23 

20 

19,7 

11 

20 

12 

40 

1    0 

23 

0 

19,4 

11 

0 

13 

0 

1   20 

22 

40 

18,8 

10 

40 

13 

20 

1   40 

22 

20 

18,2 

10 

20 

13 

40 

2    0 

22 

0 

17,4 

10 

0 

14 

0 

2   20 

21 

40 

16,4 

9 

40 

14 

20 

2   40 

21 

20 

15,4 

9 

20 

14 

40 

3    0 

21 

0 

14,2 

9 

0 

15 

0 

3   20 

20 

40 

12,9 

8 

40 

15 

20 

3   40 

20 

20 

11,5 

8 

20 

15 

40 

4   0 

20 

0 

10,0 

8 

0 

16 

0 

4   20 

19 

40 

8,5 

7 

40 

16 

20 

4   40 

19 

20 

6,9 

7 

20 

16 

40 

5    0 

19 

0 

5,2 

7 

0 

17 

0 

5   20 

18 

40 

3,5 

6 

40 

17 

20 

5   40 

18 

20 

1,7 

6 

20 

17 

40 

6    0 

18 

0 

0,0 

6 

0 

18 

0 
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XXI.    Tafel  der  mittleren  Refractiou. 
(Für  0,760  m  und  -|-  10«  C.) 


Höhe 


Refrac- 
tion 


Diff. 
für  10' 


Höhe 


Refrac- 
tion 


Diff. 
für  10' 


Höhe 


Refrac- 
tion 


Diff. 
für  10' 


00  0' 
10 
20 
30 
40 
50 

1  0 
10 
20 
30 
40 
50 

2  0 
10 
20 
30 
40 
50 

3  0 
10 
20 
30 
40 
50 

4  0 
10 
20 
30 
40 
50 

5  0 
10 
20 
30 
40 
50 

6  0 
10 
20 
30 
40 
50 

7  0 
10 
20 
30 
40 
50 

8  0 
10 
20 
30 
40 
50 

9  0 


21 
20 
19 


33'  47,9" 

31  55,2 

30  10.4 

28  33,2 

27    3,1 

25  39,6 

24  22,3 

23  10,7 

22    4,3 

2,7 

5,6 

12,5 

18  23,1 

17  37,1 

16  54,2 

16  14,1 

15  36,7 

15     1,6 

14  28,7 

13  57,9 

13  28,9 

13     1,6 

12  35,9 

12  11,7 

11  48,8 

11  27,2 

11     6,7 

10  47,3 

10  28,9 

10  11,4 

9  54,8 

9  39,0 

9  23,9 

9    9,6 

8  55,9 

8  42,8 

8  30,3 

8  18,3 

6,9 

55,9 

45,4 

35,3 

25,6 

16,3 

7,3 

58,7 

6  50,4 

6  42,4 

6  34,7 

6  27,2 

G  20,1 

6  13,1 

6     6,4 

5  59,9 

5  53,7 


112,7" 
104,8 
97,2 
90,1 
83,5 
77,4 
71,6 
66.4 

61  ;6 

57,1 

53,1 

49,4 

46,0 

42,9 

40,1 

37,4 

35,1 

32,9 

30,8 

29,0 

27,3 

25,7 

24,2 

22,9 

21,6 

20,5 

19,4 

18,4 

17,5 

16,6 

15,8 

15,1 

14,3 

13,7 

13,1 

12,5 

12,0 

11,4 

11,0 

10,5 

10,1 

9,7 

9,3 

9,0 

8,6 

8,3 

8,0 

7,7 

7,5 

7.1 

7,0 

6,7 

6,5 

6,2 


29 

0 

30 

0 

31 

0 

32 

0 

33 

0 

34 

0 

35 

0 

36 

0 

37 

0 

90  0' 
10  I 
20  : 
30  I 
40  I 
50  I 

10  0  I 
10  j 
20  I 
30 
40 
50 

11  0 
•  10 

20 
30 
40  I 
50  I 

12  0 
10 
20 
30 
40 
50 

13  0 
10 
20 
30 
40 
50 

14  0 

15  0 

16  0 

17  0 

18  0 

19  0 

20  0 

21  0 

22  0 

23  0 

24  0 

25  0 

26  0 

27  0 

28  0 


38     0 


5'  53,7" 

5  47,6 

5  41,7 

5  36,0 

5  30,5 

5  25,2 

20,0 

15,0 

10,1 

5,4 

0,8 

56,3 

51,9 

47,7 

43,5 

39,5 

35;6 

31,8 

28,1 

24,5 

20,9 

17,5 

14,1 

10,9 

7,7 

4,5 

1,5 

58,5 

55,6 

52,7 

50,0 

34,5 

20,8 

8,6 

57,7 

47,8 

38,9 

30,8 

23,4 

16,6 

10,3 

4,4 

59,0 

54,0 

49,3 

44,8 

40,7 

36,8 

33,1 

29,2 

26,3 

23,1 

20,1 

17,2 

14.5 


6,1  " 

5,9 

5,7 

5,5 

5,3 

5,2 

5,0 

4,9 

4,7 

4,6 

4,5 

4,4 

4,2 

4,2 

4,0 

3,9 

3,8 

3,7 

3,6 

3,6 

3,4 

3,4 

3,2 

3,2 

3,2 

3,0 

3,0 

2,9 

2,9 

2,7 

2,58 

2,28 

2,03 

1,82 

1,64 

1,49 

1,35 

1,24 

1,14 

1,05 

0,97 

0,90 

0,84 

0,79 

0,74 

0,69 

0,65 

0,62 

0,58 

0,55 

0,53 

0,50 

0,48 

0,46 


380 

39 

40 

41 

42 

43 

44 

45 

46 

47 

48 

49 

50 

51 

52 

53 

54 

55 

56 

57 

58 

59 

60 

61 

62 

63 

64 

65 

66 

67 

68 

69 

70 

71 

72. 

73 

74 

75 

76 

77 

78 

79 

80 

81 

S2 

83 

84 

85 

86 

87 

88 

89 

90 


14,5" 

11,9 

9,4 

7,0 

4,7 

2,5 

0,3 

58,3 

0  56,3 

0  54,3 

0  52,5 

0  50,7 

0  48,9 

0  47,2 

0  45,5 

0  43,9 

5  42,3 

0  40,8 

0  39,3 

0  37,9 

0  36,4 

0  35,0 

0  33,7 

0  32,3 

0  31,0 

0  29,7 

0  28,4 

0  27,2 

0  26,0 

0  24,8 

0  23,6 

0  22,4 

0  21,2 


20,1 

18,9 

17,8 

16,7 

15,6 

14,5 

13,5 

12,4 

11,3 

10,3 

9,2 

8,2 

7,2 

6,1 

5,1 

4,1 

3,1 

2,0 

1,0 

0,0 


0,44" 

0,42 

0,40 

0,38 

0,37 

0,36 

0,34 

0,33 

0,32 

0,31 

0,30 

0,29 

0,28 

0,28 

0,27 

0,26 

0,26 

0,25 

0,24 

0,24 

0,23 

0,23 

0,22 

0.22 

0,22 

0,21 

0,21 

0,20 

0,20 

0,20 

0.20 

0,19 

0,19 

0,19 

0,19 

0,19 

0,18 

0,18 

0,18 

0,18 

0.18 

0,18 

0,18 

0,17 

0,17 

0,17 

0,17 

0,17 

0,17 

0,17 

017 

0,17 
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XXII.    Barometercorrection  für  Refraction. 
(Luftdruck  in  Millimetern.) 


Baro- 

Baro- 

Baro- 

Baro- 

meter 

A 

meter 

Ä 

meter 

A 

meter 

^^ 

mm 

mm 

mm 

mm 

630 

0,829 

670 

0,882 

710 

0,934 

750 

0,987 

631 

830 

671 

883 

711 

936 

751 

988 

632 

832 

672 

884 

712 

937 

752 

989 

633 

833 

673 

885 

713 

938 

753 

991 

684 

834 

674 

887 

714 

939 

754 

992 

635 

0,835 

675 

0,888 

715 

0,941 

755 

0,993 

636 

837 

676 

889 

716 

942 

756 

995 

637 

838 

677 

891 

717 

943 

757 

996 

638 

839 

678 

892 

718 

945 

758 

997 

639 

841 

679 

893 

719 

946 

759 

999 

640 

0,842 

680 

0,895 

720 

0,947 

760 

1,000 

641 

843 

681 

896 

721 

949 

761 

Ol 

642 

845 

682 

897 

722 

950 

762 

03 

643 

846 

683 

899 

723 

951 

763 

04 

644 

847 

684 

900 

724 

953 

764 

05 

645 

0,849 

685 

0,901 

725 

0,954 

765 

1,007 

646 

850 

686 

903 

726 

955 

766 

08 

647 

851 

687 

904 

727 

957 

767 

09 

648 

853 

688 

905 

728 

958 

768 

11 

649 

854- 

689 

907 

729 

959 

769 

12 

650 

0,855 

690 

0,908 

730 

0,961 

770 

1,013 

651 

857 

691 

909 

731 

962 

771 

14 

652 

858 

692 

910 

732 

963 

772 

16 

653 

859 

693 

912 

733 

964 

773 

17 

654 

860 

694 

913 

734 

966 

774 

18 

655 

0,862 

695 

0,914 

735 

0,967 

775 

1,020 

656 

863 

696 

916 

736 

968 

776 

21 

657 

864 

697 

917 

737 

970 

777 

22 

658 

866 

698 

918 

738 

971 

778 

24 

659 

867 

699 

920 

739 

972 

779 

25 

660 

0,868 

700 

0,921 

740 

0,974 

780 

1,026 

661 

870 

701 

922 

741 

975 

781 

28 

662 

871 

702 

924 

742 

976 

782 

29 

663 

872 

703 

925 

743 

978 

783 

30 

664 

874 

704 

926 

744 

979 

784 

32 

665 

0,875 

705 

0,928 

745 

0,980 

785 

1,033 

666 

876 

706 

929 

746 

982 

786 

34 

667 

878 

707 

930 

747 

983 

787 

36 

668 

879 

708 

932 

748 

984 

788 

37 

669 

880 

709 

933 

749 

986 

789 

1,038 
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XXIII.    Thermometercorrection  der  Refraction. 

(Celsius.) 


Thermo- 

1 
1 

B 

Thermo- 

B 

meter 

meter 

—  290 

1,168 

+  110 

0,996 

28 

1.163 

12 

0,993 

27 

1.158 

13 

0,989 

26 

1.153 

14 

0,985 

25 

1,148 

V     15 

1        0,982 

—  24 

1,144 

+  16 

0,978 

23 

1.139 

17 

0,975 

22 

1.134 

18 

1        0,971 

21 

1.129 

19 

0,968 

20 

1,125 

20 

0,964 

—  19 

1.120 

+  21 

0,961 

18 

1,115 

22 

i       U,957 

17 

1.111 

23 

1        0,954 

16 

1.106 

24 

j       0,950 

15 

1,102 

25 

0,947 

—  14 

1,097 

+  26 

0.944 

13 

1.093 

27 

0,940 

12 

1.089 

28 

0,937 

11 

1.084 

29 

0,934 

10 

1.080 

30 

0,931 

—   9 

1.076 

+  31 

0,927 

8 

1,071 

32 

0,924 

7 

1.067 

33 

0,921 

6 

1.063 

34 

0,918 

5 

1,059 

35 

0,915 

—   4 

1.055 

+  36 

0,912 

3 

1.051 

37 

0,908 

2 

1.047 

38 

0,905 

1 

1,043 

39 

0,902 

0 

1,039 

40 

0,899 

+    1 

1,035 

+  41 

0,896 

2 

1.031 

42 

0,893 

3 

1,027 

43 

0,890 

4 

1,023 

44 

0,887 

5 

1 

1,019 

45 

0,884 

+     6           : 

1,015 

+  46         i 

0,881 

7 

1,011 

47         1 

0,878 

8 

1,007 

48 

0,876 

9 

1,004 

49 

0,873 

+  10      1 

1,000 

+  50        ! 

0.870 

1008 
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XXIV.    Tafel  für  die  Mittagsverbesserung. 


Halb« 
Zwischenzeit 


Log  A 


Log  B 


Halbe 
Zwischenzeit 


Log  A 


Log  B 


Ih     Qm 

2 
4 
6 


10 
12 
14 
16 

18 

20 
22 
24 
26 

28 

30 
32 
34 
36 

38 

40 
42 

44 
46 

48 

50 
52 
54 
56 
58 
2   0 


7,7297»^ 
7300 
7304 
7307 
7311 

7,7315 
7319 
7323 
7327 
7331 

7,7336 
7340 
7345 
7349 
7354 

7,7359 
7364 
7369 
7374 
7380 

7,7386 
7391 
7397 
7403 
7409 


7,7146 
7139 
7132 
7125 

7117 

7,7109 
7101 
7092 
7083 
7075 

7,7065 
7056 
7046 
7036 
7026 

7,7015 
7005 
6993 
6982 
6970 

7,6958 
6946 
6934 
6921 

6908 


7,7415 

7,6894 

7421 

6881 

7428 

6867 

7434 

6852 

7411 

()833 

7447 

6823 

2h    Om 

7,7447« 

7,6823 

2 

7454 

6807 

4 

7461 

6792 

6 

7468 

6776 

8 

7475 

6759 

10 

7,7482 

7,6743 

12 

7490 

6726 

14 

7497 

6708 

16 

7505 

6691 

18 

7513 

6673 

20 

7,7521 

7,6654 

22 

7529 

6635 

24 

7537 

6616 

26 

7545 

6597 

28 

7553 

6577 

30 

7,7562 

7,6556 

32 

7570 

6536 

34 

7579 

6514 

36 

7588 

6493 

38 

7597 

6471 

40 

7,7606 

7,6448 

42 

7615 

6425 

44 

7624 

6402 

46 

7634 

6378 

48 

7643 

6354 

50 

7,7653 

7,6329 

52 

7663 

6304 

54 

7673 

6278 

56 

7683 

()252 

58 

7693 

0225 

3   0 

7703 

6198 

Tafeln. 
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XXIV.    Tafel  für  die  Mittagsverbesserung  (Fortsetzung). 


Halbe 
Zwischenzeit 

Log  A 

Log  B 

Halbe 
Zwischenzeit 

Log  A 

Log  B 

Sh   o» 

7,7703» 

7,6198 

4Ä  0'" 

7,8072» 

7,5062 

2 

7713 

6170 

2 

8086 

5010 

4 

7724 

6142 

4 

8101 

4957 

6 

7735 

6113 

6 

8116 

4902 

8 

7745 

6083 

8 

8130 

4846 

10 

7,7756 

7,6053 

10 

7,8145 

7,4789 

12 

7767 

.  6023 

12 

8160 

4731 

14 

7779 

5991 

14 

8176 

4671 

16 

7790 

5959 

16 

8191 

4609 

18 

7801 

5927 

18 

8206 

4546 

20 

7,7813 

7,5894 

20 

7,8222 

7,4482 

22 

7825 

5860 

22 

8238 

4415 

24 

7836 

5825 

24 

8254 

4347 

26 

7848 

5790 

26 

8270 

4277 

28 

7860 

5754 

28 

8286 

4205 

30 

7,7873 

7,5717 

30 

7,8302 

7,4131 

32 

7885 

5680 

32 

8319 

4055 

34 

7890 

5641 

34 

8336 

3977 

36 

7910 

5602 

36 

8353 

3896 

38 

7923 

5562 

38 

8370 

3818 

40 

7,7936 

7,5522 

40 

7,8387 

7,3728 

42 

7949 

5480 

42 

8404 

3639 

44 

7962 

5437 

44 

8422 

3548 

46 

7975 

5394 

46 

8439 

3454 

48 

7989 

5350 

48 

8457 

3357 

50 

7,8002 

7,5304 

50 

7,8475 

7,3256 

52 

8016 

5258 

52 

8493 

3152 

54 

8030 

5211 

54 

8511 

3045 

56 

8044 

51G2 

56 

8530 

2933 

58 

8058 

5112 

58 

8548 

2817 

4  0 

7,8072 

7,5062 

5  0 

8,8567 

7,2697 

Läska.  niathem.  Foriiu-lii Sammlung. 
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XXV.    Tafel  für  die  Mitternachtsverbesserung. 


Log  A 

Log  B 

Log  A 

Log  B 

&i    O^H 

7,9208 

B  =  0 

&i  30»^ 

8,1726 

7,9571 

5 

7,9269 

6,2657 

35 

8,1843 

7,9898 

10 

7,9331 

6,5728 

40 

8,1963 

8,0043 

15 

7,9395 

6,7551 

45 

8,2085 

8,0277 

20 

7,9460 

6,8862 

50 

8,2212 

8,0508 

25 

7,9526 

6,9895 

55 

8,2341 

8,0739 

30 

7,9593 

7,0750 

9  0 

8,2474 

8,0969 

35 

7,9662 

7,1484 

5 

8,2611 

8,1199 

40 

7,9732 

7,2129 

10 

8,2752 

8,1428 

45 

7,9804 

7,2706 

15 

8,2897 

8,1658 

50 

7,9877 

7,3231 

20 

8,3046 

8,1889 

55 

7,9952 

7,3712 

25 

8,3200 

8,2121 

7  0 

8,0028 

7,4158 

30 

8,3359 

8,2354 

5 

8,0106 

7,4575 

35 

8,3524 

8,2589 

10 

8,0186 

7,4967 

40 

8,3693 

8,2827 

15 

8,0267 

7,5338 

45 

8,3869 

8,3068 

20 

8,0350 

7,5690 

50 

8,4051 

8,3312 

25 

8,0435 

7,6027 

55 

8,4241 

8,3560 

30 

8,0521 

7,6349 

10  0 

8,4437 

8,3812 

35 

8,0610 

7,6660 

5 

8,4641 

8,4070 

40 

8,0700 

7,6959 

10 

8,4854 

8,4334 

45 

8,0792 

7,7249 

15 

8,5077 

8,4604 

50 

8,0887 

7,7531 

20 

8,5310 

8,4882 

55 

8,0983 

7,7805 

25 

8,5554 

8,5169 

8  0 

8,1082 

7,8072 

30 

8,5810 

8,5466 

5 

8,1183 

7,8333 

35 

8,6081 

8,5775 

10 

8,1287 

7,8589 

40 

8,6366 

8,6096 

15 

8,1393 

7,8840 

45 

8,6670 

8,6433 

20 

8,1501 

7,9087 

50 

8,6993 

8,6787 

25 

8,1612 

7,9330 

55 

8,7339 

8,7162 

30 

8,1726 

7,9571 

11  0 

9,7711 

8,7560 

Tafeln. 
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V)5  4-  (v)3  = 

a 

(r)'^  -   (r)3  = 

9. 

(r) 

ü 

Jq 

ir) 

a 

Jq 

0.900 

1,31949 

0,900 

—  0,13851 

0,901 

1,32522 

-f  572 

0,901 

—  0,13766 

4-  85 

0.902 

1,33096 

574 

0,902 

—  0,13680 

86 

0,903 

1,33672 

576 

0,903 

—  0,13593 

87 

0,904 

1,34250 

578 

0,904 

—  0,13505 

88 

0,905 

1,34829 

579 

0,905 

—  0,13416 

89 

0.906 

1,35411 

582 

0,906 

—  0,13326 

90 

0,907 

1,35995 

584 

0,907 

—  0,13235 

91 

0,908 

1,36582 

587 

0,908 

—  0,13143 

92 

0,909 

1,37170 

-f  588 

0,909 

—  0,13050 

-1-  93 

0,910 

1,37760 

4-  590 

0,910 

—  0,12955 

-f  95 

0.911 

1,38352 

592 

0,911 

—  0,12859 

96 

0,912 

1,38946 

594 

0,912 

—  0,12763 

96 

0,913 

1,39542 

596 

0,913 

—  0,12666 

97 

0.914 

1,40140 

598 

0,914 

—  0,12568 

98 

0.915 

1,40741 

601 

0,915 

—  0,12469 

99 

0,916 

1,41344  . 

603 

0,916 

—  0,12369 

100 

0,917 

1,41949 

605 

0,917 

—  0,12268 

101 

0,918 

1,42556 

607 

0,918 

—  0,12166 

102 

0,919 

1,43165 

+  609 

0,919 

—  0,12063 

-h  103 

0,920 

1,43777 

-f  612 

0,920 

—  0,11959 

-\-   104 

0,921 

1,44391 

614 

0,921 

—  0,11854 

105 

0,922 

1,45007 

616 

0,922 

—  0,11748 

106 

0,923 

1,45625 

618 

0,923 

—  0,11641 

107 

0,924 

1,46245 

620 

0,924 

—  0,11533 

108 

0,925 

1,46867 

622 

0,925 

—  0,11424 

109 

0,926 

1,47490 

623 

0,926 

—  0,11315 

109 

0,927 

1,48116 

626 

0,927 

—  0,11205 

110 

0,928 

1,48744 

628 

0,928 

—  0,11094 

111 

0,929  , 

1,49374 

-f  630 

0,929 

—  0,10981 

-f  113 

0,930 

1,50006 

-|-  632 

0,930 

—  0,10867 

+  114 

0,931 

1,50640 

634 

0,931 

—  0,10752 

115 

0.932 

1,51276 

636 

0,932 

—  0,10636 

116 

0,933 

1,51915 

639 

0,933 

—  0,10519 

117 

0.934 

1,52556 

641 

0,934 

—  0,10401 

118 

0,935 

1,53199 

643 

0,935 

—  0.10282 

119 

0,936 

1.53844 

645 

0,936 

—  0,10162 

120 

0,937 

1,54491 

647 

0,937 

—  0,10041 

121   ' 

0,938 

1,55141 

650 

0,938 

—  0,09918 

123 

0,939 

1,55793 

+  652 

0,939 

—  0,09794 

+  124 

64= 
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Tafel  XXVI  (Fortsetzung). 

(r)5  +  (r)3  = 

3 

(^)5  _  (,)3  ^ 

2 

(r) 

<l 

Jq 

(>•) 

<1 

Jq 

0,940 

1,56447 

0,940 

—  0,09669 

0,941 

1,57103 

-^  656 

0,941 

—  0,09543 

-f  126 

0,942 

1,57762 

659 

0,942 

—  0,09416 

127 

0,943 

1,58423 

661 

0,943 

—  0,09288 

128 

0,944 

1,59087 

664 

0,944 

—  0,09159 

129 

0,945 

1,59753 

666 

0,945 

—  0,09029 

130 

0,946 

1,60421 

668 

0,946 

—  0,08897 

132 

0,947 

1,61092 

671 

0,947 

—  0,08764 

133 

0,948 

1,61765 

673 

0,948 

—  0,08630 

134 

0,949 

1,62440 

-f  675 

0,949 

—  0,08495 

+  135 

0,950 

1,63117 

-f  677 

0,950 

—  0,08360 

+  135 

0,951 

1,63796 

679 

0,951 

—  0,08223 

137 

0,952 

1,64477 

681 

0,952 

—  0,08085 

138 

0,953 

1,65161 

684 

0,953 

—  0,07945 

140 

0,954 

1,65847 

686 

0,954 

—  0,07804 

141 

0,955 

1,66535 

686 

0,955 

—  0,07662 

142 

0,956 

1,67225 

690 

0,956 

—  0,07519 

148 

0,957 

1,67918 

698 

0,957 

—  0,07375 

144 

0,958 

1,68613 

695 

0,958 

—  0,07230 

145 

0,959 

1,69311 

+  698 

0,959 

—  0,07084 

-f  146 

0,960 

1,70011 

-f  700 

0,960 

—  0,06937 

+  147 

0,961 

1,70714 

703 

0,961 

—  0,06788 

149 

0,962 

1,71419 

705 

0,962 

—  0,06638 

150 

0,963 

1,72126 

707 

0,963 

—  0,06487 

151 

0,964 

1,72835 

709 

0,964 

—  0,06335 

152 

0,965 

1,73546 

711 

0,965 

—  0,06181 

154 

0,966 

1,74260 

714 

0,966 

—  0,06026 

155 

0,967 

1,74976 

716 

0,967 

—  0,05870 

156 

0,968 

1,75694 

718 

0,968 

—  0,05712 

158 

0,969 

1,76415 

4-  721 

0,969 

—  0,05553 

-f  159 

0,970 

1,76140 

-f  725 

0,970 

—  0,05394 

4-  159 

0,971 

1,77867 

727 

0,971 

—  0,05233 

161 

0,972 

1,78596 

729 

0,972 

—  0,05071 

162 

0,973 

1,79327 

731 

0,973 

—  0,04907 

164 

0,974 

1,80061 

734 

0,974 

—  0,04742 

165 

0,975 

1,80797 

736 

0,975 

—  0,04576 

166 

0,976 

1,81535 

738 

0,976 

—  0,04408 

168 

0,977 

1,82275 

740 

0,977 

—  0,04239 

169 

0,978 

1,83017 

742 

0,978 

—  0,04069 

170 

0,979 

1,83762 

-f  745 

0,979 

—  0,03898 

Jr   171 
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( 

r)5  +  (r)3  = 

9. 

irf  -  Of  = 

2 

('•) 

<1 

M 

('•) 

'L 

.. 

0,980 

1,84511 

0,980 

—  0,03727 

0,981 

1,85260 

-f  749 

0,981 

—  0,03554 

4-  173 

0,982 

1,86012 

752 

0,982 

—  0,03380 

174 

0,983 

1,86767 

755 

0,983 

—  0,03204 

176 

0,984 

1,87525 

758 

0,984 

—  0,03027 

177 

0,985 

1,88286 

761 

0,985 

—  0.02849 

178 

0,986 

1,89049 

763 

0,986 

—  0,02669 

180 

0,987 

1,89815 

766 

0,987 

—  0,02487 

182 

0,988 

1,90584 

769 

0,988 

—  0.02304 

183 

0,989 

1.91356 

-f  772 

0,989 

—  0,02119 

-f  185 

0,990 

1,92129 

-j-  773 

0,990 

—  0.01932 

-f  187 

0,991 

1,92904 

775 

0,991 

—  0,01744 

188 

0,992 

1,93682 

778 

0,992 

—  0,01555 

189 

0,993 

1,94462 

780 

0,993 

—  0,01365 

190 

0,994 

1,95245 

783 

0,994 

—  0,01173 

192 

0,995 

1,96030 

785 

0,995 

—  0,00980 

193 

0,996 

1,96818 

788 

0,996 

—  0,00786 

194 

0,997 

1,97609 

791 

0.997 

—  0.00591 

195 

0,998 

1,98403 

794 

0,998 

—  0.00395 

196 

0,999 

1,99200 

+  797 

0,999 

—  0,00198 

-f  197 

1,000 

2,00000 

-f  800 

1,000 

-f  0,00000 

4-  198 

1,001 

2,00802 

802 

1,001 

-4-  0,00198 

198 

1,002 

2,01606 

804 

1,002 

0,00398 

200 

1,003 

2,02413 

807 

1,003 

0,00600 

202 

1,004 

2,03222 

809 

1,004 

0,00804 

204 

1,005 

2,04033 

811 

1,005 

0,01010 

206 

1,006 

2,04847 

814 

1,006 

0,01218 

208 

1,007 

2,05664 

817 

1,007 

0,01428 

210 

1,008 

2,06483 

819 

1,008 

0,01640 

212 

1,009 

2,07305 

-1-  822 

1,009 

-1-0,01854 

-h  214 

1,010 

2,08131 

-f-  826 

1,010 

-|-  0,02071 

-h  217 

1,011 

2,08960 

829 

1,011 

0,02287 

217 

1,012 

2,09791 

831 

1,012 

0,02505 

218 

1,013 

2,10625 

834 

1,013 

0,02724 

219 

1,014 

2,11462 

837 

1,014 

0,02944 

220 

1,015 

2,12301 

839 

1,015 

0,03165 

221 

1,016 

2,13142 

841 

1,016 

0,03387 

222 

1,017 

2,13985 

843 

1,017 

0,03610 

223 

1,018 

2,14831 

846 

1,018 

0^03834 

224 

1,019 

2,15679 

1 

+  848 

1,019 

4-  0,04050 

-1-  226 

1014 
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Tafel  XXVI  (Fortsetzung). 


[r)^  -f  (r)'  = 

a 

[rf  -  {rf  = 

2 

(r) 

(l 

Jq 

[r) 

g 

Jq 

1,020 

2,16529 

1,020 

+  0,04287 

1,021 

2,17382 

-f  853 

1,021 

0,04515 

-f  228 

1,022 

2,18238 

856 

1,022 

0,04745 

230 

1,023 

2,19097 

859 

1,023 

0,04977 

232 

1,024 

2,19959 

862 

1,024 

0,05211 

234 

1,025 

2,20825 

866 

1,025 

0,05447 

236 

1,026 

2,21694 

869 

1,026 

0,05685 

238 

1,027 

2,22566 

872 

1,027 

0,05925 

240 

1,028 

2,23441 

875 

1,028 

0,06167 

242 

1,029 

2,24319 

+  878 

1,029 

0,06411 

+  244 

1,030 

2,25200 

+  881 

1,030 

0,06655 

+  244 

1,031 

2,26083 

883 

1,031 

0,06901 

246 

1,032 

2,26969 

886 

1,032 

0,07148 

247 

1,033 

2,27858 

889 

1,033 

0,07396 

248 

1,034 

2,28749 

891 

1,034 

0,07646 

250 

1,035 

2,29643 

894 

1,035 

0,07897 

251 

1,036 

2,30540 

897 

1,036 

0,08150 

253 

1,037 

2,31439 

899 

1,037 

0,08404 

254 

1,038 

2,32341 

902 

1,038 

0,08660 

256 

1,039 

2,33245 

-1-  904 

1,039 

0,08919 

-f  259 

1,040 

2,34151 

-f  906 

1,040 

0,09179 

-f  260 

1,041 

2,35060 

909 

1,041 

0,09441 

262 

1,042 

2,35972 

912 

1,042 

0,09705 

264 

1,043 

2,36888 

916 

1,043 

0,09970 

265 

1,044 

2,37807 

919 

1,044 

0,10237 

267 

1,045 

2,38730 

923 

1,045 

0,10505 

268 

1,046 

2,39657 

927 

1,046 

0,10774 

269 

1,047 

2,40587 

930 

1,047 

0,11044 

270 

1,048 

2,41520 

933 

1,048 

0,11316 

272 

1,049 

2,42455 

+  935 

1,049 

0,11589 

4-  273 

1,050 

2,43393 

-f  938 

1,050 

0,11863 

-f  274 

1,051 

2,44334 

941 

1,051 

0,12139 

276 

1,052 

2,45278 

944 

1,052 

0,12417 

278 

1,053 

2,46224 

946 

1,053 

0,12698 

281 

1,054 

2,47173 

949 

1,054 

0,12981 

283 

1,055 

2,48124 

951 

1,055 

0,13266 

285 

1,056 

2,49078 

954 

1,056 

0,13553 

287 

1,057 

2,50035 

957 

1,057 

0,13842 

289 

1,058 

2,50995 

960 

1,058 

0,14133 

291 

1,059 

2,51958 

-f  963 

1,059 

0,14426 

4-  293 
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( 

Jf  4-  (r)'  = 

q. 

(,.)5  _  (,.)3  ^ 

2 

(r) 

9. 

Jq 

{r) 

9. 

Jq 

1,060 

2,52925 

1,060 

0,14721 

1,061 

2,53895 

-f  970 

1,061 

0.15016 

-f  295 

1,062 

2,54868 

973 

1,062 

0,15313 

297 

1,063 

2,55844 

976 

1,063 

0,15611 

298 

l,06i 

2,56823 

979 

1,064 

0,15911 

300 

1,065 

2,57805 

982 

1,065 

0,16213 

302 

1,066 

2,58790 

985 

1,066 

0,16517 

304 

1,067 

2,59778 

988 

1,067 

0,16823 

306 

1,068 

2,60769 

991 

1.068 

0,17131 

308 

1,069 

2,61763 

4-  994 

1,069 

0,17439 

-j-  309 

1,070 

2,62759 

-f  996 

1,070 

0,17750 

-\~   311 

1,071 

2,63758 

999 

1,071 

0,18062 

312 

1,072 

2,64760 

1002 

1.072 

0,18376 

314 

1,073 

2,65765 

1005 

1,073 

0,18692 

316 

1,074 

2,66774 

1009 

1,074 

0,19010 

318 

1,075 

2,67787 

1013 

1,075 

0,19330 

320 

1,076 

2,68803 

1016 

1,076 

0,19652 

322 

1,077 

2,69823 

1020 

1,077 

0,19976 

324 

1,078 

2,70847 

1024 

1,078 

0.20302 

326 

1,079 

2,71875 

-f  1028 

1,079 

0,20630 

-f-  328 

1,080 

2,72905 

-1-  1030 

1,080 

0,20961 

-1-  331 

1,081 

2,73938 

1033 

1,081 

0,21293 

332 

1,082 

2,74974 

1036 

1,082 

0,21627 

334 

1,083 

2,76013 

1039 

1,083 

0,21962 

335 

1,084 

2,77055 

1042 

1,084 

0,22299 

337 

1,085 

2,78100 

1045 

1,085 

0,22637 

338 

1,086 

2,79148 

1048 

1,086 

0,22977 

340 

1,087 

2,80198 

1050 

1,087 

0,23319 

342 

1,088 

2,81251 

1053 

1,088 

0,23663 

344 

1,089 

2,82307 

-f  1056 

1,089 

0,24009 

4-  346 

1,090 

2,83365 

-f  1058 

1,090 

0,24358 

-h  349 

1,091 

2,84426 

1061 

1,091 

0,24608 

350 

1,092 

2,85490 

1064 

1,092 

0,24960 

352 

1,093 

2,86558 

1068 

1,093 

0,25314 

354 

1,094 

2,87631 

1073 

1,094 

0,25670 

356 

1,095 

2,88708 

1077 

1,095 

0,26028 

353 

1,096 

2,89789 

1081 

1,096 

0,26388 

360 

1,097 

2,90874 

1085 

1,097 

0,26750 

362 

1,098 

2,91963 

1089 

1,098 

0,27115 

365 

1,099 

2,93056 

-f  1093 

1,099 

0,27582 

-f  367 

lOK 
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XXVII.    Tafel  mit  dem  Argumente  g. 

^^   1  -(1  -\-2q)-'k 


locjf 


Differenz 

für 

J2  =  0,0001 


%/ 


Differenz 

für 

Jr^=:  0,0001 


0,030 
29 
28 
27 
26 
25 
24 
23 
22 
21 

0,020 
19 
18 
17 
16 
15 
14 
13 
12 
11 

0,010 
9 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 
0 


0,510798 
509638 
508481 
507327 
506175 
505026 
503880 
502736 
501595 
500456 

0,499320 
498186 
497055 
495927 
494801 
493678 
492557 
491438 
490322 
489209 

0,488098 
486989 
485883 
484780 
483678 
482580 
481483 
480389 
479297 
478208 
477121 


116 
116 
116 
115 
115 
115 
114 
114 
114 


114 
113 
113 
113 
113 
112 
112 
112 
111 


111 
111 

111 
110 
110 

109 
109 
109 
109 


-I-  0,030 
29 
28 
27 
26 
25 
24 
23 
22 
21 

-f  0,020 
19 
18 
17 
16 
15 
14 
13 
12 
11 

-f  0,010 
9 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 
0 


0,445566 
446586 
447609 
448633 
449660 
450688 
451719 
452752 
453788 
454825 

0,455864 
456906 
457950 
458996 
460044 
461094 
462147 
463202 
464259 
465318 

0,466380 
467444 
468510 
469578 
470649 
471722 
472797 
473875 
474954 
476037 
477121 


102 
102 
103 
103 
103 
103 
103 
104 
104 

104 
104 
104 
105 
105 
105 
105 
106 
106 


106 
106 
107 
107 
107 
107 
108 
108 
108 
109 


NB.    Die  Differenzen  sind  in  Einheiten  der  sechsten  Decimale.     Man 


hat  z.  B.  für  ^  =  +  0,00823: 

2  X  ^3  =  2  X  106 

3  X  ^  =  3  X  10,6 


q  —  0,008  .  .  .  logf 


0,468510 

—  212 

—  32 


logf  —  0,648266 
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XXVin.     Tafel   des  Argumentes  rj. 
2k  ,      ^,         ._..,_  2kt 


0\^r,)% 


log  2  k  —  8,5366114, 


Vr,  -f 


/. 


n 

/ 

^ 

/ 

0,00 

0,000000 

0,40 

0,003042 

Ol 

2 

41 

3204 

02 

7 

42 

3372 

03 

16 

43 

3544 

04 

29 

44 

3722 

05 

45 

45 

3905 

06 

65 

46 

4093 

07 

89 

47 

4287 

08 

116 

48 

4486 

09 

147 

49 

4691 

0,10 

0,000181 

0,50 

0,004901 

11 

220 

51 

5117 

12 

262 

52 

5340 

13 

307 

53 

5568 

14 

357 

54 

5803 

15 

410 

55 

6044 

16 

467 

56 

6292 

17 

527 

57 

6546 

18 

592 

58 

6808 

19 

660 

59 

7076 

0,20 

0,000732 

0,60 

0,007352 

21 

808 

61 

7636 

22 

888 

62 

7927 

23 

972 

63 

8227 

24 

1060 

64 

8534 

25 

1152 

65 

8851 

26 

1248 

66 

9176 

27 

1348 

67 

9510 

28 

1452 

68 

9854 

29 

1561 

69 

10208 

0,30 

0,001673 

0,70 

0,010572 

31 

1790 

71 

10947 

32 

1911 

72 

11335 

33 

2037 

73 

11731 

34 

2107 

74 

12142 

35 

2301 

75 

12565 

36 

2440 

76 

13002 

37 

2583 

77 

13454 

38 

2731 

78 

13920 

39 

2884 

79 

14403 

OF  TBE 


1016 
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XXVII.    Tafel  mit  dem  Argumente  q^. 


f 


__  1  -  (1  +2g)-'^^ 


Differenz 

für 

//gr=  0,0001 


logf 


Differenz 

für 

Jq  =  0,0001 


0,030 
29 
28 
27 
26 
25 
24 
23 
22 
21 

0,020 
19 
18 
17 
16 
15 
14 
13 
12 
11 

0,010 
9 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 
0 


0,510798 
509638 
508481 
507327 
506175 
505026 
503880 
502736 
501595 
500456 

0,499320 
498186 
497055 
495927 
494801 
493678 
492557 
491438 
490322 
489209 

0,488098 
486989 
485883 
484780 
483678 
482580 
481483 
480389 
479297 
478208 
477121 


116 
116 
116 
115 
115 
115 
114 
114 
114 


114 
113 
113 
113 
113 
112 
112 
112 
111 


111 
111 
111 
110 
110 

109 
109 
109 
109 


-1-  0,030 
29 
28 
27 
26 
25 
24 
23 
22 
21 

-[-  0,020 
19 
18 
17 
16 
15 
14 
13 
12 
11 

-f  0,010 
9 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 
0 


0,445566 
446586 
447609 
448633 
449660 
450688 
451719 
452752 
453788 
454825 

0,455864 
456906 
457950 
458996 
460044 
461094 
462147 
463202 
464259 
465318 

0,466380 
467444 
468510 
469578 
470649 
471722 
472797 
473875 
474954 
476037 
477121 


102 
102 
103 
103 
103 
103 
103 
104 
104 

104 
104 
104 
105 
105 
105 
105 
106 
106 

106 
106 
107 
107 
107 
107 
108 
108 
108 
109 


NB.    Die  Differenzen  sind  in  Einheiten  der  sechsten  Decimale. 
hat  z.  B.  für  q  =  -\-  0,00823: 

2  X  ^2  -  2  X  106  ^  =  ^'^^ö  •  •  •  ^^^^ 


Man 


3  X  ^  =  3  X  10,6 


0,468510 

—  212 

—  32 


logf  =  0,648266 
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n  — 


XXVIII.     Tafel   des  Argumentes  rj. 
2Jc  ,      ^,        ._..,,,  2kt 


0\  +  r^'^^' 


log  2k  =  8,5366114, 


Vri  -h  r. 


/. 


V 

?         f 

V 

f 

0,00 

0,000000 

0,40 

0,003042 

Ol 

2 

41 

3204 

02 

7 

42 

3372 

03 

16 

43 

3544 

04 

29 

44 

3722 

05 

45 

45 

3905 

06 

65 

46 

4093 

07 

89 

47 

4287 

08 

116 

48 

4486 

09 

147 

49 

4691 

0,10 

0,000181 

0,50 

0,004901 

11 

220 

51 

5117 

12 

262 

52 

5340 

, 

13 

307 

53 

5568 

14 

357 

54 

5803 

15 

410 

55 

6044 

16 

467 

56 

6292 

17 

527 

57 

6546 

18 

592 

58 

6808 

19 

660 

59 

7076 

0,20 

0,000732 

0,60 

0,007352 

21 

808 

61 

7636 

22 

888 

62 

7927 

23 

972 

63 

8227 

24 

1060 

64 

8534 

25 

1152 

65 

8851 

26 

1248 

66 

9176 

27 

1348 

67 

9510 

28 

1452 

68 

9854 

29 

1561 

69 

10208 

0,30 

0,001673 

0,70 

0,010572 

31 

1790 

71 

10947 

32 

1911 

72 

11335 

33 

2037 

73 

11731 

34 

2107 

74 

12142 

35 

2301 

75 

12565 

36 

2440 

76 

13002 

37 

2583 

77 

13454 

38 

2731 

78 

13920 

39 

2884 

79 

14403 

1018 
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XXIX.    Gauss'sche  Vorschrift  zur  Bestimmung  des 
Ostersonntags. 


Man  dividire 

durch 

und  es  bleibe  der  Rest 

die  Jahreszahl 

19 
4 

7 
■  80 

7 

a 

c 

„     Grösse  Id  a  -\-  M 

d 
e 

so  fällt  der  Ostersonntag  auf  den 

22  -\-  d  -\-  e  ten  März  im  gemeinen  Jahre, 

23  -\-  d  -\-  eten  März  im  Schaltjahre. 
Dabei  ist  im  Julianischen  Kalender  M  =z  15,  N  =  6. 
Im  Gregorianischen  dagegen: 


Von 


M 


N 


1583  bis  1699 

1700  „  1799 

1800  „  1899 

1900  „  1999 

2000  „  2099 

2100  „  2199 

2200  „  2299 

2300  „  2399 

2400'  „  2499 


Man  beachte  aber  für  den  Gregorianischen  Kalender: 

a)  Findet  man  den  26.  April  als  Ostersonntag,  so  ist  dafür  der  19. 
anzunehmen. 

ß)  Findet  man  d  =  28,  e  =  6  und  giebt  zugleich  die  Grösse 
11  ilf -|-  11  durch  30  dividirt  einen  Rest,  der  kleiner  als  19,  so 
fällt  Ostern  nicht ,  wie  die  Berechnung  ergiebt ,  auf  den  25. ,  son- 
dern schon  auf  den  18.  April. 


22 

2 

23 

3 

23 

4 

24 

5 

24 

5 

24 

6 

25 

0 

26 

1 

25 

1 
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XXX.    Ostersonntag  seit  Einführung  des  Gregorianischen 

Kalenders. 

A.  =  April,  M.  =  März. 


1 

1583  10  A.   i 

1623   16  A. 

1663  25  M. 

1703   8  A. 

1584*  1  A. 

1624*  7  A. 

1664*  13  A. 

1704*  23  M. 

1585  21  A. 

1625  30  M. 

1665   5  A. 

1705   12  A. 

1586   6  A. 

1626   12  A. 

1666  25  A. 

1706   4  A. 

1587  29  M. 

1627   4  A. 

1667  10  A. 

1707   24  A. 

1588  *  17  A. 

1628*  23  A. 

1668*  1  A. 

1708  *  8  A. 

1589   2  A. 

1629   15  A. 

1669  21  A. 

1709  31  M. 

1590  22  A. 

1630  31  M. 

1670   6  A. 

1710  20  A. 

1591   14  A. 

1631   20  A. 

1671  29  M. 

1711   5  A. 

1592  *  29  M. 

1632*  11  A. 

1672  *  17  A. 

1712  *  27  M. 

1593  18  A. 

1633  27  M. 

1673   2  A. 

1713   16  A. 

1594  10  A. 

1634   16  A. 

1674  25  M. 

1714   1  A. 

1595  26  M. 

1635   8  A. 

1675   14  A. 

1715   21  A. 

1596  *  14  A. 

1636  *  23  M. 

1676  *  5  A. 

1716*  12  A. 

1597   6  A. 

1637   12  A. 

1677   18  A. 

1717  28  M. 

1598  22  M. 

1638   4  A. 

1678   10  A.  , 

1718  17  A. 

1599   11  A. 

1639  24  A. 

1679   2  A. 

1719   9  A. 

1600*  2  A. 

1640  *  8  A. 

1680*  21  A. 

1720*  31  M. 

1601   22  A. 

1641   31  M. 

1681   6  A. 

1721   13  A. 

1602   7  A. 

1642  20  A. 

1682  29  M. 

1722   5  A. 

1603  30  M. 

1643   5  A. 

1683   18  A. 

1723  28  M. 

1604*  18  A. 

1644  *  27  M. 

1684*  2  A. 

1724*  16  A. 

1605   10  A. 

1645   16  A. 

1685  22  A. 

1725   1  A. 

1606  26  M. 

1646   1  A. 

1686   14  A. 

1726  21  A. 

1607   15  A. 

1647   21  A. 

1687  30  M. 

1727  13  A. 

1608  *  6  A. 

1648  *  12  A. 

1688  *  18  A. 

1728  *  28  M. 

1609   19  A. 

1649   4  A. 

1689   10  A. 

1729  17  A. 

1610  11  A. 

1650   17  A. 

1690  26  M. 

1730   9  A. 

1611   3  A. 

1651   9  A. 

1691   15  A. 

1731  25  M. 

1612  *  22  A. 

1652*  31  M. 

1692  *  6  A. 

1732  *  13  A. 

1613   7  A. 

1653   13  A. 

1693  22  M. 

1733   5  A. 

1614  30  M. 

1654   5  A. 

1694   11  A. 

1734  25  A. 

1615   19  A. 

1655  28  M. 

1695   3  A. 

1735   10  A. 

1616*  3  A. 

1656  *  16  A. 

1696*  22  A. 

1736*  1  A. 

1617  26  M. 

1657   1  A. 

1697   7  A. 

1737  21  A. 

1618   15  A. 

1658  21  A. 

1698  30  M. 

1738   6  A. 

1619  31  M. 

1659   13  A. 

1699   19  A. 

1739  29  M. 

1620  *  19  A. 

1660*  28  M. 

1700*  11  A. 

1740*  17  A. 

1621   11  A. 

1661   17  A. 

1701   27  M. 

1741   2  A. 

1622  27  M. 

1662   9  A. 

1702   16  A. 

1742   25  M. 

1020 
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XXX.    Ostersonntag  seit  Einführung  des  Gregorianischen 
Kalenders  (Fortsetzung). 

A.  =  April,  M.  =  März. 


1743 

14  A. 

1783  20  A. 

1823  30  M. 

1863   5  A. 

1744* 

5  A. 

1784*  11  A. 

1824  *  18  A. 

1864*  27  M. 

1745 

18  A. 

1785  27  M. 

1825   3  A. 

1865  16  A. 

1746 

10  A. 

1786   16  A. 

1826  26  M. 

1866   1  A. 

1747 

2  A. 

1787   8  A. 

1827   15  A. 

1867  21  A. 

1748* 

14  A. 

1788  *  23  M. 

1828  *  6  A. 

1868  *  12  A. 

1749 

6  A. 

1789   12  A. 

1829   19  A. 

1869  28  M. 

1750 

29  M. 

1790   4  A. 

1830  11  A. 

1870   17  A. 

1751 

11  A. 

1791   24  A. 

1831   3  A. 

1871   9  A. 

1752* 

2  A. 

1792  *  8  A. 

1832  *  22  A. 

1872  *  31  M. 

1753 

22  A. 

1793  31  M. 

1833   7  A. 

1873   13  A. 

1754 

14  A. 

1794  20  A. 

1834  30  M. 

1874   5  A. 

1755 

30  M. 

1795   5  A. 

1835   19  A. 

1875  28  M. 

1756* 

18  A. 

1796  *  27  M. 

1836  *  3  A. 

1876  *  16  A. 

1757 

10  A. 

1797   16  A. 

1837  26  M. 

1877   1  A. 

1758 

26  A. 

,  1798   8  A. 

1838   15  A. 

1878  21  A. 

1759 

15  A. 

1799  24  M. 

1839  31  M. 

1879   13  A. 

1760* 

6  A. 

1800  *  13  A. 

1840  *  19  A. 

1880*  28  M. 

1761 

22  M. 

1801   5  A. 

1841   11  A. 

1881   17  A. 

1762 

11  A. 

1802   18  A. 

1842  27  M. 

1882   9  A. 

1763 

3  A. 

1803   10  A. 

1843   16  A. 

1883  25  M. 

1764* 

22  A. 

1804*  1  A. 

1844  *  7  A. 

1884*  13  A. 

1765 

7  A. 

1805  14  A. 

1845  23  M. 

1885   5  A. 

1766 

30  M. 

1806   6  A. 

1846  12  A. 

1886  25  A. 

1767 

19  A. 

1807  29  M. 

1847   4  A. 

1887   10  A. 

1768* 

3  A. 

1808  *  17  A. 

1848  *  23  A. 

1888*  1  A. 

1769 

26  M. 

1809   2  A. 

1849   8  A. 

1889  21  A. 

1770 

15  A. 

1810  22  A. 

1850  31  M. 

1890   6  A. 

1771 

31  M. 

1811   14  A. 

1851   20  A. 

1891   29  M. 

1772  * 

19  A. 

1812  *  29  M. 

1852*  11  A. 

1892*  17  A. 

1773 

11  A. 

1813   18  A. 

1853  27  M. 

1893   2  A.   - 

1774 

3  A. 

1814   10  A. 

1854   16  A. 

1894  25  M. 

1775 

16  A. 

1815  26  M. 

1855   8  A. 

1895   14  A. 

1776* 

7  A. 

1816*  14  A. 

1856  *  23  M. 

1896  *  5  A. 

1777 

30  M. 

1817   6  A. 

1857   12  A. 

1897   18  A. 

1778 

19  A. 

1818  22  M. 

1858   4  A. 

1898   10  A. 

1779 

4  A. 

1819   11  A. 

1859  24  A. 

1899   2  A. 

1780* 

26  M. 

1820  *  2  A. 

1860  *  8  A. 

1900  *  15  A. 

1781 

15  A. 

1821   22  A. 

1861  31  M. 

1901   7  A. 

1782 

31  M. 

1822   7  A. 

1862  20  A. 

1902   30  M. 

Tafelu. 
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Tafel    XXXI. 

IsB.     Im  Schaltjahre  sind  die  Daten  im  Januar  und  Februar  um  1  zu  ver 

mehren  (ausser  Ostersonntag). 


Ostern 


22 


23 


24 


25 


26 


März 


Neujahr 

Sonntag  nach  Neujahr 
1. 
2. 

3.  Sonntag  nach 

4.  Epiphanias 
5. 
6. 

Septuagesimae 

Fastnacht 

Jubilate     .    . 

Himmelfahrt 

Pfingsten  .    . 

Trinitatis  .    . 

22. 

23. 

24. 

25. 

26. 

27. 

1. 

2. 

3. 

4. 


Sonntag  nach 
Trinitatis 


Advent 


"Weihnachten 

Sonntag  nach  Weihn. 
1. 
2. 
3. 
4.  ) 


Donners- 
tag 
4 
11 


Quatember 


18 

3 
12 
30 
10 
17 
18 
25 

1 

8 
15 
22 
29 

6 
13 
20 

Frei- 
tag 
27 
11 
13 
16 
16 


Mitt- 
woch 
5 
12 


Diens- 
tag 

13 


19 

4 

13 

1 

11 

18 

19 

26 

2 

9 

16 

23 

30 

7 

14 
21 


20 

5 

14 

2 

12 

19 

20 

27 

3 

10 
17 
24 
1 
8 
15 
22 


Mon- 
tag 

7 
14 


21 

6 

15 

3 

13 

20 

21 

28 

4 

11 

18 

25 

2 

9 

16 

23 


Sonn- 
tag 


15 


22 

7 
16 

4 
14 
21 
22 
29 

5 
12 
19 
26 

3 
10 
17 
24 


Donners-:  Frei-  iDiens-i  Mon- 


tag 
28 
12 
14 
17 
17 


tag 
29 
13 
15 

18 
18 


30 
14 
16 
19 

19 


tag 
31 
15 
17 
20 
20 


Januar 
Januar 
Januar 


Januar 

Februar 

April 

Mai 

Mai 

Mai 

October 

October 

November 

November 

November 

November 

December 

December 

December 

December 


December 

Februar 

Mai 

September 

December 
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Ostern 

27 

28 

29 

30 

31 

März 

Neujahr 

Sonn- 
abend 

Frei- 
tag 

Donners- 
tag 

Mitt- 
woch 

Diens- 
tag 

Sonntag  nach  Neujahr 

2 

3 

4 

5 

— 

Januar 

1.  ^ 

9 

10 

11 

12 

13 

Januar 

2. 

16 

17 

18 

19 

20 

Januar 

3. 

Sonntag  nach 
Epiphanias 

— 

— 

— 

— 

— 

4. 
5. 







— 

— 

6.  ^ 

Sept 

uagesimae     .   .    . 

23 

24 

25 

26 

27 

Januar 

Fastnacht 

8 

9 

10 

11 

12 

Februar 

Jubilate 

17 

18 

19 

20 

21 

April 

Himmelfahrt    .... 

5 

6 

7 

8 

9 

Mai 

Pfingsten 

15 

16 

17 

18 

19 

Mai 

Trinitatis 

22 

23 

24 

25 

26 

Mai 

22.  X 

. 

23 

24 

25 

26 

27 

October 

23. 

30 

31 

1 

2 

3 

November 

24. 

Sonntag  nach 

6 

7 

8 

9 

10 

November 

25. 

Trinitatis 

13 

14 

15 

16 

17 

November 

26. 

20 

21 

22 

23 

24 

November 

27.  ^ 

■ 

— 

— 

— 

— 

— 

!•>,                              ( 

27 

28 

29 

30 

1 

December 

2. 

Advent 

4 

5 

6 

7 

8 

December 

3. 

11 

12 

13 

14 

15 

December 

4.  , 

18 

19 

20 

21 

22 

December 

Weihnachten 

Sonn- 
abend 

Sonn- 
abend 

Frei- 
tag 

Donners- 
tag 

Mitt- 
woch 

Sonntag  nach  Weihn. 

— 

26 

27 

28 

29 

December 

1. 

16 

17 

18 

19 

20 

Februar 

2. 
3. 

Quatember 

18 
21 

19 
15 

20 
16 

21 
17 

22 

18 

Mai 

September 

4. 

14 

15 

16 

17 

18 

December 

Tafeln. 
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Tafel  XXXI  (Fortsetzung). 


Ostern 

1 

2 

3 

4 

5 

April 

Neujahr 

Mon- 

Sonn- 

Sonn- 

Frei- 

Donners- 

tag 

tag 

abend 

tag 

tag 

Sonntag  nach  Neujahr 

— 

— 

2 

3 

4 

Januar 

1.    ^ 

7 

8 

9 

10 

11 

Januar 

2. 

14 

15 

16 

17 

18 

Januar 

3. 

Sonntag  nach 

21 

22 

23 

24 

25 

Januar 

4. 
5. 

Epiphanias 

: 

—  • 
- 

: 

— 

6.     J 
Sept 

uagesimae     .    .    . 

28 

29 

30 

31 

1 

Februar 

Fastnacht 

13 

14 

15 

16 

17 

Februar 

Jubilate 

22 

23 

24 

25 

26 

April 

Himmelfahrt    .    .    .    . 

10 

11 

12 

13 

14 

Mai 

Pfingsten 

20 

21 

22 

23 

24 

Mai 

Trinitatis 

27 

28 

29 

30 

31 

Mai 

22.  ^ 

28 

29 

30 

31 

1 

November 

23. 

4 

5 

6 

7 

8 

November 

24. 

Sonntag  nach 

11 

12 

13 

14 

15 

November 

25. 

Trinitatis 

18 

19 

20 

21 

22 

November 

26. 

25 

26 

— 

— 

— 

November 

27.  ^ 

^ 

— 

— 

— 

— 

— 

1.  ^ 

2 

3 

27 

28 

29 

November 

2. 
3. 

Advent 

9 
16 

10 
17 

4 
11 

5 
12 

6 
13 

December 
December 

4. 

23 

24 

18 

19 

20 

December 

Weihnachten 

Diens- 
tag 

Mon- 
tag 

Sonn- 
tag 

Sonn- 
abend 

Frei- 
tag 

Sonntag  nach  Weihn. 

30 

31 

— 

26 

27 

December 

1.  ^ 

/ 

21 

22 

23 

24 

25 

Februar 

2. 
3. 

Quatember     ■ 

23 
19 

24 
20 

25 
21 

26 
15 

27 

16 

Mai 
September 

4. 

^ 

19 

20 

14 

15 

16 

December 
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Ostern 

IG 

17 

18 

19 

20 

April 

Neujahr 

Sonn- 

Sonn- 

P^rei- 

Donners- 

Mitt- 

tag 

abend 

tag 

tag 

woch 

Sonntag-  nach  Neujahr 

— 

2 

3 

4 

5 

Januar 

1.     ^ 

8 

9 

10 

11 

12 

Januar 

2. 

15 

16 

17 

18 

19 

Januar 

3. 

Sonntag  nach 

22 

23 

24 

25 

26 

Januar 

4. 

E])i|)hanias 

29 

30 

31 

1 

2 

Februar 

5. 

5 

6 

7 

8 

9 

Februar 

O. 

Septuagesimae     .    .    . 

12 



13 

14 

15 

16 

Februar 

P'astnacht      

28 

1 

2 

3 

4 

März 

Jubilate 

7 

8 

9 

10 

11 

Mai 

Hiranneliahrt     .    .    .    . 

25 

26 

27 

28 

29 

Mai 

Pfingsten 

4 

5 

6 

7 

8 

Juni 

Trinitatis 

11 

12 

13 

14 

15 

Juni 

22.  ^ 

12 

13 

14 

15 

16 

November 

23. 

19 

20 

21 

22 

23 

November 

24. 

Sonntag  nach 

26 

— 

— 

— 

— 

November 

25. 
26. 
27. 

Trinitatis 

— 

— 

— 

— 

. 

— 

— 

_ 



1. 

3 

27 

28 

29 

30 

November 

2. 
3. 

Advent 

10 
17 

4 
11 

5 
12 

6 
13 

7 
14 

December 
December 

4.  . 

24 

18 

19 

20 

21 

December 

WcMhnachlen 

Mon- 
tag 

Sonn- 
tag 

Sonn- 
abend 

Frei- 
tag 

Donners- 
tag 

Sonntag-naeli  Weilm, 

31 

— 

26 

27 

28 

Dezember 

1.  \                               / 

8 

9 

10 

11 

12 

März 

2. 

Qua*  em  her 
o. 

7 
20 

8 
21 

9 
15 

10 
16 

11 

17 

Juni 
September 

4.  / 

l 

20 

14 

15 

16 

17 

December 

Tafeln. 
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Ostern 

21 

22 

23 

" 

25 

April 

Neujahr 

Diens- 

Mon- 

Sonn- 

Sonn- 

Frei- 

tag 

tag 

tag 

abend 

tag 

Sonntag-  nach  Neujahr 

— 

— 

— 

2 

3 

Januar 

1.       V 

13 

7 

8 

9 

10 

Januar 

2. 

20 

14 

15 

16 

17 

Januar 

3. 

Sonntag  nach 

27 

21 

22 

23 

24 

Januar 

4. 

Epiphanias 

3 

2S 

29 

30 

31 

Februar 

5. 

10 

4 

5 

6 

7 

Februar 

6. 

— 

11 

12 

13 

14 

B'ebruar 

Septuagesimae     .    .    . 

17 

18 

19 

20 

21 

Februar 

Fastnacht      

5 

6 

7 

8 

9 

März 

Jubilate 

12 

13 

14 

15 

16 

Mai 

Himmelfahrt     .    .    .    . 

30 

81 

1 

2 

3 

Juni 

Pfingsten 

9 

10 

11 

12 

13 

Juni 

Trinitatis 

16 

17 

18 

19 

20 

Juni 

22. 

17 

18 

19 

20 

21 

November 

23. 

24 

25 

26 

— 

— 

November 

24. 

Sonntag  nach 

— 

_ 

— 

— 

— 

25. 

Trinitatis 

— 

— 

— 

— 

26. 

— 

— 

— 

— 

27. 

— 



— 

— 

1.  ^ 

1 

2 

3 

27 

28 

November 

0, 

Advent 

8 

9 

10 

4 

5 

December 

3. 

15 

16 

17 

11 

12 

December 

4. 

22 

23 

24 

18 

19 

December 

Weihnachten 

Mitt- 
woch 

Diens- 
tag 

Mon- 
tag 

Sonn- 
tag 

Sonn- 
aliend 

Sonntag  nach  Weihn. 

29 

30 

31 

— 

26 

December 

1.  \ 

13 

14 

15 

16 

17 

März 

>     Quatember     ■ 
3. 

12 

18 

13 
19 

14 
20 

15 
21 

16 
15 

Juni 
September 

4. 

1                               l 

18 

,9 

20 

14 

15 

December 

l 


65* 
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XXXII.    Tafel  zur  Auflösung  der  Kepler'sclien  Gleichung: 
M  =  E  —  e  .^in  E. 

Mit  den  Argumenten  L'  und  e  ergieht  sich  M. 


E 

e 

0,1 

0,2 

0,8 

0,4 

0,5 

0,6 

0,7        0,8 

1 

0,9          1,0 

00 

0,0 

0,0 

0,0 

0,0 

0,0 

0,00 

0,00 

0,00 

0,000     0,000 

1 

0,9 

0,8 

0,7 

0,0 

0,5 

0,40 

0,30 

0,20 

0,100     0,000 

2 

1,8 

1,6 

1,4 

1,2 

1,0 

0,80 

0,60 

0,40 

o,2(;o  1  0,000 

3 

2J 

2,4 

2,1 

1,8 

1,5 

1,20 

0.90 

0,60 

.0,301      0,001 

4 

3,6 

3,2 

2,8 

2,4 

2,0 

1,60 

1,20 

0,80 

0,403 

0,003 

5 

4,5 

4,0 

3,5 

3,0 

2,5 

2,00 

1,50 

1,01 

0,505 

0,006 

6 

5,4 

4,8 

4,2 

3,6 

3,0 

2,41 

1,81 

1,21 

0,610 

0,011 

7 

0,3 

5,6 

4,9 

4,2 

3,5 

2,81 

2,11 

1,41 

0,716 

0,018 

8 

7,2 

6,4 

5,6 

4,8 

4,0 

3,22 

2,42 

1,62 

0,823 

0,026 

9 

B,l 

7,2 

6,3 

5,4 

4,5 

3,62 

2,73 

1,83 

0,933 

0,037 

10 

9,0 

8,0 

7,0 

6,0 

5,0 

4,03 

3,04 

2,04 

1,046 

0,051 

11 

9,9 

8,8 

7,7 

6,6 

5,5 

4,44 

3,35 

2,25 

1,161 

0,068 

12 

10,8 

9,6 

8,4 

7,2 

6,0 

4,85 

'3,66 

2,47 

1,279 

0.088 

13 

11,7 

10,4 

9,1 

7,8 

Q>,Q 

5,27 

3,98 

2,69 

1,400 

0,111 

14 

12,6 

11.2 

9,8 

8,5 

7,1 

5,68 

4,30 

2,91 

1,525 

0.139 

15 

13,5 

12,0 

10,6 

9,1 

7,6 

6,10 

4,62 

3,14 

1,654 

0,171 

16 

14,4 

12,8 

11,3 

ö,7 

8,1 

6,52 

4,95 

3,37 

1,786 

0,207 

17 

15,3 

13,6 

12,0 

10,3 

8,6 

6,95 

5,27 

3,60 

1,923 

0,248 

18 

16,2 

14,5 

12,7 

10,9 

9,1 

7,38 

5,61 

3,84 

2,065 

0,295 

19 

17,1 

15,3 

13,4 

11,5 

9,7 

7,öl 

5,94 

4,08 

2,212 

0,347 

20 

18,0 

10,1 

14,1 

12,2 

10,2 

8,24 

6,28 

4,32 

2.363 

0,404 

21 

18,9 

10.9 

14,8 

12,8 

10,7 

8,68 

6,63 

4,57 

2,520 

0,467 

22 

19,9 

17,7 

15,6 

13,4 

1.1,3 

9,12 

6.98 

4,83 

2,683 

0,537 

23 

20,8 

18,5 

16,3 

14,0 

11,8 

9,57 

7;33 

5,09 

2,852 

0,613 

24 

21,7 

19,3 

17,0 

H,7 

12,3 

10,02 

7,69 

5,36 

3,027 

0,696 

25 

22,6 

20,2 

17,7 

15,3 

12,9 

10.47 

8,05 

5,63 

3,207 

0,786 

20 

23,5 

21,0 

18,5 

16,0 

13,4 

10,93 

8,42 

5,91 

3,39o 

0,884 

27 

24,4 

21,8 

19,2 

10,6 

14,0 

11,39 

8,79 

6,19 

3,589 

0,988 

28 

25,3 

22,6 

19,9 

17.2 

14,6 

11,86 

9,17 

6,48 

3,791 

1,101 

29 

26,2 

23,4 

20,7 

17,9 

15,1 

12,33 

9,56 

6,78 

4,(X)1 

1.223 

30 

27,1 

24.3 

21,4 

18,5 

15,7 

12,81 

9,95 

7,08 

4,217 

1,352 

31 

28.0 

25,1 

22,1 

19,2 

16,2 

13.29 

10,34 

7.39 

4.442 

1,491 

32 

29,0 

25,9 

22,9 

19,9 

10,8 

13,78 

10,75 

7,71 

4,674 

1,638 

33 

29,9 

26,8 

23,6 

20,5 

17,4 

14,28 

11,16 

8,04 

4,915 

1,794 

34 

30,8 

27,6 

24,4 

21,2 

18,0 

14,78 

11,57 

8,37 

5,165 

1,961 

35 

31,7 

28,4 

25,1 

21,9 

18,6 

15,28 

12,00 

8,71 

5,423 

2,137 

m 

32,6 

29,3 

25,9 

22,5 

19,2 

15,79 

12,43 

9,06 

i 

5,690 

2,322 

Tafeln. 
Tafel  XXXII  ^Fortsetzung). 


1029 


E 

e 

0.1 

0,2 

a3 

0,4 

0,5 

0,6 

0,7 

0,8 

0,9 

1,0 

360 

32,6 

29,3 

25,9 

22,5 

19,2 

15,79     12,43 

9,06 

5,69 

2,32 

37 

33,6 

1   30,1 

26.7 

23,2 

19,8 

16,31 

i  12,86 

9,42 

5,97 

2,52 

38 

34,5 

30,9 

27,4 

28,9 

20,4 

16,84 

i  13,31 

9,78 

6,25 

2,73 

39 

35,4 

31,8 

28,2 

24,6 

21,0 

17,37 

1  13,76 

10,15 

6,55 

2,94 

40 

36,3 

32.6 

29.0 

25,3 

21,6 

17,90 

14,22 

10,54 

6,85 

3,17 

41 

37,2 

33,5 

29,7 

26,0 

22,2 

18,45 

14,69 

10,93 

7,17 

3,41 

42 

38,2 

34,3 

30,5 

26,7 

22,8 

19,00 

15,16 

11,33 

7,50 

3,66 

43 

39,1 

35,2 

31,3 

27,4 

23,5 

19,55 

15,65 

11,74 

7,83 

3,92 

44 

40,0 

36.0 

32,1 

28,1 

24.1 

20,12 

16,14 

• 

12,16 

8,18 

4,20 

45 

40,9 

36,9 

32,8 

28,8 

24,7 

20,69 

16,64 

12,59 

8,54 

4,49 

46 

41,9 

37,8 

33,6 

29,5 

25,4 

21,27 

17,15 

13,03 

8,91 

4,79 

47 

42,8 

3S,6 

34,4 

30,2 

26,0 

21,86 

17,67 

13,48 

9,29 

5,10 

48 

43,7 

39,5 

35,2 

31,0 

26.7 

22,45 

18,19 

13,94 

9,68 

5,42 

49 

44,7 

40,4 

36,0 

31,7 

27,4 

23,06 

18,73 

14,41 

10,08 

5,76 

50 

45,6 

41,2 

36,8 

32,4 

28,1 

23,67 

19,28 

14,89 

10,50 

6,11 

51 

46,5 

42,1 

37,6 

33,2 

28,7 

24,28 

19,83 

15,38 

10,93 

6,47 

52 

47,5 

"43,0 

38,5 

33,9 

29,4 

24,91 

20,40 

15,88 

11,37 

6,85 

53 

4S,4 

43,8 

39,3 

34,7 

30,1 

25,55 

20,97 

16,39 

11,82 

7,24 

54 

49,4 

44,7 

40,1 

35,5 

30,8 

26,19 

21,55 

16,92 

12,28 

7,65 

55 

50,3 

45,6 

40,9 

36,2 

31,5 

26,84 

22,15 

17,45 

12,76 

8,07 

56 

51,3 

46,5 

41,8 

37,0 

32,3 

27,50 

22,75 

18,00 

13,25 

8,50 

57 

52,2 

47,4 

42,6 

37,8 

33,0 

28,17 

23,.36 

18,56 

13,75 

8,95 

58 

53,1 

48,3 

43,4 

38,6 

33,7 

28,85 

23,99 

19,13 

14,27 

9,41 

59 

54,1 

49,2 

44,3 

39,4 

34,4 

29,53 

24,62 

19,71 

14,80 

9,89 

60 

55,0 

50,1 

45,1 

40,2 

35,2 

30,23 

25,27 

20,30 

15,34 

10,38 

61 

56,0 

60,0 

46,0 

41,0 

35,9 

30,93 

25,92 

20,91 

15,90 

10,89 

62 

56,9 

51,9 

46.8 

41,8 

36,7 

31,65 

26,59 

21,53 

16,47 

11,41 

63 

57,9 

52,8 

47,7 

42,6 

37,5 

32,37 

27,26 

22.16 

17.05 

11,95 

64 

58,9 

53,7 

48,6 

43,4 

38,3 

33,10 

27,95 

22,80 

17,65 

12,50 

65 

59,8 

54,6 

49,4 

44,2 

39,0 

33,84 

28,65 

23,46 

18,27 

13,07 

66 

60,8 

55,5 

50,3 

45,1 

39,8 

34,59 

29,36  1 

24,13 

18,89 

13.66 

67 

61,7 

56,5 

51.2 

45,9 

40.6 

35,36 

30.08  ' 

24,81 

19,53 

14.26 

68 

62,7 

57,4 

52,1 

46,8 

41.4 

36.13 

30.81  ! 

25,50 

20.19 

14,88 

69 

63,7 

58,3 

53,0 

47,6 

42,3 

36,91 

31,56 

26,21 

20,86 

15,51 

70 

64,6 

59,2 

53,8 

•48,5  ; 

43,1 

37,70 

32,31  i 

26,93 

21,54 

16,16 

71 

65,6 

60,2 

54,7 

49,3  ! 

43,9 

38,50 

33,08 

27,66 

22,24 

16,83 

72 

66,6 

61,1 

55,7 

50,2 

44,8 

39,31 

33,86 

28,41 

22,96 

17,51 
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46,5 
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35,4 

29,9 

24,4 

18,9 

75 

69,5 

63,9 

58,4 

52,9 

47,3 

41,8 

36,3 

30,7 

25,2 

19,7 

76 

70,4 

64,9 

59,3 

53,8 

48,2 

42,6 

37,1 

31,5 

26,0 

20,4 

77 

71,4 

65,8 

60,3 

54,7 

49,1 

43,5 

37,9 

32,3 

26,8 

21,2 

78 

72,4 

66,8 

61,2 

55,6 

50,0 

44,4 

38,8. 

33,2 

27,6 

22,0 

79 

73,4 

67,8 

62,1 

56,5 

50,9 

45,3 

39,6 

34,0 

28,4 

22,8 

.80 

74,4 

68,7 

63,1 

57,4 

51,8 

46,1 

40,5 

34,9 

29,2 

23,6 

81 

75,3 

69,7 

64,0 

58,4 

52,7 

47,0 

41,4 

35,7 

30,1 

24,4 

82 

76,3 

70,7 

65,0 

59,3 

53,6 

48,0 

42,3 

36,6 

30,9 

25,3 

83 

77,3 

71,6 

65,9 

60,3 

54,6 

48,9 

43,2 

37,5 

31,8 

26,1 

84 

78,3 

72,6 

66,9 

61,2 

55,5 

49,8 

44,1 

38,4 

32,7 

27,0 

85 

79,8 

73,6 

67,9 

62,2 

56,5 

50,8 

45,0 

39,3 

33,6 

27,9 

86 

80  3 

74,6 

68,9 

63,1 

57,4 

51,7 

46,0 

40,3 

34,6 

28,8 

87 

81,3 

75,6 

69,8 

64,1 

58,4 

52,7 

46,9 

41,2 

35,5 

29,8 

88 

82,3 

76,5 

70,8 

65,1 

59,4 

536 

47,9 

42,2 

36,5 

30,7 

89 

83,3 

77,5 

71,8 

66,1 

60,4 

54,6 

48,9 

43,2 

37,4 

31,7 

90 

84,3 

78,5 

72,8 

67,1 

61,4 

55,6 

49,9 

44,2 

38,4 

32,7 

91 

85,3 

79,5 

73,8 

68,1 

62,4 

56,6 

50,9 

45,2 

39,4 

33,7 

92 

86,3 

80,5 

74,8 

69,1 

63,4 

57,6 

51,9 

46,2 

40,5 

34,7 

93 

87,3 

81,6 

75,8 

70,1 

64,4 

58,7 

52,9 

47,2 

41,5 

35,8 

94 

8^,3 

82,6 

76,9 

71,1 

65,4 

59,7 

54,0 

48,3 

42,6 

36,8 

95 

89,3 

83,6 

77,9 

72,2 

66,5 

60,8 

55,0 

49,3 

43,6 

37,9 

96 

90,3 

84,6 

78,9 

73,2 

67,5 

61,8 

56,1 

50,4 

44,7 

39,0 
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91,3 

85,6 

79,9 

74,3 

63,6 

62,9 

57,2 

51,5 

45,8 

40,1 

98 

92,3 

86,7 

81,0 

75,3 

69,6 

64,0 

58,3 

52,6 

46,9 

41,3 

99 

93,3 

•87,7 

82,0 

76,4 

70,7 

65,0 

59,4 

53,7 

48,1 

42,4 
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94,4 

88,7 

83,1 

77,4 

71,8 

66,1 

60,5 

54,9 

49,2 

43,6 
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95,4 

89,8 

84,1 

78,5 

72,9 

67,3 

61,6 

56,0 

50,4 

44,8 
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96.4 

90,8 

85,2 

79,6 

74,0 

68,4 

62,8 

57,2 

51,6 

46,0 
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97,4 

91,8 

86,3 

80,7 

75,1 

69,5 

63,9 

58,3 

52,8 

47,2 
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98,4 

92,9 

87,3 

81,8 

76,2 

70,6 

65,1 

59,5 

54,0 

48,4 
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99,5 

93,9 

88,4 

82,9 

77,3 

71,8 

66,3 

60,7 

55,2 

49,7 
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100,5 

95,0 

89,5 

84,0 

78,5 

73,0 

67,4 

61,9 

56,4 

50,9 
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101,5 

96,0 

90,6 

85,1 

79,6 

74,1 

68,6 

63,2 

57,7 

52,2 
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91,7 
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69,9 

64,4 

59,0 

53,5 
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93,9 

88,9 
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102,6 

97,7 

92,8 

88,0 
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78,3 

73,4 
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103,8 

99,0 

94,2 

89,4 

84,6 

79,8 

74,9 

124 

119,3  i  114,5  ;  109,8 

105,0 

100,3 

95,5 

90,8 

86,0 

81,3 

76,5 

125 

120,3    115,6  i  110,9 

106,2 

101,5 

96,8 

92,1 

87,5 

82,8 

78,1 

126 

121,4     116,7     112,1 

107,5 

102,8 

98,2 

93,6 

88,9 

84,3 

79,6 

127 

122,4  1  117,8    113,3 

108,7 

104,1 

99.5 

95,0 

90,4 

85,8 

81,2 

128 

123,5     119,0    114,5 

109,9 

105,4 

100,9 

96,4 

91,9 

87,4 

82,9 

129 

124,5  !  120,1  '  115,6 

111,2 

106,7 

102,3 

97,8 

93,4 

88,9 

84,5 

130 

125,6     121,2     116,8 

112,4 

108,1 

103,7 

99,3 

94,9 

90,5 

86,1 

131 

126,7     122.4  ,  118,0 

113,7 

109,4 

105,1 

100.7 

96.4 

92,1 

87.8 
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127,7 

123,5  !  119,2 

115,0 

110,7 

106,5 

102,2 

97,9 

93,7 

89,4 

133 

128,8     124,6     120,4 

116,2 

112,0 

107,9 

103,7 

99,5 

95,3 

91,1 

134 

129,9     125,8     121,6 

117,5 

113,4 

109,3 

105,1 

101,0 

96,9 

92,8 

135 

130,9     126,9  1  122,8 

118,8 

114,7 

110,7 

106,6 

102,6 

98,5 

94,5 

136 

132,0     128,0 

124,1 

120,1 

116,1 

112,1 

108,1 

104,2 

100,2 

96,2 

137 

133.1  ,  129,2 

125,3 

121,4 

117,5 

113,6 

109,6 

105,7 

101,8 

97,9 

138 

134,2     130,3 

126,5 

122,7 

118,8 

115,0 

111,2 

107,3 

103,5 

99,6 

139 

135,2  :  131,5 

127,7 

124,0 

120,2 

116,4 

112,7 

108,9 

105,2 

101,4 

140 

136,3     132,6 

129,0 

125,3 

121,6 

117,9 

114,2 

110,5 

106,9 

103,2 

141 

137,4     133,8 

130.2 

126,6 

123,0 

119,4 
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167,4 
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176,4 
178,2 

180,0 
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25 
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24 
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23 
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91831 
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22 
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11 
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88746 
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9 
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8 
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91867 
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7 
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90751 

92899 
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6 
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31243 

5 

98214 

90623 

94949 

31050 

'  4 

98579 

90560 

95967 

30858 

3 

98940 

90497 

96982 

30667 

2 

99297 

90434 

97992 

30478 

1 

99651 

90371 

98998 

30290 

—  0,00 

O'SOÜOOO 

9»,90309 

-f  2,00000 

9,30103 
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0 

log  El 

log  El 

K 

logEl 

-fO,()0 

0»,00000 

9»,90309 

+  2,00000 

9,30103 

1 

00346 

90247 

00998 

29918 

2 

00687 

90186 

01992 

29733 

o 

01026 

90124 

02982 

29550 

4 

01360 

90063 

03969 

29368 

5 

01692 

90003 

04951 

29188 

6 

02019 

89942 

05930 

29008 

7 

02344 

89882 

06905 

28830 

8 

02665 

89823 

07876 

28653 

9 

02983 

89763 

08844 

28477 

•  +0,10 

0»,03398 

9»,89704 

-f  2,09808 

9,28302 

11 

03610 

89645 

10769 

28128 

12 

03918 

89587 

11726 

27956 

13 

04224 

89528 

12680 

27784 

14 

04527 

89470 

13630 

27613 

15 

01827 

89413 

14577 

27444 

16 

05124 

89355 

15520 

27275 

17 

05418 

89298 

16461 

27108 

18 

05710 

89241 

17398 

269  U 

19 

05999 

89185 

18331 

26776 

-f  0,20 

0»,06285 

9h,89128 

+  2,19262 

9,26611 

21 

06569 

89072 

20189 

26447 

22 

06850 

89016 

21113 

26285 

23 

07128 

88961 

22035 

26123 

24 

07405 

88905 

22953 

25962 

25 

07678 

88850 

23868 

25802 

26 

07950 

88795 

24780 

25613 

27 

08219 

88740 

25689 

25485 

28 

08486 

88686 

26&95 

25328 

29 

08750 

88632 

27499 

25171 

4-  0,30 

0»S09012 

9»,88578 

-f-  2,28399 

9,25016 

31 

09273 

88524 

29297 

24861 

32 

09531 

88471 

30191 

24707 

33 

09786 

88417 

31083 

24554 

34 

10040 

88364 

31972 

24402 

35 

10292 

88312 

32859 

24250 

36 

10542 

88259 

33743 

24100 

37 

10789 

88207 

34624 

23950 

38 

11035 

88155 

35502 

23801 

39  ' 

i     11279 

88103 

36378 

i  '   23652 

-fO,40 


0«  11521 


9»88051 


-f  2,37251 


9,23505 
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XXXV.    Tafel  für  hg  iq'^  mit  dem  Argumente  h. 


h 

lo(f  n'^ 

h 

lO(J   >y2 

0,000 

0,0000000 

0,05 

0,0444607 

1 

9()34 

() 

525626 

2 

19243 

7 

604398 

3 

28800 

8 

681057 

4 

38332 

9 

755725 

5 

47832 

10 

828513 

6 

57298 

11 

899523 

7 

66732 

12 

968849 

8 

76133 

13 

1036576 

9 

85502 

14 

1102783 

0,010 

0,0094838 

0,15 

0.1167544 

11 

104144 

16 

1230927 

12 

113417 

17 

1 292994 

13 

122660 

18 

1353804 

14 

131871 

19 

1413412 

15 

141052 

2) 

1471869 

16 

150202 

21 

1529222 

17 

159322 

22 

1585516 

18 

168412 

23 

164U793 

19 

177471 

24 

1695092 

0,020 

0,0186501 

0,25 

0,1748151 

21 

195502 

26 

1800903 

22 

204474 

27 

1852183 

23 

213416 

28 

1903220 

24 

222330 

29 

1953145 

25 

231215 

30 

2(R)2285 

26 

240071 

31 

2050667 

27 

248900 

32 

2098315 

28 

257700 

33 

2145253 

29 

266473 

34 

2191505 

0,030 

0,0275218 

0.35 

0,223709) 

31 

283936 

36 

2282031 

32 

2)2626 

37 

2326346 

33 

301290 

38 

2370U53 

34 

309926 

39 

2413171 

35 

318536 

40 

2455716 

36 

327120 

41 

2497705 

37 

335677 

42 

2539153 

38 

344208 

43 

2580075 

39 

352713 

44 

2620486 

0,040 

0,0369646 

0.45 

0,2660397 

41 

378075 

46 

2()99824 

42 

386478 

47 

2738778 

43 

394856 

48 

2777272 

44 

403209 

49 

2815316 

45 

411537 

50 

2852923 

46 

419841 

51 

2890102 

47 

428121 

52 

2926864 

48 

436376 

53 

2963220 

49 

54 

2999178 
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Tafeln  zur  Auflösung  des  Kepler'schen 
Problems. 

Schreibt  man  die  aufzulösende  Gleichung 

E  —  e  sin  E  =  M 

wie  folgt: 

E  —  M=  e  cos  M .  sin  (E  —  M)  +  e  sin  M  .  cos  (E  —  31) 
und  setzt  der  Kürze  wegen 

E  —  3r=  (p 
e  cos  31  =  a 
e  sin  31  =  h 

und    benutzt    die    von    Lambert   (Beiträge  II,    $.  76)   gegebene 

'Gleichung 

28  sin  (p  -\-  sin  2  (p  _^    gp'     _^ 
18  -^l2'cos(p  2100    '    '  '  ' ' 

so  folgt  mit  Weglassung  der  Glieder 

r     I 

2100 

b 


9  = 


wobei 

^ 14  -L-  cos  g? 

^  ~~  9^-0)  cos  (p  ' 

Die   nachstehende   Tafel   giebt  diese  Grösse   mit   dem  Argu- 
mente cos  (5rt  für  alle  Fälle,  in  welchen  E  —  31  <i  l\^\ 
Man  hat  also  folgende  Operationen  auszuführen: 

a  z=  e  cos  M 
b  =  e  sin  31 

h 


l  —  a 

aus  der  Tafel 

14  -|-  cos  cpQ 

^~  9  -\-  6  cos  q)o 
mit  dem  Argument  cos  (p^ 

h 


1-038  'tafeln. 

Eventuell  kann  diese  Kechnung  wiederholt  werden.  Beispiel 
(Oppolzer  I,  S.  56): 

%e=:  9,389726 

M=  8320  28' 55". 
Man  findet 

tgq),  =  9",1 60946. 
Aus  der  Tafel 

f,  =  1,003457 
damit 

E  —  M  =  —  80 12' 23" 
also 

^=  324«  16' 32", 

während  Oppolzer  bei  siebenstelliger  Rechnung 

E  =  3240 16' 29", 

findet.    /  kann   man  auch  direct  berechnen.     Setzt  man  nämlich 

ro.s  q)  =  l  —  d, 
so  wird 

>=l+3-  +  T5+T5+375  +  -"  +  375^  ^    +'" 

Mit  Hülfe  dieser  Reihe  ist  auch  die  nachstehende  Tafel  be- 
rechnet. Noch  schneller  kommt  man  zum  Ziele,  wenn  man  der 
Tafel  XXXII  einen  Näherungswerth  für  (jpo  entnimmt.  Dann  fällt 
der  erste  Theil  der  Rechnung  hinweg. 

Für  die  logarithmische  Berechnung  kann  man  der  Reihe  / 
noch  die  Gestalt  geben 

f='+i  \'  +  i'  {'  +  i'  b  +  i'  {'+■■■ 

Man  braucht  also  zur  Berechnung  von/  nur  die  Logarithmen 
-     und     -. 

Nach  dieser  Formel  hat  die  directe  Berechnung  von  /  gar 
keine  Schwierigkeit. 
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lo?>^ 


cos  (f 

/ 

cos  (f 

/ 

cosgj 

/ 

1,000000 

1,000000 

0,99960 

1,000133 

0,99920 

1,000267 

0,99999 

3 

0,99959 

137 

0.99919 

270 

8 

7 

8 

140 

8 

273 

7 

10 

7 

143 

7 

277 

6 

13 

6 

147 

6 

280 

5 

17 

5 

150 

5 

283 

4 

20 

4 

153 

4 

287 

3 

23 

3 

157 

3 

290 

2 

27 

2 

160 

2 

293 

1 

30 

1 

163 

1 

297 

0,99990 

1,000033 

0.99950 

1.000167 

0,99910 

1.000300 

0,99989 

37 

0.99949 

170 

0,99909 

303 

8 

40 

8 

173 

8 

307 

7 

43 

7 

177 

7 

310 

6 

47 

6 

180 

6 

313 

5 

50 

5 

183 

5 

317 

4 

53 

4 

187 

4 

320 

3 

57 

3 

190 

3 

323 

2 

60 

2 

193 

2 

327 

1 

63 

1 

197 

1 

330 

0,99980 

1,000067 

0,99940 

1.000200 

0,99900 

1,000333 

0,99979 

70 

0,99939 

203 

0.99899 

337 

8 

73 

8 

207 

8 

340 

7 

77 

7 

210 

7 

343 

6 

80 

6 

213 

6 

347 

5 

83 

5 

217 

5 

350 

4 

87 

4 

220 

4 

353 

3 

90 

3 

223 

3 

357 

2 

93 

2 

227 

2 

360 

1 

97 

1 

230 

1 

363 

0,99970 

1,000100 

0.99930 

1.000233 

0.99890 

1,000367 

0,99969 

103 

0.99929 

237 

0.99889 

370 

8 

107 

8 

240 

8 

373 

7 

110 

7 

243 

7 

377 

6 

113 

6 

247 

6 

380 

5 

117 

5 

250 

5 

383 

4 

120 

4 

253 

4 

387 

3 

123 

3 

257 

3 

390 

2 

127 

2 

260 

2 

393 

1 

130 

1 

263 

l 

397 

1040 


Tatein. 


cos  (f 

/ 

COS!  (p 

/ 

cos  (f 

/ 

0,99880 

1,000400 

0,99840 

1,000533 

0,99800 

1.(00668 

0,99879 

403 

0,99839 

537 

0,99799 

671 

8 

407 

8 

540 

8 

675 

7 

410 

7 

543 

7 

678 

6 

413 

6 

547 

6 

681 

6 

417 

5 

550 

5 

685 

4 

420 

4 

553 

4 

688 

3 

423 

o 

557 

•') 

691 

2 

427 

2 

560 

2 

695  ' 

1 

430 

1 

563 

1 

698 

0,99870 

1,000433 

0,99830 

1,000567 

0,99790 

1,000701 

0,99869 

437 

n.  99829 

570 

0,99789 

705 

8 

440 

8 

573 

8 

708 

7 

443 

7 

577 

7 

711 

6 

447 

6 

580 

6 

715 

5 

450 

'^ 

583 

5 

718 

4 

453 

4 

587 

4 

721 

3 

457 

3 

530 

3 

725 

2 

460 

2 

593 

2 

728 

1 

463 

1 

597 

1 

731 

0,99860 

1,000467 

0,99820 

1,000600 

0,99780 

1,000735 

0,99859 

470 

0,99819 

603 

0.99779 

738 

8 

473 

8 

607 

8 

741 

7 

477 

7 

610 

7 

745 

6 

480 

(> 

613 

6 

748 

5 

483 

5 

617 

5 

751 

4 

487 

4 

620 

4 

755 

<> 

490 

3 

623 

3 

758 

2 

493 

2 

627 

2 

761 

1 

497 

1 

630 

1 

'  765 

0,99850 

1,000500 

0,99310 

1,000633 

0,99770 

1,000768' 

0,99849 

503 

0,99809 

637 

0,99769 

771 

8 

507 

8 

640 

8 

775 

7 

510 

7 

643 

1 

778 

6 

513 

6 

647 

6 

781 

5 

517 

5 

650 

5 

785 

4 

520 

4 

653 

4 

788 

3 

523 

3 

657 

3 

791 

2 

527 

2 

660 

2 

795 

1 

530 

1 

664 

1 

798 

Tafeln. 


1041 


COS  (f) 

/ 

cos  cp 

/ 

cos  g) 

/ 

0,99760 

1,000801 

0,99720 

1,000934 

0,99680 

1,001067 

0,99759 

805 

0,99719 

937 

0,99679 

1071 

8 

808 

8 

941 

8 

1074 

7 

811 

7 

944 

7 

1077 

6 

815 

6 

947 

6 

1081 

5 

818 

5 

951 

5 

1084 

4 

821 

4 

954 

4 

1087 

3 

825 

3 

957 

3 

1091 

2 

828 

2 

961 

2 

1094 

1 

831 

1 

964 

1 

1098 

0,99750 

1,000834 

0,99710 

1,000967 

0.99670 

1.001101 

0,99749 

837 

0,99709 

971 

0.99669 

1104 

8 

841 

8 

974 

8 

1107 

7 

844 

7 

977 

7 

1111 

6 

847 

6 

981 

6 

1114 

5 

851 

5 

984 

5 

1117 

4 

854 

4 

987 

4 

1121 

3 

857 

3 

991 

3 

1124 

2 

861 

2 

994 

2 

1127 

1 

864 

1 

998 

1 

1131 

0,99740 

1,000867 

0,99700 

1,001001 

0.99660 

1,001134 

0,99739 

871 

0,99699 

1004 

0,99659 

1137 

8 

874 

8 

1007 

8 

1141 

7 

877 

7 

1011 

7 

1144 

6 

881 

6 

1014 

6 

1147 

5 

884 

5 

1017 

5 

1151 

4 

887 

4 

1021 

4 

1154 

3 

891 

3 

1024 

3 

1157 

2 

894 

2 

1027 

2 

1161 

1 

897 

1 

1031 

1 

1164 

0,99730 

1,000901 

0,99690 

1,001034 

0.99650 

1,001168 

0,99729 

904 

0,99689 

1037 

0.99649 

1171 

8 

907 

8 

1041 

8 

1174 

7 

911 

7 

1044 

7 

1178 

6 

914 

6 

1047 

6 

1181 

5 

917 

5 

1051 

5 

1184 

4 

921 

4 

1054 

4 

1188 

8 

924 

3 

1057 

3 

1191 

2 

927 

2 

1061 

2 

1194 

1 

931 

1 

1064 

1 

1198 

Läska,  mathem.  Formelnsammlung. 
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cos  (f 

/ 

cos  Cp 

/ 

cos  ip 

/ 

0,99640 
0,99639 

8 

1,001201 
1204 
1208 

0,99600 
0,99599 

8 

1,001335 
1338 
1342 

0,99560 
0,99559 

8 

1,001469 
1473 
1476 

7 

1211 

7 

1345 

7 

1479 

6 

1214 

6 

1348 

6 

1483 

5 

1218 

5 

1352 

5 

1486 

4 

1221 

4 

1355 

4 

1489 

3 

1224 

3 

1358 

3 

1493 

2 

1228 

2 

1362 

2 

1496 

1 

1231 

1 

1365 

1 

1499 

0,99630 
0,99629 

8 

1,001235 
1238 
1241 

0,99590 
0,99589 

8 

1,001369 
1372 
1375 

0,99550 
0,99549 

8 

1,001503 
1506 
1510 

7 

1245 

7 

1379 

7 

1513 

6 

1248 

6 

1382 

6 

1516 

5 

1251 

5 

1385 

5 

1520 

4 

1255 

4 

1389 

4 

1523 

3 

1258 

3 

1392 

3 

1526 

2 

1261 

2 

1395 

2 

1530 

1 

1265 

1 

1399 

1 

1533 

0,99620 
0,99619 

8 

1,001268 
1271 
1275 

0,99580 
0,99579 

8 

1,001402 
1405 
1409 

0,99540 
0,99539 

8 

1,001536 
1540 
1543 

7 

1278 

7 

1412 

7 

1546 

6 

1281 

6 

1415 

6 

1550 

5 

1285 

5 

1419 

5 

1553 

4 

1288 

4 

1422 

4 

1556 

3 

1291 

3 

1425 

3 

1560 

2 

1295 

2 

1429 

2 

1563 

1 

1298 

1 

1432 

1 

1566 

0,99610 
0,99609 

8 

1,001302 
1305 
1308 

0,99570 
0,99569 

8 

1,001436 
1439 
1443 

0,99530 
0,99529 

8 

1,001570 
1573 
1576 

7 

1312 

7 

1446 

7 

1580 

6 

1315 

6 

1449 

6 

1583 

5 

1318 

5 

1453 

5 

1586 

4 

1322 

4 

1456 

4 

1590 

3 

1325 

3 

1459 

3 

1593 

2 

1328 

2 

1463 

2 

1596 

1 

1332 

1 

1466 

1 

1600 
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COS  (p 


cos  g) 


cos  (p 


0,99520 
0,99519 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

0,99510 
0,99509 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

0,99500 
0,99499 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

0,99490 
0,99489 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 


1,001603 
1606 
1610 
1613 
1616 
1620 
1623 
1626 
1630 
1633 

1,001636 
1640 
1643 
1646 
1650 
1653 
1656 
1660 
1663 
1666 

1,001670 
1673 
1676 
1680 
1683 
1686 
1690 
1693 
1696 
1700 

1,001703 
1706 
1710 
1713 
1716 
1720 
1723 
1726 
1730 
1733 


0,99480 
0,99479 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

0,99470 
0,99469 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

0,99460 
0,99459 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

0,99450 
0,99449 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 


1,001737 
1740 
1743 
1747 
1750 
1753 
1757 
1760 
1763 
1767 

1,001770 
1773 
1777 
1780 
1783 
1787 
1790 
1793 
1797 
1800 

1,001804 
1807 
1810 
1814 
1817 
1820 
1824 
1827 
1830 
1834 

1,001837 
1840 
1844 
1847 
1850 
1854 
1857 
1860 
1864 
1867 


0,99440 
0,99439 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

0,99430 
0,99429 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 


0,99420 
0,99419 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

0,99410 
0.99409 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 


1,001871 
1874 

1877 
1881 
1884 
1887 
1891 
1894 
1897 
1901 

1,001904 
1907 
1911 
1914 
1917 
1921 
1924 
1927 
1931 
1934 

1,001937 
1941 
1944 
1947 
1951 
1954 
1957 
1961 
1964 
1967 

1,001971 
1974 
1977 
1981 
1984 
1987 
1991 
1994 
1997 
2001 


66' 
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cos  g) 

/ 

cos  (p 

/ 

cos  g) 

/ 

0,99400 

1,002005 

0,99360 

1,002139 

0,99320 

1,002273 

0,99399 

2008 

0,99359 

2142 

0,99319 

2276 

8 

2011 

8 

2145 

8 

2279 

7 

2015 

7 

2149 

7 

2283 

6 

2018 

6 

2152 

6 

2286 

5 

2021 

5 

2155 

5 

2289 

4 

2025 

4 

2159 

4 

2293 

3 

2028 

3 

2162 

3 

2296 

2 

2031 

2 

2165 

2 

2299 

1 

•   2035 

1 

2169 

1 

2303 

0,99390 

1,002038 

0,99350 

1,002172 

0,99310 

1,002306 

0,99389 

2041  , 

0,99349 

2175 

0,99309 

2309 

8 

2045 

8 

2179 

8 

2313 

7 

2048 

7 

2182 

7 

2316 

6 

2051 

6 

2185 

6 

2319 

5 

2055 

5 

2189 

5 

2323 

4 

2058 

4 

2192 

4 

2326 

3 

2061 

3 

2195 

3 

2329 

2 

2065 

2 

2199 

2 

2333 

1 

2068 

1 

2202 

1 

2336 

0,99380 

1,002072 

0,99340 

1,002206 

0,99300 

1,002340 

0,99379 

2075 

0,99339 

2209 

0,99299 

2343 

8 

2078 

8 

2212 

8 

2346 

7 

2082 

7 

2216 

7 

2350 

6 

2085 

6 

2219 

6 

2353 

5 

2088 

5 

2222 

5 

2356 

4 

2092 

4 

2226 

4 

2360 

3 

2095 

3 

2229 

3 

2363 

2 

2098 

2 

2232 

2 

2366 

1 

2102 

1 

2236 

1 

2370 

0,99370 

1,002105 

0,99330 

1,002239 

0,99290 

1,002373 

0,99369 

2108 

0,99329 

2242 

0,99289 

2376 

8 

2112 

8 

2246 

8 

2380 

7 

2115 

7 

2249 

7 

2383 

6 

2118 

6 

2252 

6 

2386 

5 

2122 

5 

2256 

5 

2390 

4 

2125 

4 

2259 

4 

2393 

3 

2128 

3 

2262 

3 

2396 

2 

2132 

2 

2266 

2 

2400 

1 

2135 

1 

2269 

1 

2403 
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cos  (f 


cos  (f 


cos  (f 


0,99280 
0,99279 


5 
4 
3 
2 

1 

0,99270 
0,99269 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

0,99260 
0,99259 

8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

0,99250 
0,99249 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 


1,002407 
2410 
2413 
2417 
2420 
2423 
2427 
2430 
2433 
2437 

1,002440 
2443 
2447 
2450 
2453 
2457 
2460 
2463 
2467 
2470 

1,002474 
2477 
2480 
2484 
2487 
2490 
2494 
2497 
2500 
2504 

1,002507 
2510 
2513 
2517 
2520 
2523 
2527 
2530 
2533 
2537 


0,99240 
0,99239 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

0,9^230 
0,99229 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

0,99220 
0,99219 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

0.99210 
0.99209 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 


1,002541 
2544 
2548 
2551 
2554 
2558 
2561 
2564 
2568 
2571 

1,002574 
2578 
2581 
2584 
2588 
2591 
2594 
2598 
2601 
2604 

1,002608 
2611 
2614 
2618 
2621 
2624 
2628 
2631 
-2634 
2638 

1,002642 
2645 
2648 
2652 
2655 
2658 
2662 
2665 
2668 
2672 


0,99200 
0,99i99 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 


1,002675 
2678 
2682 
2685 
2688 
2692 
2695 
2698 
2702 
2705 


0,99190 

1,002708 

0,99189 

2712 

8 

2715 

7 

2718 

6 

2722 

5 

2725 

4 

2728 

3 

2732 

2 

2735 

1 

2738 

0.99180 

1.002742 

0,99179 

2745 

8 

2748 

7 

2752 

6 

2755 

5 

2758 

4 

2762 

•   3 

2765 

2 

2768 

1 

2772 

0,99170 

1,002776 

0,99169 

2779 

8 

2783 

7 

2786 

6 

2789 

5 

2793 

4 

2796 

3 

2799 

2 

2803 

1 

2806 
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cosq) 

/ 

cos  cp 

/ 

cos  q) 

/ 

0,99160 

1,002809 

0,99120 

1,002944 

0,99080 

1,003078 

0,99159 

2813 

0,99119 

2947 

0,99079 

3081 

8 

2816 

8 

2950 

8 

3084 

7 

2819 

7 

2954 

7 

^088 

6 

2823 

6 

2957 

6 

3091 

5 

2826 

5 

2960 

5 

3094 

4 

2829 

4 

2964 

4 

3098 

3 

2833 

3 

2967 

3 

3101 

2 

2836 

2 

2970 

2 

3104 

1 

2839 

1 

2974 

1 

3108 

0,99150 

1,002843 

0,99110 

1*002978 

0,99070 

1,003112 

0,99149 

2846 

0,99109 

2981 

0,99069 

3115 

8 

2850 

8 

2984 

8 

3119 

7  . 

2853 

7 

2988 

7 

3122 

6 

2856 

6 

2991 

6 

3125 

5 

2860 

5 

2994 

5 

3129 

4 

2863 

4 

2998 

4 

3132 

3 

2866 

3 

3001 

3 

3135 

2 

2870 

2 

3004 

2 

3139 

1 

2873 

1 

3008 

1 

3142 

0,99140 

1,002876 

0,99100 

1,003011 

0,99060 

1,003145 

0,99139 

2880 

0,99099 

3014 

0,99059 

3149 

8 

2883 

8 

3018 

8 

3152 

7 

2886 

7 

3021 

7 

3155 

6 

2890 

6 

3024 

6 

3159 

5 

2893 

5 

3028 

5 

3162 

4 

2896 

4 

3031 

4 

3165 

3 

2900 

3 

3034 

3 

3169 

2 

2903 

2 

3038 

2 

3172 

1 

2906 

1 

3041 

1 

3175 

0,99130 

1,002910 

0,99090 

1,003044 

0,99050 

1,003179 

0,99129 

2913 

0,99089 

3048 

0,99049 

3182 

8 

2916 

8 

3051 

8 

3185 

7 

2920 

7 

3054 

7 

3189 

6 

2923 

6 

3058 

6 

3192 

5 

2926 

5 

3061 

5 

3195 

4 

2930 

4 

3064 

4 

3199 

3 

2933 

3 

3068 

3 

3202 

2 

2936 

2 

3071 

2 

3205 

1 

2940 

1 

3074 

1 

3209 
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cos  g: 


cos  (p 


cos  <p 


0,99040 
0,99039 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

0,99030 
0,99029 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

0,99020 
0,99019 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

0,99010 
0,99009 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 


1,003212 
3215 
3219 
3222 
3225 
3229 
3232 
3235 
3239 
3242 

1,003246 
3249 
3253 
3256 
3259 
3263 
3266 
3269 
3273 
3276 

1,003280 
3283 
3287 
3290 
3293 
3297 
3300 
3303 
3307 
3310 

1,003313 
3317 
3320 
3323 
3327 
3330 
3333 
3337 
3340 
3343 


0,99000 
0,98999 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

0,98990 
0,98989 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

0,98980 
0,98979 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

0,98970 
0,98969 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
l 


1,003347 
3350 
3353 
3357 
3360 
3363 
3367 
3370 
3373 
3377 

1,003380 
3383 
3387 
3390 
3393 
3397 
3400 
3403 
3407 
3410 

1,003414 
3417 
3421 
3424 
3427 
3431 
3434 
3437 
3441 
3444 

1,003447 
3451 
3454 
3457 
3461 
3464 
3467 
3471 
3474 
3477 


0,98960 
0,98959 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

0,98950 
0,98949 
8 
■7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

0,98940 
0,98939 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

0,98930 
0,98929 


1,003481 
3484 
3487 
3491 
3494 
3497 
3501 
3504 
3507 
3511 

1,003515 
3518 
3522 
3525 
3528 
3532 
3535 
3538 
3542 
3545 

1,003548 
3552 
3555 
3558 
3562 
3565 
3568 
3572 
3575 
3578 

1,003582 
3585 
3588 
3592 
3595 
3598 
3602 
3605 
3608 
3612 
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cos  qj 


cos  (fi 


cos  (p 


0,98920 
0,98919 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

0,98910 
0,98909 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

0,98900 
0,98899 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 


1,003616 
3619 
3623 
3626 
3629 
3633 
3636 
3639 
3643 
3646 

1,003649 
3653 
3656 
.  3659 
3663 
3666 
3669 
3673 
3676 
3679 

1,003683 
3686 
3689 
3693 
3696 
3699 
3703 
3706 
3709 
3713 


0,98890 

1,003716 

0,98850 

0,98889 

3719 

0,98849 

8 

3723 

8 

7 

3726 

7 

6 

3729 

6 

5 

3733 

5 

4 

3736 

4 

3 

3739 

3 

2 

3743 

2 

1 

3746 

1 

0,98880 
0,98879 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

0,98870 

0,98869 

8 

7 


0,98860 
0,98859 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
9 


1,003750 
3753 
3757 
3760 
3763 
3767 
3770 
3773 
3777 
3780 

1,003784 
3787 
3791 
3794 
3797 
3801 
3804 
3807 
3811 
3814 

1,003818 
3821 
3825 

3828 
3831 
3835 
3838 
3841 
3845 
3848 

1,003851 
3854 

3858 
3861 
3864 
3868 
3871 
3874 
3878 
3881 


0,98840 
0,98839 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

0,98830 
0,98829 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

0,98820 
0,98819 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

0,98810 
.0,98809 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 


1,003885 
3888 
3892 
3895 
3898 
3902 
3905 
3908 
3912 
3915 

1,003919 
3922 
3926 
3929 
3932 
3936 
3939 
3942 
3946 
3949 

1,003952 
3956 
3959 
3962 
3966 
3969 
3972 
3976 
3979 
3982 

1,003986 
3989 
3992 
3996 
3999 
4002 
4006 
4009 
4012 
4016 
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cos  (f 

/ 

cos  (f 

.  / 

cos  (p 

/ 

0,98800 

1,(X)4019 

0,98760 

1,004153 

0,98720 

1,004288 

0,98799 

4022 

0,98759 

4156 

0,98719 

4291 

8 

4026 

8 

4160 

8 

4295 

7 

4029 

7 

4163 

7 

4298 

6 

4032 

6 

4166 

6 

4301 

5 

4036 

5 

4170 

5 

4305 

4 

4039 

4 

4173 

4 

4308 

3 

4042 

3 

4176 

3 

4311 

2 

4046 

2 

4180 

2 

4315 

1 

4049 

1 

4183 

1 

4318 

0,98790 

1,004053 

0,98750 

1,004187 

0,98710 

1,004322 

0,98789 

4056 

0,98749 

4190 

0,98709 

4325 

8 

4060 

8 

4194 

8 

4329 

7 

4063 

7 

4197 

7 

4332 

6 

4066 

6 

4200 

6 

4335 

5 

4070 

5 

4204 

5 

4339 

4 

4073 

4 

4207 

4 

4342 

3 

4076 

3 

4210 

3 

4345 

2 

4080 

2 

4214 

2 

4349 

1 

4083 

1 

4217 

1 

4352 

0,98780 

1,004086 

0,98740 

1,004221 

0,98700 

1,004356 

0,98779 

4090 

0,98739 

4224 

0,98699 

4359 

8 

4093 

8 

4228 

8 

4363 

7 

4096 

7 

4231 

7 

4366 

6 

4100 

6 

4234 

6 

4369 

5 

4103 

5 

4238 

5 

4373 

4 

4106 

4 

4241 

4 

4376 

3 

4110 

3 

4244 

3 

4379 

2 

4113 

2 

4248 

2 

4383 

1 

4116 

1 

4251 

1 

4386 

0,98770 

1,004120 

0,98730 

1,004254 

0,98690 

1,004389 

0,98769 

4123 

0,98729 

4258 

0,98689 

4393 

8 

4126 

8 

4261 

8 

4396 

7 

4130 

7 

4264 

7 

4399 

6 

4133 

6 

4268 

6 

4403 

5 

4136 

5 

4271 

5 

4406 

4 

4140  ' 

4 

4274 

4 

4409 

•  3 

4143 

3 

4278 

3 

4413 

2 

4146 

2 

4281 

2 

4416 

1 

4150 

1 

4284 

1 

4419 
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cos  (p 

/ 

cosq) 

/ 

cosq) 

/ 

0,98680 

1,004423 

0,98640 

1,004558 

0,98600 

1,004693 

0,98679 

4426 

0,98639 

4561 

0,98599 

4696 

8 

4429 

8 

4565 

8 

4700 

7 

4433 

7 

4568 

7 

4703 

6 

4436 

6 

4571 

6 

4706 

5 

4439 

5 

4575 

5 

4710 

4 

4443 

4 

4578 

4 

4713 

3 

4446 

3 

4581 

3 

4716 

2 

4449 

2 

4585 

2 

4720 

1 

4453 

1 

4588 

1 

4723 

0,98670 

1,004457 

0,98630 

1,004592 

0,98590 

1,004727 

0,98669 

4460 

0,98629 

4595 

0,98589 

4730 

8 

4464 

8 

4599 

8 

4734 

7 

4467 

7 

4602 

7 

4737 

6 

4470 

6 

4605 

6 

4740 

5 

4474 

5 

4609 

5 

4744 

4 

4477 

4 

4612 

4 

4747 

3 

4480 

3 

4615 

3 

4750 

2 

4484 

2 

4619 

2 

4754 

1 

4487 

1 

4622 

1 

4757 

0,98660 

1,004490 

0,98620 

1,004626 

0,98580 

1,004760 

0,98659 

4494 

0,98619 

4629 

0,98579 

4763 

8 

4497 

8 

4633 

8 

4767 

7 

4500 

7 

4636 

7 

4770 

6 

4504 

6 

4639 

6 

4773 

5 

4507 

5 

4643 

5 

4777 

4 

4510 

4 

4646 

4 

4780 

3 

4514 

3 

4649 

3 

4783 

2 

4517 

2 

4653 

2 

4787 

1 

4520 

1 

4656 

1 

4790 

0,98650 

1,004524 

0,98610 

1,004658 

0,98570 

1,004794 

0,98649 

4527 

0,98609 

4661 

0,98569 

4797 

8 

4531 

8 

4665 

8 

4801 

7 

4534 

7 

4668 

7 

4804 

6 

4537 

6 

4671 

6 

4807 

5 

4541 

5 

4675 

5 

4811 

4 

4544 

4 

4679 

4 

4814 

3 

4547 

3 

4682 

3 

4817 

2 

4551 

2 

4686 

2 

4821 

1 

4554 

1 

4689 

1 

4824 
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cos  g) 

/ 

COSq) 

/ 

cos  q) 

/ 

0,98560 
0,98559 

8 

1,004827 
4831 
4834 

0,98520 

0,98519 

8 

1,004962 
4965 
4969 

0,98480 

0,98479 

8 

1,005097 
5100 
5104 

7 

4837 

7 

4972 

7 

5107 

6 

4841 

6 

4975 

6 

5110 

5 

4844 

5 

4979 

5 

5114 

4 

4847 

4 

4982 

4 

5117 

3 

4851 

3 

4985 

3 

5120 

2 

4854 

2 

4989 

2 

5124 

1 

4857 

1 

4992 

1 

5127 

0,98550 

0,98549 

8 

1,004861 
4864 

4868 

0,98510 

0,98509 

8 

1,004996 
4999 
5003 

0,98470 
0,98469 

8 

1,005131 
5134 
5138 

7 

4871 

7 

5006 

7 

5141 

6 

4874 

6 

5009 

6 

5144 

5 

4878 

5 

5013 

5 

5148 

4 

4881 

4 

5016 

4 

5151 

3 

4884 

3 

5019 

3 

5154 

2 

4888 

2 

5023 

2 

5158 

1 

4891 

1 

5026 

1 

5161 

0,98540 
0,98539 

8 

1,004895 

4898 
4902 

0,98500 

0,98499 

8 

1,005030 
5033 
5037 

0,98460 
0,98459 

8 

1,005165 
5168 
5172 

7 

4905 

7 

5040 

7 

5175 

6 

4908 

6 

5043 

6 

5178 

5 

4912 

5 

5047 

5 

5182 

4 

4915 

4 

5050 

4 

5185 

3 

4918 

3 

5053 

3 

5188 

2 

4922 

2 

5057 

2 

5192 

1 

4925 

1 

5060 

1 

5195 

0,98530 

0,98529 

8 

1,004929 
4932 
493Ö 

0,98490 

0,98489 

8 

1,005064 
5067 
5071 

0,98450 
0,98449 

8 

1,005199 
5202 
5206 

7 

4939 

7 

5074 

7 

5209 

6 

4942 

6 

5077 

6 

5212 

5 

4946 

5 

5081 

5 

5216 

4 

4949 

4 

5084 

4 

5219 

3 

4952 

3 

5087 

3 

5222 

2 

4956 

2 

5091 

2 

5226 

1 

4959 

1 

5094 

1 

5229 

1052 
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COSlp 

/ 

cos  cp 

/ 

cos  (p 

/ 

0,98440 

1,005233 

0,98400 

1,005367 

.  0,98360 

1,005504 

0,98439 

5236 

0,98399 

5370 

0,98359 

5507 

8 

5240 

8 

5374 

8 

5511 

7 

5243 

7 

5377 

7 

5514 

6 

5246 

6 

5380 

6 

5517 

5 

5250 

5 

5384 

5 

5521 

4 

5253 

4 

5387 

4 

5524 

3 

5256 

3 

5390 

3 

5527 

2 

5260 

2 

5394 

2 

5531 

1 

5263 

1 

5397 

1 

5534 

0,98430 

1,005267 

0,98390 

1,005401 

0,98350 

1,005537 

0,98429 

5270 

0,98389 

5404 

0,98349 

5540 

8 

5274 

8 

5408 

8 

5544 

7 

5277 

7 

5411 

7 

5547 

6 

5280 

6 

5414 

6 

5550 

5 

5284 

5 

5418 

5 

5554 

4 

5287 

4 

5421 

4 

5557 

3 

5290 

3 

5424 

3 

5560 

2 

5294 

2 

5428 

2 

5563 

1 

5297 

1 

5431 

1 

5566 

0,98420 

1,005300 

0,98380 

1,005435 

0,98340 

1,005569 

0,98419 

5303 

0,98379 

5438 

0,98339 

5572 

8 

5307 

8 

5442 

8 

5576 

7 

5310 

7 

5445 

7 

5579 

6 

5313 

6 

5448 

6 

5582 

5 

5317 

5 

5452 

5 

.5586 

4 

5320 

4 

5455 

4 

5589 

3 

5323 

3 

5458 

3 

5592 

2 

5327 

2 

5462 

2 

5596 

1 

5330 

1 

5465 

1 

5600 

0,98410 

1,005334 

0,98370 

1,005469 

0,98330 

1,005604 

0,98409 

5337 

0,98369 

5472 

0,98329 

5607 

8 

5341 

8 

5474 

8 

5611 

7 

5344 

7 

5479 

7 

5614 

6 

5347 

6 

5482 

6 

5617 

5 

5351 

5 

5484 

5 

5621 

4 

5354 

4 

5489 

4 

5624 

3 

5357 

3 

5492 

3 

5627 

2 

5361 

2 

5494 

2 

5631 

1 

5364 

1 

5500 

1 

5634 
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COS  (f 


cos  (f 


cos  cf 


0,98320 
0,98319 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

0,98310 
0,98309 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

0,98300 
0,98299 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 


1,005638 
5641 
5645 
5648 
5651 
5655 
5658 
5661 
5665 
5668 

1,005671 
5674 
5678 
.  5681 
5684 
5688 
5691 
5694 
5698 
5701 

1,005705 
5708 
5712 
5715 
5718 
5722 
5725 
5728 
5732 
5735 


0,98290 
0,98289 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

0,98280 
0,98279 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

0,98270 
0,98269 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 


1,005739 
5742 
5746 
5749 
5752 
5756 
5759 
5762 
5766 
5769 

1,005772 
5775 
5779 
5782 
5785 
5789 
5792 
5795 
5799 
5803 

1,005807 
5810 
5814 
5817 
5820 
5824 
5827 
5830 
5834 
5837 


0,98260 
0,98259 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

0.98250 
0,98249 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

0,98240 
0,98239 
8 
7 
6 
5 
4 
3 


1,005840 
5843 
5847 
5850 
5853 
5857 
5860 
5863 
5867 
5870 

1,005874 
5877 
5881 
5884 
5887 
5891 
5894 
5897 
5901 
5904 

1,005907 
5910 
5914 
5917 
5920 
5924 
5927 
5930 
5934 
5937 
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Das  nachstehende  Verzeichniss  enthält  diejenigen  Fehler,  die 
vom  Autor  in  dem  nunmehr  abgeschlossenen  Werke  gefunden 
worden  sind;  ausserdem  bringt  es  hier  und  da  einige  wichtige 
Ergänzungen.  Dass  es  nicht  erschöpfend  sein  und  sämmtliche 
Fehler  oder  alle  etwa  vorhandenen  Lücken  ausfüllen  kann,  dürfte 
einleuchten.  Die  Kraft  des  Einzelnen  reicht  wohl  kaum  aus, 
um  ein  so  gewaltiges  Material  von  Formeln,  Tabellen  u.  s.  w.,  wie 
das  vorliegende,  in  wünschenswerth  correcter  Weise  auszugestalten. 
Von  den  vielen  Tausend  Formeln,  die  das  Buch  bringt,  dürfte 
daher  vielleicht  mitunter  die  eine  oder  andere  eine,  wenn  auch 
oft  nur  kleine  Unrichtigkeit  enthalten;  es  war  dem  Autor  trotz 
des  besten  Willens  eben  nicht  möglich,  eine  jede  Formel  auf 
ihren  genauen  Werth  zu  prüfen  und  —  wenn  nöthig  —  richtig 
zu  stellen;  er  muss  sich  in  dieser  Hinsicht  auf  die  von  ihm 
benutzten  und  überall  angegebenen  Quellen  beziehen.  Nur  durch 
das  Zusammenwirken  Aller,  die  das  Buch  benutzen  und  ihm 
Interesse  entgegenbringen  und  im  vorkommenden  Falle  dem  Autor 
oder  der  Verlagshandlung  Mittheilung  von  etwa  bemerkten 
Irrthümern  oder  Druckfehlern  machen  würden,  dürfte  es  gelingen, 
die  nächste  Auflage  so  weit  zu  verbessern,  dass  sie,  aussergewöhn- 
liche  Fälle  ausgenommen,  als  ganz  correct  zu  bezeichnen  wäre. 

Manche  Formeln,  von  deren  Richtigkeit  ich  mich  nicht  habe 
überzeugen  können,  waren  so  interessant,  dass  ich  sie  dem  Leser 
nicht  habe  vorenthalten  können.  Es  giebt  jedoch  gewisse  Kri- 
terien, an  welchen  man  die  Richtigkeit  einer  Formel  erkennt. 
Diese  sind: 

Bei  den  unbestimmten  Integralen  die  Differentiation.     Ist 


/. 


f{x)dx  =  (p(xl 
so  muss 

-^  ^  ^  dx 

sein.     Dadurch  können  alle  in  diesem  Werke   vorhandenen  In- 
tegrale vor  dem  Gebrauche  geprüft  werden. 
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Bei  den  Dreiecksformeln  ist  es  die  cyklische  Vertauschung 
nach  dem  Schema 

Ä 
b  c 

C  B 

Eine  jede  allgemein  geltende  Dreiecksform  muss  eine  cyklische 
Vertauschung  gestatten. 

Bei  unendlichen  Reihen  ist  endlich  auf  die  Convergenz  zu 
achten. 

Es  folgen  nun  die  bemerkten  Fehler  und  einige  Ergän- 
zungen. 

Seite  2,  Formel  8  ist  arctg  ^  —  ^  del. 

Bemerkung,  del.  ist  Abkürzung  für  delendum,  d.  h.  zu 
streichen. 

Dafür  zu  ergänzen: 

arctg  1/2  +  arctg  \U  +  «»"^^^  Vs  =  j 

aräg  1/3  +  arctg  1/5  +  aräg  1/7  +  aräg  Vs  =  ^ 

7t 

arctg  V7  +  2  arctg  1/3  =  — 

7t 

4:  aräg  y-,  —  arctg  V239  =  j 

4  aräg  1/5  —  aräg  V70  +  arctg  1/99  =  j- 
Seite  3  unten,  §.  1,  Zusatz.     Aus 

•   1/1  —  ^  1/ 

arcstn  y  — - —  =  p,    V,  arcsm  x  =  q 

kommt 

2sm2|,  =  1  —  X 

sin  2  q  =  x^ 
daraus 

2  sin^p  -|-  sin  2  g  =  1. 

Es  ist  auch  weiter  (Seite  4)  für  sin  (tc  —  2  g)  gesetzt  cos  2  g, 
was   unrichtig  ist.     Es  muss  in   der  zu  beweisenden  Gleichung 

statt  — ,  —  gesetzt  werden,  dann 

I  ^ 
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1  ==  2sin^p  +  sin2q  =  2sin'^ p  -f  sin  (~  —  2^^, 

woraus 

1  —  cos2p  =  2sin^p. 


Seite  4. 


sina  oi     ^  ^    ^ 

cos  —;=  lalscn. 


«  1/3 

Dafür  zu  ergänzen: 

3  sin  cp 

Kästner,  Gesch.  I,  S.  415.    Formel  von  Snellius  (1621). 
tg  CD  -\~  2  sin  op  1 

^--^ --20'^'"' 

Girard,  Tables  (1626). 
itg  w  -^  32  sin  op  —  3  sin  2  cp  , 

CD   =  -—^ ^ ^   1/,^.   0)7 

Lambert,  Beiträge  II,  §.  76. 

cp  =  -^ 1/4.  ffi5   .    .   .     . 

Seite  6  zu  ergänzen: 


a 


Um  —  =00     a  >  1  lim  cj""  =  1 


09 


T     log  CO        ^  -.      .  < 

hm  -^^—  =.  0  limö'^  =  1 

CJ 

]_ 
lim  coe'^  =  oo  Um  8^^9 a  +  <^)  =  1 

Seite  8.    Statt 

-  V3  +  V.2^'V3,  -  1/3-  l^^y3" 
lies 

-  V2  +  V2  i  1/3,  —  1/2  —  V2  ^'  1/3. , 
Seite  10.     del.  Formel  16: 

TT     ,      1   ,      —  a?  —  1 
Seite  11.     Functionentheorie  statt  Funkentheorie;  ferner 

Seite  12,  Formel  8  lies 

sinhyp  cp  =  V2  (^"^  —  ß~'0 

cos  hyp  cp  =  Y2  (e'f  +  e-^/'). 
Seite  ,20,  Zeile  11  lies  s  statt  g. 
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Seite  31  lies 

^^y  r^  =  2  1^  +  Va^^  +  V.  ^-''  +  •  •  • 
Zu  ergänzen: 
U(ix  =  \'^[log{x  +  1)  +  %(^  -  1)] 

+  V..[%(.+  l)-%(.-l)]  +  J^^  +  ^,+^. 

Thomson's  Reihe. 
Seite  32.     Zu  ergänzen: 
sma?        a:;2    ,     x^     ,      x^      ,       x^ 


^^^     X  6    "^  180"  +  2835  "*"  1 


2600 


1-2       I     11      •  .       1      191      .  ^       , 

=  -6  '^'^   ^  +  I8Ö  '^^^'^  +  5G7Ö  '^'^'^  +  •  •  • 
,      tcjx__x^        1  x^    .    62a;^    ,    127^;-^ 
^^  "¥"  ~"   3"  +  "9Ö"  "^  2835  "^  18900  "^ 

=  ¥  ^^'"^  -  S  ^^'"^  +  S  ^^'"^  +  •  •  •  (^•'^■'^)  <  ^- 

Seite  34.    Zu  ergänzen: 

,     1      .  ,       ,    1.3     .  .       ,    1.3.5     .  „       , 
X  =  stnx  -\-  -^  stn^  x  -| — -p  sin^  x  -\ =-j —  sm*  o:  -I-  •  •  • 

Seite  37.     Zu  ergänzen: 

1)  Ist 

x  =  ay  -^h'iß  ^  c\ß  ^  d\f  -^  •  ", 
so  ist 

X         hx'^    ,    2h^  —  ac         ,    6  ahc  —  a^cl  —  6h^    ,    , 

2)  Ist 

X  =^  a y  -\-  h \f'  -{-  c y-'  -^  d y'^  -^  '  •  •, 
so  ist 

X         hx?'    ,    3b'^  —  ac     .    ,    Sabc  —  a^d  —  I2b^    .    , 

y  = x-"  H -7 X'  -\-  "  ' 

3)  Ist 

ay  -\-  bif  -^  cy^  -^  '"  =  ax  ^  ßx'^  -]-  yx"-  -^  '", 

so  w^ird 

a             a^b     „    ,    2a3/;  —  a'^ac     , 
y  =  ~  X rr2  -\ : —  x^  —  •  •  • 

+  fa^^  +  2/3}/  —  «7  —  ß^)x*  -I 

Lääka,  mathein.  Formelnsanimlung.  ßj 
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Seite  88.     7m  <ir^änzen : 

+  ''^  "r^5  ~-'^  ^^■■^'  +  ■^)'  +  -    '/.(l/2":^T)  .-.r  > .... 

Schl<)Tnilc}i,  Mjiiliom.  Ablinnrll.   1850. 
S(^it(^  4.'J.     /u  (irgiiri/fii: 

1+i  ^cM,yx=^^  +  _i_  ^  _  _i_  ^.  +  -i_  ^»  _ ... 

S<tit(^  4  4.      Heber  lijunherfs    Reilie    Bieln'    linltzer'H    Ge- 
sammelte  Werke,  IV.  Jid.,  S.  595. 

Seite  46,  §.81.     Reihen  1)  bis  ß)  del. 
Seite  48.    Zu  ergänzen: 

"^    (1  --  x)a  ~  x')i\  —  x^)         '  ^ 

Compt.  rend.  XCVl,  p.  f;74  unrl  748.   ('ayley,  Kllipt.  Kunet., 
S.  2(m. 

1  ^i  +  LzJLzL^ 


(1  -  a)2  (1  -  />)2(l  -  ß)^.»  '        (l  -  «X' 

,        1  >-  (1  -■  6)--»        ,  1  -  (1  '-  cf , 

Mess.  (2)  II,  S.  138. 
Die  Formel  für  cohx  (§.  32,  8)  soll  heissen: 


C08X=]j       I    -    ,2w+l~P 


(■-¥)0-:3 


Seit#49,  Formel  13  lies: 

l  -\-  x"^  statt  1  •—  x\ 

Seite  50.    Zu  ergänzen: 

e  =  2'/«  3'/«  5'A  C-'/«  7'/7  10-Vio  U'/i,  .  .  . 
Baltzer's  Produet. 
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Seite  57.     Zeile  13  von  oben  lies: 


(1  —  1/2)  statt   (l  -  lY 


Seite  91,  letzte  Zeile  lies: 

^    -        q—l 
Seite  108,  Formel  10  lies: 

d  cosec  X  =  —  rfg  X  cosec  x  d  x. 
Seite  121,  Formel  5  lies: 


Seite  133.     Soll  sein: 


fdxfx  =  ^/,fx^. 
sein: 

Soll  sein: 

/xdx  -, 


Seite  138.     Soll  sein: 

xdx         -.  1 

1  —  X 
Seite  190.     Zu  ergänzen: 


/(i+Ll(,)n  =  (i-'y--.  J '^^('-'^'^'^y-'  '<' 

J    (e-^coscpy        (1— e-')»-V2    J    cos''(p^  ^^ 


Crelle's  Journ.,  Bd.  30. 


d  (p  1  ,      1  +Ve  —  l  fgcp 


r         dcp  ^  1  j^^ 

J    1  +  esin-'  cp  '     2  Ve~^^  ^^ 


c>  1. 


+  ^  ^^'^^■-  "P        2  Ve  —  1     -"  l  —  ]/e  —  l  tgcp 
Seite  191.     Zu  ergänzen: 

r   a-\-ßcosx  Csinx  P    A-\-Bcosx 

J    [a-\-b  cos  x]''     ^        [a  -\-  b  cos  rr J"-^   '   J    [a  +  b  cos  x]''-'^  ^ 
.  aa  —  bß       j,  n  —  2  aß  —  ba 

^ aß  —  ba 

—  {n—  \){a^  —  b^y 


Seite  215.     Zu  ergänzen: 

/dx         -.     , ,  ,       .    .  logx   .  ^ .  logx-   .   ^,  log x^   , 


67^ 
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Seite  233.  In  Folge  der  Benutzung  einer  falschen  Quelle 
sind  hier  viele  Fehler  entstanden.  Verbessert  nach  Berliner 
Jahrb.  Seite  311,  18G3. 

Im  2.  bis  8.  Integral  fehlt  rechts  bei  jedem  Gliede  h.  Ausser- 
dem lies: 

7  7 

beim  2.  Integral  —  statt  — , 


7. 


25 

96  " 
2989 
17280 
1209 
5900 


95 
9G' 

statt 


2089 


199884 
Seite  241,  Formel  52  lies: 


17280' 
,  ,,  1209 
''^''   5600' 

statt  — 


1617i 


16175 
199584' 


Gp 


statt 


6  71 


Seite  407,  Formel  6  del. 

Seite  526,  §.  165,  Formel  1  lies: 


CD   = 


+ 


COS  cc  cos  ß 
cosa'  cosß' 


cos  ß  cosy  /^        \  cosy  cos  oc 
cosß'  cosy'       '    I  cosy'  cosoc' 

Bei  dieser  Berichtigung  sei  noch  auf  ein  Kriterium  der  Rich- 
tigkeit hingewiesen:  die  Symmetrie,  welche  sofort  erkennen  lässt, 
dass  diese  Formel  falsch  hingeschrieben  wurde. 

In  Bezug  auf  die  Tafeln  sei  bemerkt,  dass  die  Tafel  VI 
zum  §.  224  gehört. 

Einige  Eigennamen  wurden  fast  ständig  falsch  geschrieben, 
so  Balzer  statt  Baltzer.  Da  es  aber  bekannte  Namen  sind,  so 
dürften  diese  Versehen  leicht  zu  bemerken  sein. 
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—  Moment  581. 

—  Potential  581. 

—  Theorie  von  Ampere  751. 
Mantelfläche,  Hyperboloid  mit  564. 
Masse  631. 

Massenbestimmung  307. 
Massenmittelpunkt  661. 


1068 


Generalregister. 


Materie  630. 

Maxima  114. 

Mechanik  630. 

Mechanische  Quadraturen  232. 

—  Wärmetheorie  620. 
Medium,  absolutes  617. 

—  anisotropisches  738. 

—  dielektrisches  737. 

—  isotropes  739. 
Mehrdeutige  Function  304. 
Mehrfache  Argumente  343. 
Menge  des  Magnetismus  581. 
Meridian  585. 

—  Bestimmung,  genäherte  830. 
Merkurdurchgang  844. 
Meteoritenbahn  908. 
Mikroskop  615. 

Mikroskopische  Diffraktion  766. 
Mittelebene,  astatische  698. 
Mittelpunkt  563.  661. 
Mittelpunktsgleichung  499.  901. 
Mittelwerthe  7. 

Moment  659. 

—  Axe  des  681. 

—  magnetisches  581. 

—  des  Punktes  661. 

—  statisches  579. 
Mond-Distanzen  838. 

—  Finsternisse  851. 

—  Libration  8 '8. 

—  -Phasen,  Berechnung  der  857. 

—  Pol,  Bestimmung  der  859. 

—  Theorie  304. 
Monogene  Functionen  304. 


N. 


Nahepunkt  615. 
Näherungswerthe  4. 
Nepper'sche  Analogien  442. 
Neumann's  elektrodynamisches  Potential 

697. 
Neutrale  Axe  702. 

—  Faser  700. 
Newton's  Farbenringe  763. 

—  Gesetz  697. 

—  Secantengesetz  764. 
Niclitrest  59. 
Niveauflächen  731. 
Normalbeschleunigung  642. 

—  Form  von  Legendre  331. 
Jacobi  331. 

Numerische  Excentricität  499. 

—  Reihen  46. 


0. 


Oberflächen  553. 
Oberreihe,  harmonische  717. 
Objektiv  616. 
Ocular  616. 

Oeffnung,  Ausfluss  durch  eine  710. 
Ohm's  Gesetz  582.  740. 
Optik  760. 

Ordnung  der  Curve  475. 
Orthogonale  Substitution  78. 
Osculatorische     Fläche     zweiter     Ord- 
nung 556. 


P. 


n  Numerische  Wertlie  95. 

Parabel  506. 

Parabolische  Bahn  888.  917. 

Cylinder  565. 

Paraboloid,  elliptisches  564. 

—  hyperbolisches  564. 
Parallaxe  592. 

—  äquatoreal-horizontale  801. 

—  horizontale  801. 
Parallele  Curveu  488. 
Parallelismus  der  Schichten  710. 
Partialtöne  717. 

Pendel  686. 
Perihel  800. 
Perioden-Paare  310. 

Parallelogramm  310. 

Periodische  Functionen  310. 
Permutation  16. 
Phase  760. 

Planetenbahnbestimmung  912. 
Polbestimmung    für    beliebige    Epoche 

809. 
Polare  477.  498.  562. 
Polarisation  580. 
Polarisirt  608. 

Polhöhe,  Bestimmungen  der  825. 
Polyedralzahlen  22. 
Polygon  der  Geschwindigkeiten  640. 
polygonalzahlen  22. 
Polynomialreihen  40. 
Ponderomotorisches  Integralgesetz  746. 

—  Kräfte  745. 
Potential  580.  688.  731. 

Diff^erenz  580. 

—  des  Ellipsoids  696. 

—  das  logarithmische  697. 

—  das  Newton'sche  697. 
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Potential  von  Neumann  746, 

Präcession  806. 

Primfunction  305. 

Princip  von  d'Alembert  638.  720. 

Dirichlet  693. 

Gauss  666. 

Hamilton  634. 

Hooke  720. 

der  kleinsten  Wirkung  675. 

—  der  Superposition  736. 

—  von   der   virtuellen   Verschiebung 
671. 

Prisma  616. 

—  acliromatisclie  617. 

—  von  Amici  617. 

Problem,  das  allgemeine  der  drei  Kör- 
per 982. 

—  Gj'ldens     Behandlung    desselben 
950. 

Process,  Kreisprocess  der  Wärmetheorie 
621. 

Q. 

^-Function  377.  378. 
Quadratische  Gleichungen  68. 

—  Nichtreste  59. 

—  Variante  66. 
Quadratrix  515.  516. 
Quadraturen,  mechanische  232. 
Quotient,  vollständiger  55. 


R. 


Eadiant  908. 

Rationale  Function  118.  305. 

Rationalmachen  63. 

Raum,  analytische  Geometrie  des  525 

Curven  543. 

Räumliche  Dilatation  699.  708. 
Reciprocitätssatz  von  Jacobi  62. 

—  von  Legendre  61. 
Reciproke  Determinante  77. 
Rectascension  779. 
Rectificante  539. 
Rectification  485. 
Reducente  68. 

Reduction  auf  ein  anderes  Aequinoctium  ' 
880. 

die  Ekliptik  878. 

Reelle  Wurzeln  71. 

Regel  von  Avogardo  628. 

Regula  falsi  74. 

Reibung  673.  I 


;  Reibungscoefficient  663. 
;  Reihe,  allgemeine,   für  Arcus  Sinus  33. 
!       —  für  Bernoulli's  Zahlen  30. 
Binomial-  38. 

—  von  Borda  32. 
Bürmann  28, 

—  Fortsetzung  der  304. 

—  von  Gauss  (hypergeometrische^  45. 

—  halbconvergente  279. 

—  von  Lagrange  28. 

Lambert  44. 

Lame  45. 

Maclaurin  27. 

—  periodische  966. 

—  recurrente  41. 

—  Summirung  42.  271. 

—  von  Taylor  27.  116.  231. 
Relationsscala  (Moivre)  41. 
Relative  Bewegung  654.  657. 
Repulsive  Krystalle   769. 
Rollcurven  493. 

Rotation  und  Translation  658. 
Rotationsflächen  568. 

—  geschwindigkeit  658. 
Rückkehrsebene  543, 

—  kante  571. 

—  punkt  473.  543. 

—  tangente  543, 


Saite  720.  722. 

Satz  von  d'Alembert  633. 

Brianchon  497. 

Budan  Fourier  70, 

Carnot   674. 

Coriolis  643. 

Descartes  70. 

Dirichlet  692. 

du  Gua  70. 

Dulong  626. 

Dupin  558. 

Euler  58.  79.  555.  557. 

Green  693. 

Joachimsthal  558, 

Jacobi  (Reciprocität)  62. 

Jworj'  697. 

—  —  Lagrange  43. 

—  —  Laueret  540. 
Laurent  307. 

Legendre  (Reciprocität)  64. 

Meusnieur  555. 

Pappus  669, 

Sturm  70. 
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Satz  von  Wilson  59. 
Scheitelgleicliung  499. 
Schmiegungswinkel  537. 
Schwerpunkt  669. 
Sohwingungsmittelpunkt  684. 
Secans  428. 

Secanten,  gemeinschaftliclie  471, 
Secunde  577.  582. 
Secundenpendel  578. 
Sehweite  615. 

Selbstberührungspunkt  473. 
Singulare  Stellen  .304. 

—  Potenz  304. 
S-i-Function  295. 
Sinus  405. 

—  Bussole  751. 

—  Integrale  193. 
Solenoid  750. 
Sonnenelemente  969, 

—  finsternisse  853.  855. 
Spannung  580. 
Specifische  Ausdehnung  760. 

—  Capacität  737. 

—  Leitungsfähigkeit  739. 

—  Wärme  620. 

—  Widerstand  581.  740. 
Sphärische  Dreiecke  440. 
Spirale  511. 

Spitzen  476. 

Stationärer  Zustand  726. 
Statisches  Maass  58. 

—  Moment  580. 
Stehende  Schwingung  718. 
Stellen,  singulare  304. 
Sternbedeckungen  847. 
Sternzeit  586. 
Stromdeterminante  748. 

—  faden  708. 

—  Intensität  740. 
--  linie  707. 

Strömung,  stationäre  743. 
Strömungscurve  744. 
Störungen,  planetarische  931, 
Stundenwinkel  586. 
Substitution  in  Integrale  122. 

—  von  Landen  328. 

—  lineare  78. 

—  Modul  der   78. 

—  orthognathe  78. 

—  unimodulare  78. 
Summenrechnung  87.  344. 
Superposition  736. 
Supplementarsehnen  510. 
Symbol  85. 

—  von  Legendre  60. 
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Symmetrale  Determinante  78. 
Symmetrische  Determinante  78. 

—  Function  der  Wurzeln  67. 
Symptotische  Punkte  595. 
System,  holoedrisches  726. 

—  teleskopisches  615. 
Systemäquivalente  61.'^. 

T. 

Tagesbogen  590. 
Tangente  421. 

—  Bussole  751. 

—  Kegel  562. 
Tangentialbeschleunigung  642. 

—  bussole  751. 
Teleskopische  Diffraction  765. 

—  Systeme  612. 
Temperatur  716. 
Theilbarkeit  57. 

Theorie,  Curven   doppelter    Krümmung 
536. 

—  der  Fadencurven  675. 

—  elliptischer  Functionen  336. 
Flächen  553. 

—  —  Gammafunction  269, 

—  —  Gleichungen  70. 
Kräfte  660. 

—  Magnetismus  von  Ampere  751. 

—  der  quadr.  Beste  59. 

—  Wärme,  mechanische  618. 
Thetafunctionen  351. 
Tonhöhe  716. 

Torsion  579.  723. 

Totale  Dispersion  617. 

Tractorien  492. 

Tragmodul  der  Ausdehnung  701. 

—  der  Zusammendrückung  701. 
Trägheitscurve  714. 

—  ellipsoid  678. 

—  radius  677. 
Trajectorien  489. 
Transcendente  Functionen  305. 
Transformation  112. 

—  der  Integrale  119. 

—  von  Landen  326. 
Translation  641.  658. 
Transversalschwingung  721. 
Trigonometrie  178. 

u. 

Umkehrbarer  Process  621. 
Unbedingt  convergent  26. 
Unbestimmte  Gleichung  62. 
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Uubestimmte  Integrale  117. 
Unendlich  dünne  Linie  614. 
Unimodiüare  Substitution  78. 
ITnterdeterminante  77. 
Unvollständiger  Quotient  nö. 

V. 

Variante  66.  68. 
Variation,  einfache  16. 
—  der  Constanten  939. 
Vergrösserung,  angulare  612. 

—  lineare  612. 
Verhältniss,  anharmonisches  457. 

—  harmonisches  462. 
Verkürzte  Cykloide  508. 
Verschiebung,  elektrische  580. 

—  virtuelle  671. 
Verstärkungszahl  737. 
Verzögeruugsphase  761. 
Verzweigungspunkte  300. 
Vollkommenes  Gas  623. 

—  Zahl  58. 
Vollständiger  Kreissprocess  621. 

—  Quotient  55. 


w. 

Wahrscheinlichkeit  82 
Wärraeleitung  725. 
Wärmetheorie  618. 
Wechselkreis  639. 
Wellenfläche  767. 

—  längen  577.  718. 
Wendekreis  639. 

—  punkt  476. 


83. 


Wendekreistangente  746. 
Wesentlich  singulär  304. 
Widerstand  580.  673. 

—  specifischer  740. 
Wirbellinie  709. 
Windschief  572. 
Winkelgeschwindigkeit  641.  658. 

—  -Paar  659. 

Wirkung  und  Gegenwirkung  630. 

—  Princip  der  kleinsten  675. 
Wurzel,  Congruenz  der  59. 

—  Grenzen  derselben  69.  71. 

—  eigentliche  59. 

—  symmetrische  Functionen  der  67, 


Zahl,  amicable  58. 

—  von  Bernoulli  100. 

—  figurirte  22. 

—  polyedrale  22. 

—  polygonale  22. 

—  Theilbarkeit  der  57. 

—  Theorie  der  57. 

—  vollkommene  58. 
Zeit  630. 

Zenith  584. 

Zerlegung  in  Factoren  18. 

—  in  Partialbrüche  17. 

—  einer  rationalen  Function  118. 
Zinsrechnung  91. 

Zugcurve  492. 

Zusammendrückung,  Modul  der  701. 

Zusammengesetzte  Instrumente  616. 

—  Wahrscheinlichkeit  82. 
Zustand,  stationärer  726. 
Zustandsänderung  625. 


Zu  Seite  290. 


Tafel  der  Function  r(x). 


Zu  Seite  293. 


Tafel  der  Function  Ei(x), 
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